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“这 本 引人入胜 的 书 对 这 一 学 科 进 行 了 生动 、 详 尽 的 叙述 ， 而 且 没有 用 到 太 多 高 深 的 理论 。 
一 一 《数学 公报 》(Mathematical Gazette) 


“… 一 本 非常 重要 的 著作 …… 它 一 定 能 继续 保持 长 入 、 旺 得 的 生命 力 


一 一 《数学 评论 ) (Mathematical Reviews) 


本 书 是 数论 领域 的 一 部 传世 名 著 ， 也 是 现代 数学 大 师 哈代 的 代表 作 之 一 。 书 中 作者 从 多 个 角度 对 数论 
进行 了 深入 阐述 ， 内 容 包 括 素数 、 无 理 数 、 同 余 、 费 马 定理 、 连 分 数 、 不 定 方程 、 二 次 域 、 算 术 函 数 、 分 
划 等 。 

新 版 与 时 俱 进 ， 修 正 了 每 章 末 的 附注 ， 并 讲述 数论 最 新 的 发 展 ， 增 加 了 一 章 讲述 椭圆 曲 线 ， 它 是 数论 
中 最 重要 的 突破 之 一 ， 还 列 出 了 进一步 阅读 的 文献 。 

本 书 自 出 版 以 来 一 直 备 受 数学 界 推崇 ， 被 很 多 知名 大 学 (如 牛津 大 学 、 麻 省 理工 学 院 、 加 州 大 学 伯 克 
利 分 校 等 ) 指定 为 教材 或 参考 书 ， 也 是 美国 斯 坦 福 大 学 每 个 数学 与 计算 机 专业 学 生 必 读 的 一 本 书 。 


GH. Hardy (1877 一 1947) 20 世纪 上 半 叶 享有 世界 声誉 的 数学 大 师 ， 是 英国 数学 界 和 英国 分 析 学 
派 的 领袖 ， 对 数论 和 分 析 学 的 发 展 有 巨大 的 贡献 和 重大 的 影响 。 除 了 自己 的 研究 工作 之 外 ， 他 还 培 
养 和 指导 了 众多 数学 大 家 ， 包 括 印度 数学 奇才 拉 马 努 金 和 我 国 数学 家 华罗庚 。 


E. M. Wright (1906 一 2005) ”英国 著名 数学 家 ， 毕 业 于 牛津 大 学 ， 是 G. H. Hardy 的 学 生 。 生 前 担任 
英国 名 校 阿 伯 丁 大 学 校长 多 年 。 爱 丁 堡 皇家 学 会 会 士 、 伦 敦 数 学 会 会 士 。 曾 任 Journal of Graph Theory 
和 Zentralblatt fiir Mathematik 的 名 誉 主编 。 
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译 者 序 


Hardy 和 Wright 的 这 本 书 9 初版 于 1938 年 , 是 作者 多 年 间 在 英国 牛津 大 学 、 剑 
桥 大 学 、 阿 伯 丁 大 学 以 及 其 他 大 学 所 作 的 若干 数论 讲座 的 讲稿 汇编 . 这 本 中 文 版 是 以 
原 书 英文 第 6 版 作为 蓝本 翻译 的 . 

2008 年 , 这 本 书 问世 整整 70 年 了 . 在 这 70 多 年 中 , 数论 这 个 数学 分 支 已 经 有 
了 长 足 的 进展 , 它 的 理论 和 方法 都 有 了 巨大 的 发 展 和 进步 , 并 且 人 们 在 解析 数论 、 代 
数 数论 、 超 越 数论 以 及 计算 数论 等 所 有 重要 分 支 的 许多 重大 问题 的 研究 中 取得 了 令 
人 瞩目 的 成 果 , 全 部 或 者 部 分 解决 了 一 批 著名 的 数论 难题 (例如 关于 超越 数 的 Hilbert 
第 七 问题 、Waring 问题 、Gauss 关于 二 次 域 的 类 数 猜想 、Goldbach 猜想 和 挛 生 素数 
猜想 、Fermat 大 定理 、Riemann 猜想 和 广义 Riemann 猜想 , 等 等 等 等 )， 从 这 个 意义 
上 说 , Hardy 和 Wright 这 本 书 中 的 某 些 内 容 随 着 原著 作者 的 去 世 , 早已 落后 于 当代 数 
学 科学 的 发 展 , 这 是 任何 经 典 著作 都 无 法 避免 的 容 境 . 然而 , 鉴于 这 部 书 是 有 关 数 论 
基础 知识 的 导 引 性 著作 , 它 所 讲述 的 基本 内 容 都 没有 过 时 , 更 由 于 作者 引人入胜 、 深 
入 浅 出 的 书写 风格 , 使 得 本 书 历经 70 余年 的 考验 , 至 今 仍然 是 为 数 不 多 且 具 有 重要 
参考 价值 的 数论 初等 教程 之 一 . ( 另 一 部 出 版 较 早 且 值得 一 提 的 数论 初等 教程 是 已 故 
中 国 数学 家 华罗庚 先生 的 名 著 《数论 导 引 》.) 

原著 者 G. H. Hardy 是 20 世纪 在 英国 乃至 全 世界 享有 盛誉 的 数学 家 , 他 单独 或 者 
与 他 人 合作 出 版 过 多 部 数学 史上 不 朽 的 经 典 著作 , 发 表 过 许多 重要 的 研究 论文 . 他 的 
许多 著作 至 今 仍 极 有 参考 价值 . 此 外 , 他 还 在 数学 的 众多 分 支 , 特别 是 数论 这 个 分 支 的 
研究 中 , 取得 过 超出 当代 数学 家 的 杰出 成 就 . 例如 , 他 和 印度 数学 家 S. A. Ramanujan 
等 人 所 创立 的 圆 法 在 解决 许多 解析 数论 重大 难题 的 过 程 中 成 为 不 可 或 缺 的 方法 之 一 ， 
他 的 数学 理论 和 思想 至 今 仍 是 当代 数学 家 们 研究 的 对 象 和 源泉 . 此 外 , Hardy 对 于 中 
国 数学 界 的 影响 也 远 不 止 于 他 的 著作 和 研究 . 众所周知 , 由 于 美国 著名 数学 家 、 控 制 
论 创始 人 、 也 曾 是 Hardy 学 生 的 N. Wiener 的 推荐 , 正 值 青年 的 华罗庚 于 1936 年 受 
到 Hardy 的 邀请 到 剑桥 大 学 作 访问 学 者 . 华罗庚 在 剑桥 大 学 得 到 以 Hardy 为 核心 的 
数学 研究 集体 中 许多 年 轻 数学 家 的 帮助 , 在 与 他 们 的 交流 中 获 益 菲 浅 ， 在 留学 期 间 ， 
他 至 少 在 国际 一 流 期 刊 发 表 了 15 篇 论文 , 这 对 他 本 人 后 来 研究 工作 的 深入 和 发 展 显 
然 有 巨大 的 作用 和 影响 . 这 一 事实 表明 : Hardy 本 人 对 于 华罗庚 个 人 一 生 的 学 术 成 就 
以 及 华罗庚 归 国 后 对 于 培养 整整 一 代 新 中 国 数学 家 所 作 的 贡献 都 有 着 重大 而 直接 的 
影响 . 从 这 个 意义 上 说 , 我 们 中 国 数学 界 今天 无 论 怎样 感谢 Hardy 都 不 为 过 . 

按照 Hardy 本 人 的 建议 , 这 部 《哈代 数论 》 既 不 是 数论 的 系统 教科 书 , 也 不 是 一 
本 数论 的 通俗 读物 , 它 是 为 具有 大 学 数学 系 一 年 级 以 上 水 平 且 希 望 学 习 数 论 的 学 生 ， 


编者 注 


@ 本 版 书 名 为 《哈代 数论 (第 6 版 )》, 上 一 版 书 名 为 《数论 导 引 (第 5 版 )》, 二 者 有 所 不 同 . 


2 译 者 序 


以 及 感 兴趣 的 数学 家 编写 的 . 上 一 版 共 24 章 , 经 修订 , 本 版 著者 英国 牛津 大 学 教授 D. 
R. Heath-Brown 以 及 美国 布朗 大 学 教授 J. H. Silverman 新 增 一 章 专门 介绍 椭圆 曲线 
理论 . 现在 , 这 本 第 6 版 共 25 章 , 分 别 介绍 了 素数 理论 、 数 的 几何 、 同 余 式 理论 、 二 
次 剩余 和 二 次 互 反 律 、 连 分 数 、 有 理 数 逼近 无 理 数 、 二 次 域 、 不 定 方程 、 算 术 函 数 、 
数 的 分 划 、 一 致 分 布 以 及 椭圆 曲线 等 方面 的 基本 概念 、 初 等 理论 和 方法 以 及 相关 的 问 
题 . 在 每 一 章 的 末尾 , 都 有 一 个 关于 本 章 内 容 的 附注 , 介绍 相关 问题 的 起 源 、 发 展 历史 
以 及 相应 的 参考 资料 等 ， 为 了 使 读者 了 解 书 中 所 涉及 的 某 些 重要 的 数论 问题 的 最 新 
进展 (到 2010 年 3 月 5 日 止 ), 我 们 编写 了 一 个 简短 的 附录 作为 补遗 予以 介绍 . 希望 
这 本 中 文 版 的 出 版 能 对 中 国 未 来 的 年 轻 数论 爱好 者 有 相当 的 帮助 和 教 益 . 译 者 中 的 一 
位 年 长 者 一 一 一 个 在 差不多 四 十 年 前 黑暗 的 “文化 大 革命 ”时 期 生活 在 充满 阶级 斗 
争 氛 围 中 看 不 到 前 途 和 光明 、 由 于 无 法 实现 自己 的 人 生 价值 而 在 痛苦 中 挣扎 的 青年 ， 
正 是 靠 着 这 本 著作 和 其 他 数学 著作 的 指引 , 才 找到 了 思想 的 乐趣 , 摆脱 了 人 生 的 苦恼 ， 
最 终 走 上 了 学 习 和 研究 数论 的 人 生 旅 程 . 

在 第 6 版 的 翻译 过 程 中 , 我 们 将 发 现 的 一 些 问题 提交 给 参与 英文 第 6 版 编著 工 
作 的 几 位 作者 , 得 到 了 他 们 的 大 力 帮 助 . 例如 , George E. Andrews 给 我 来 信和 解答 了 有 
关 第 19 章 附注 中 的 一 处 疑问 ; Joseph H. Silverman 的 来 信 肯 定 了 我 在 新 增 的 第 25 章 
及 其 附注 中 发 现 的 所 有 涉及 数学 以 及 英文 方面 的 错误 (读者 通过 将 英文 第 6 版 与 中 
文 译本 对 照 , 即 可 发 现 这 些 错误 之 处 ), 他 还 给 我 指出 了 第 25 章 中 某 些 需要 更 改 的 地 
方 ( 指 的 是 根据 他 的 建议 在 中 文 译本 中 取消 了 定理 478~481 这 四 处 的 星 号 ). 

对 于 上 述 各 位 以 及 为 这 部 中 文 译本 付出 辛勤 劳动 的 北京 图 灵 文 化 发 展 有 限 公司 
的 诸位 编辑 , 说 此 表示 我 衷心 的 感谢 ! 


张 明 尧 
2010 年 3 月 4 日 于 上 海 
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第 1 章 素 数 (1) 


1.1 整 除 性 


数 
£8, —2, —1,0,1,2,... 
称 为 有 理 整数 (rational integer), 或 简称 为 整数 (integer). 数 
0,12,3…- 
称 为 非 负 整数 (non-negative integer). 数 
1,2,3,…- 
称 为 正 整数 (positive integer). 正 整 数 构成 算术 的 主要 对 象 , 但 它 基 本 上 常 被 视 为 整 
数 或 者 某 个 更 大 范围 内 的 数 的 一 个 子 集 . 
以 后 我 们 用 字母 
人 
表示 整数 , 它们 有 时 (但 并 不 总 是 如 此 ) 会 服从 某 些 进一步 的 限制 条 件 , 比如 正 数 或 
非 负数 这 样 的 限制 . 我 们 也 常用 “ 数 ” 来 指 代 “整数 "或 表示 “ 正 整数 ” 等 ), 在 正文 
中 的 含义 明确 无 误 时 , 我 们 考虑 的 就 仅仅 是 这 种 特殊 类 型 的 数 . 
称 一 个 整数 a 能 被 另 一 个 整数 b(b 承 0) 整 除 (divisible), 假设 存在 第 3 个 整数 c 
使 得 
a= bc. 
如 果 a 和 bb 都 是 正 数 , 则 c 必 为 正 数 . 用 记号 
bla 
来 表示 a 被 b 整除 , 或 b 是 a 的 一 个 因子 (divisor). 于 是 有 
lla, ala, 
且 对 每 个 不 为 零 的 数 5 均 有 bl0. 有 时 也 用 
bla 
来 表示 与 bla 相反 的 含义 . 显然 有 
bla, clb 一 cla, 
bla 一 bclac (假设 c 去 0)， 
以 及 
cla,clb 一 cl(ma 十 nb) (对 任何 整数 m 和 n). 
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1.2 素 数 


在 1.2 节 到 2.9 节 中 , 我 们 考虑 的 数 一 般 都 是 正 整 数 .” 正 整数 中 有 一 个 特别 重 
要 的 子 集 , 即 素数 集合 . 数 p 称 为 素数 (prime), 如 果 

(7>1, 

(ip 没有 除了 1 和 p 以 外 的 正 因子 . 
例如 , 37 是 一 个 素数 . 要 特别 注意 1 不 算 作 素数 , 这 一 点 很 重要 . 在 第 1 章 以 及 第 
2 章 里 , 我 们 始终 用 字母 p 表示 素数 .2 

大 于 1 且 不 是 素数 的 数 称 为 合 数 (composite). 

下 面 , 我 们 引入 第 一 个 定理 : 


定理 1 除了 1 以 外 的 每 个 正 整数 都 是 素数 的 乘积 . 


n 要 么 是 素数 (此 时 不 需要 证 明了 ), 要 么 n 有 大 于 1 且 小 于 m 的 因子 . 设 mm 
是 这 些 因子 中 最 小 的 一 个 , 那么 m 必 为 素数 , 否则 ， 


3,1<t<m, lm, 


则 
lm — ln, 

这 与 m 的 定义 矛盾 . 

因此 , n 要 么 是 素数 , 要 么 可 以 被 一 个 小 于 ”的 素数 (比方 说 p1) 整除 . 在 后 一 
种 情形 中 , 有 

n=pin, l<n<n. 

这 里 ni 要 么 是 素数 (此 种 情形 的 证 明 已 经 完成 ) 要 么 可 以 被 一 个 小 于 ni 的 素数 
pz2 整除 , 此 时 有 


n=pni=npn2, l<n<n<n. 

重复 这 个 方法 , 得 到 一 列 递减 的 数 n,ni,… ,nx-1,…, 它们 全 都 大 于 1, 对 其 中 每 
个 数 , 都 同样 有 以 上 两 种 可 能 性 成 立 . 但 迟早 我 们 必定 会 接受 第 一 种 可 能 性 , 此 时 
得 到 的 ne-1 已 经 是 一 个 素数 , 比如 记 之 为 pk, 这 样 就 得 到 

n= Pp1p2** Pk: (1.2.1) 
例如 

666=2x3x3x37. 
如 果 ab = mw 那么 a。 和 b 不 可 能 都 大 于 Vi. 于 是 任何 合 数 n 必 可 被 一 个 不 超过 
v 的 素数 p 整除 . 


@ 偶尔 也 有 例外 , 如 在 1.7 节 中 , ez 是 分 析 中 的 指数 函数 . 

加 需要 注意 的 是 , 如 果 本 书 自始至终 都 严格 遵守 这 个 约定 会 很 不 方便 , 因而 有 时 也 不 坚持 用 它 表示 素数 . 
例如 第 9 章 用 p/9 表示 典型 的 有 理 分 数 , 其 中 的 p 并 不 总 是 表示 素数 . 不 过 p 是 表示 素数 的 “自然 
的 ”字母 , 因此 只 要 方便 的 话 , 我 们 总 用 这 个 字母 来 表示 素数 


1.4 素数 序列 3 


(1.2.1) 式 中 的 素数 不 一 定 是 互 不 相同 的 , 也 不 一 定 非 要 按照 某 个 特定 的 次 序 排 
列 . 如 果 把 它们 按照 递增 的 顺序 排列 , 把 相同 的 素数 合 写成 单一 的 因子 , 并 适当 改 
变 记 号 , 就 得 到 
n=prp2 DA (al > 0,a2 >0, ,Pp1 < po <) (1.2.2) 
称 n 被 表示 成 了 标准 型 (standard form). 


1.3 ”算术 基本 定理 的 表述 


在 定理 1 的 证 明 中 没有 证 明 (1.2.2) 式 是 n 的 唯一 表示 , 换 句 话说 , 除了 因子 
可 以 重新 排列 外 , (1.2.1) 式 是 唯一 的 . 然而 考虑 几 个 特殊 情形 可 以 立即 看 出 这 是 正 
确 的 . 


定理 2( 算 术 基本 定理 )  n 的 标准 型 是 唯一 的 . 也 就 是 说 , 除了 因子 可 以 重新 
排列 以 外 , n 只 能 用 唯一 一 种 方式 表示 成 素数 的 乘积 . 


定理 2 是 算术 理论 体系 的 基础 , 但 本 章 不 会 用 到 它 , 关于 它 的 证 明 将 在 2.10 节 
给 出 . 但 是 , 证 明 它 是 下 面 较为 简单 的 定理 的 一 个 推论 还 是 很 方便 的 ， 


定理 3(Euclid 第 一 定理 ) ”如 果 p 是 素数 , 且 plab, 那么 pla 或 者 plb. 


眼下 先 将 此 定理 视 为 已 经 成 立 , 由 它 来 推导 出 定理 2, 这 样 一 来 , 定理 2 的 证 
明 就 简化 为 证 明定 理 3, 而 定理 3 的 证 明 在 2.10 节 中 给 出 . 
显然 ， 
plabc.…1 一 pla 或 者 plb 或 者 plc… 或 者 pll 
是 定理 3 的 一 个 推论 . 特别 地 , 如 果 a,b,… ,1 都 是 素数 , 那么 p 是 a,b,… ,i 中 的 
一 个 . 现在 假设 
n= pp 
其 中 每 个 乘积 都 是 标准 型 中 的 素数 乘积 . 从 而 对 每 个 i 都 有 pilqs'.… gq , 于 是 每 个 
p 都 是 某 个 9. 类 似 地 , 每 个 4 都 是 某 个 p. 所 以 有 大 = 小 又 由 于 这 两 个 素数 集合 
都 是 按照 递增 次 序 排列 ， 因此 对 每 个 i 有 pi = gi. 
如 果 a; > bi, 用 pe 米 除 印 得 
pp ep = ph pe 
左边 可 以 被 mx 整除 ， -然而 右边 则 不 能 ， 这 是 一 对 矛盾 . i > ai 也 同样 推出 
矛盾 . 由 此 得 出 有 a; = bi. 这 就 完成 了 定理 2 的 证 明 . 
现在 就 会 清楚 为 什么 不 把 1 作为 素数 . 因为 如 果 把 1 作为 素数 的 话 , 定理 2 就 
不 能 成 立 , 这 是 因为 此 时 可 以 插入 任意 多 个 1 作为 乘积 因子 . 


1.4 素数 序列 
最 前 面 的 几 个 素数 是 
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2,3,5,7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43,47,53,…… . 
通过 “EEratosthenes 得 法 ”程序 , 不 难 构造 出 某 个 界限 N 内 的 素数 表 来 . 我 们 已 经 
看 到 , 如 果 n < N, 且 n 不 是 素数 , 那么 n 必定 被 一 个 不 大 于 VN 的 素数 整除 . 记 
下 数 
2, 3, 4, 5, 6, .… , N, 
相继 划 掉 以 下 的 数 : 

(i) 4, 6, 8, 10, …, 即 划 掉 22 及 其 后 的 每 个 偶数 ; 

(ii) 9, 15, 21, 27, …, 即 划 掉 3? 及 其 后 的 每 个 未 被 划 掉 的 3 的 倍数 ; 

(ii) 25, 35, 55, 65, …, 即 划 掉 52(3 后 面 剩 下 的 那个 数 的 平方 ), 及 其 后 的 每 个 
未 被 划 掉 的 5 的 倍数 ; 继续 此 程序 直到 下 一 个 剩 下 的 数 (在 它 的 倍数 最 终 被 删除 之 
后 ) 大 于 VN 为 止 . 这 样 剩 下 的 数 均 为 素数 , 目前 所 有 的 素数 表 都 是 通过 对 这 个 程 
序 加 以 修改 得 到 的 . 

素数 表 表明 : 素数 数列 是 无 限 的 . 人 们 已 经 做 出 了 100 000 000 以 内 的 素数 表 . 
10 000 000 以 内 的 素数 共有 664 579 个 , 介 于 9 900 000 和 10 000 000 之 间 的 素数 
有 6 134 个 . 1 000 000 000 以 内 的 素数 总 共有 50 847 478 个 , 但 是 所 有 这 些 素数 并 
不 是 每 一 个 都 知道 . 已 知 一 些 很 大 的 素数 , 它们 大 多 数 是 形 如 2? 一 1 的 数 (参见 2.5 
节 ), 迄今 已 发 现 的 最 大 的 素数 超过 了 6 500 位 . 

这 些 数 据 使 人 联想 到 下 面 的 定理 . 

定理 4(Euclid 第 二 定理 ) ”素数 无 限 . 

2.1 节 将 证 明 这 个 定理 . 

素数 的 “平均 ” 分 布 是 很 有 规则 的 : 它 的 密度 显现 出 稳定 而 缓慢 地 减少 .如果 
每 1 000 个 数 一 组 , 则 前 5 组 所 含 的 素数 个 数 分 别 为 

168，135，127，120，119. 
10 000 000 以 内 的 最 后 5 组 所 含 的 素数 个 数 分 别 为 
62, 58, 67, 64, 53. 
把 最 后 的 1 000 个 数 等 分 成 10 组 , 则 最 后 的 53 个 素数 也 被 分 到 了 这 10 组 中 , 每 
组 中 分 别 含有 


5,4, 7,4, 6;3,6,4,5,9 

个 素数 . 

另 一 方面 , 素数 分 布 从 细节 上 来 说 仍 是 极 不 规则 的 . 

首先 , 素数 表 显 示 在 区 间 里 有 很 长 的 由 合 数组 成 的 片段 . 像素 数 370 261 的 后 
面 就 接连 有 111 个 合 数 . 容易 看 出 , 这 种 由 一 长 串 合 数组 成 的 片段 是 一 定 会 出 现 的 . 
假设 

Da 5 和 

是 不 超过 p 的 所 有 素数 , 那么 所 有 不 超过 p 的 数 都 可 以 被 这 些 素数 中 的 某 一 个 数 
整除 , 这 样 一 来 , 如 果 
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2x3x5x...xp=g, 
则 所 有 p 一 1 个 数 
q+2, q+3, q+4,.…, g+p 
都 是 合 数 ,如果 定理 4 为 真 , 那么 p 可 以 任意 大 , 因为 如 若 不 然 , 则 从 某 处 开始 往 
后 所 有 的 数 均 为 合 数 . 


定理 5 对 任意 给 定 的 数 N, 都 存在 长 度 超过 N 的 仅 由 连续 合 数组 成 的 片段 . 


另 一 方面 , 素数 表 指 出 存在 像 3, 5 或 者 101, 103 这 样 的 始终 相差 2 的 、 不 确 
定 的 然而 持续 的 素数 对 . 这 样 的 素数 对 (p,p+ 2) 在 100 000 以 下 有 1 224 对 , 而 在 
1 000 000 以 下 有 8 169 对 . 如 果 仔细 检查 的 话 , 似乎 有 证 据 支 持 如 下 的 猜想 : 

素数 对 (p,p 十 2) 有 无 穷 多 个 . 

的 确 还 可 以 合理 地 给 出 更 多 的 猜想 . 数 p,p +2,p+4 不 可 能 全 都 是 素数 , 因为 
它们 中 必 有 一 个 能 被 3 整除 . 然而 却 没 有 显而易见 的 理由 说 明 p,p + 2,p 十 6 不 能 
全 是 素数 , 有 证 据 表 明 这 样 的 三 元 素数 组 也 是 可 能 持续 出 现 的 . 类 似 地 , 三 元 数组 
(p,p 十 4,p 十 6) 似乎 也 可 能 持续 出 现 . 于 是 可 以 猜想 : 

形 如 (p,p 十 2,P 十 6) 以 及 形 如 (p,p 十 4,p 十 6) 的 三 元 素数 组 有 无 穷 多 个 . 

这 种 关于 多 个 素数 的 集合 的 猜想 还 可 以 举 出 许多 来 , 但 迄今 为 止 , 无 论 是 证 明 
这 些 猪 想 还 是 否定 它们 都 超出 当今 数学 力所能及 的 范围 之 外 . 


1.5 “关于 素数 的 某 些 问题 


对 于 像素 数 这 样 的 数列 , 提出 什么 问题 是 比较 自然 的 呢 ? 我 们 已 经 给 出 过 一 些 
问题 , 现在 要 再 来 间 几 个 问题 . 

(1) 对 于 第 nn 个 素数 pu, 是 否 有 一 般 性 的 简单 公式 (这 里 的 公式 指 的 是 , 可 以 对 
任何 给 定 的 n 用 它 来 计算 pw 的 值 , 其 计算 量 要 小 于 用 Eratosthenes 入 法 所 需 的 计 
算 量 )? 现在 还 不 知道 有 这 样 的 公式 , 且 看 起 来 不 像 有 这 样 的 公式 存在 . 

另 一 方面 , 有 可 能 对 p。 设计 出 若干 个 “公式 ”. 这 些 公式 中 有 一 些 不 过 是 奇特 
的 小 玩意 而 已, 因为 这 些 公式 是 用 p,, 来 定义 pw 自己 , 而 前 面 未 知 的 pw 是 不 能 用 
这 些 公式 计算 出 来 的 . 在 定理 419 中 我 们 将 给 出 一 个 例子 . 其 他 一 些 公式 在 理论 上 
能 保证 我 们 计算 出 pw, 但 其 代价 是 所 用 的 计算 量 比 用 Eratosthenes 筛 法 的 计算 量 
要 多 得 多 . 还 有 另外 一 些 公式 本 质 上 与 Eratosthenes 筛 法 等 价 . 我 们 将 在 2.7 节 以 
及 附录 1 和 附录 2 中 回答 这 些 问题 . 

类 似 的 注解 对 于 另 一 个 同类 问题 也 一 样 适用 , 此 问题 即 

(2) 从 一 个 给 定 的 素数 得 到 下 一 个 素数 是 否 存在 一 般 性 的 简单 公式 ( 即 像 pn+1 
二 成 十 2 这 样 的 递 推 公式 )? 

另 一 个 自然 的 问题 是 : 
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(3) 有 没有 这 样 一 个 法 则 存在 , 使 得 对 于 任何 给 定 的 素数 p, 都 可 以 得 到 一 个 更 
大 的 素数 g? 

当然 这 个 问题 预先 假设 了 素数 个 数 无 穷 ( 即 定理 4)， 如 果 已 知 有 一 个 简单 的 
函数 f(n), 它 能 对 所 有 的 整数 值 n 均 取 素数 值 , 那么 这 个 问题 就 可 以 给 出 肯定 的 
回答 . 除了 已 经 提 到 的 那 种 没什么 意思 的 奇特 的 小 玩意 而 外 , 并 不 知道 有 这 样 的 函 
数 存在 . 关于 这 种 函数 的 形式 , 仅 有 的 合乎 情理 的 猜想 是 由 Fermat 给 出 的 ,? 然 而 
Fermat 的 猜想 是 错误 的 . 

下 一 个 问题 是 : 

(4) 小 于 一 个 给 定 的 数 z 的 素数 有 多 少 个 ? 

这 个 问题 是 一 个 有 用 得 多 的 问题 , 不 过 需要 加 以 仔细 的 解释 . 像 通常 那样 , 假 
设 我 们 定义 r(z) 是 不 超过 z 的 素数 个 数 , 于 是 有 r(1) = 0,r(2) = 1, r(20) = 8. 如 
果 pn 表示 第 n 个 素数 , 那么 就 有 r(pn) =n, 从 而 r(z)( 作 为 z 的 函数 ) 和 pn( 作 为 
n 的 函数 ) 是 一 对 反 函 数 . 为 寻求 r(z) 的 任何 形式 简单 的 精确 公式 , 实际 上 就 是 重 
复 提出 问题 (1). 

这 样 一 来 , 我 们 必须 换 一 种 方式 来 解释 这 个 问题 . 我 们 要 问 “ 大 约 有 多 少 个 素 
数 .……. ?” 究竟 是 大 多 数 的 数 都 是 素数 呢 , 还 是 只 有 一 小 部 分 数 是 素数 呢 ? 是 否 存 
在 一 个 简单 的 函数 f(z), 它 是 x(z) 的 “一 个 好 的 度量 ” 呢 ? 

1.8 节 以 及 第 22 章 将 回答 这 些 问题 . 


1.6 若干 记号 
我 们 将 经 常 使 用 符号 
O, o, ~, (1.6.1) 
偶尔 会 使 用 符号 
< >, =. (1.6.2) 
这 些 符号 定义 如 下 


设 n 是 一 个 趋向 于 无 穷 的 整数 变量 , z 是 一 个 趋向 于 无 穷 或 趋向 于 零 或 趋向 
于 某 个 另外 的 极限 值 的 连续 变量 . $(n) 和 p(z) 是 和 = 的 正 值 函 数 , f(n) 和 f(z) 
是 nn 和 z 的 任何 其 他 的 函数 . 那么 

Q) f= 0(9) 表示 ? 

If < 44， 

其 中 4 与 或 者 z 无 关 (对 问题 中 涉及 的 n 或 者 z 的 所 有 的 值 而 言 ); 

(i) f= o(g) 表示 f/9 一 0; 

(i) 1~ 9 表示 /$9 一 1 
于 是 当 z 一 co 时 有 


四 见 2.5 节 . 
@ 如 通常 在 分 析 中 那样 ,|f| 表示 了 的 模 或 者 绝对 值 . 
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1l0z= O(lz)，sinz= 0O()，z= O(z?) 


T=0(72), sinzt=o(7), z+1l~z. 


而 当 z 一 co 时 有 
ZT2=O(r), z=o(r), sinr~7,1+7T~1. 

要 注意 的 是 f = o(9) 蕴含 且 强 于 f = 0(9). 

关于 符号 (1.6.2), 有 

(iv) f < 5 表示 f/9$ 一 0, 它 等 价 于 了 = o0(9); 

(v) 1 ~ 5 表示 f /9 一 oo; 

(vi) 1 9 表示 A9 < < A9， 
其 中 的 两 个 4 (它们 自然 不 相同 ) 都 是 正 的 且 与 n 或 者 z 无 关 . 于 是 f < 断言 
“ 与 $ 的 大 小 同 阶 ”. 

我 们 常会 像 在 (vi) 中 那样 用 4 作为 未 明确 给 出 的 正 的 常数 . 不 同 的 4 通常 有 
不 同 的 值 , 即便 是 当 它 们 出 现在 同一 个 公式 中 时 亦 如 此 . 此 外 , 即便 是 可 以 给 它们 
指定 确定 的 值 , 这 些 数值 也 与 讨论 无 关 . 

到 目前 为 止 , 已 经 定义 了 如 “f = 0O(1)”, 但 没有 单独 定义 “O(1)”. 而 让 记号 更 
为 灵活 是 非常 方便 的 . 约定 “O(6)” 表示 一 个 未 指定 的 函数 f, 它 满足 f = 0(9). 例 
如 , 可 以 写 出 

O(1)+0(1)= 0(1)=0(7) (z 一 co)， 

它 的 含义 是 : “如 果 f = 0O(1) 且 9 = 0(1), 那么 就 有 f + 9 = 0O(1), 当然 更 有 
f+g = olz)”. 或 者 我 们 还 可 以 写 出 


2 00 = On), 
v=1 


它 的 含义 是 : 每 项 都 小 于 一 个 常数 的 ”个 项 的 和 也 小 于 n 的 一 个 常数 倍 . 

注意 到 介 于 符号 O 和 o 之 间 的 关系 “=” 通常 并 不 是 对 称 的 . 比如 o(1) = 0O(1) 
总 是 正确 的 , 然而 O(1) = o(1) 通常 是 错误 的 . 还 要 注意 f ~ 9 等 价 于 f = $+o(9)， 
或 者 等 价 于 

f=9{1+0(1)}. 

此 时 就 说 /和 9 是 渐 近 等 价 的 (asymptotically equivalent), 或 者 说 成 f 渐 近 于 4 

还 有 另外 一 个 术语 在 此 定义 比较 方便 . 假设 P 是 正 整数 的 一 个 可 能 具有 的 性 
质 , 而 P(z) 是 小 于 z 的 数 中 有 此 性 质 的 数 的 个 数 . 如 果 当 z 一 co 时 有 

P(z) ~ 7, 

也 就 是 说 , 如 果 小 于 z 的 数 中 不 具有 此 性 质 的 数 的 个 数 是 o(z), 那么 就 说 几乎 所 有 
的 数 (almost all numbers) 都 具有 这 个 性 质 . 于 是 ， 将 有 ?A(z) = ol(z), 从 而 几乎 所 有 
的 数 都 是 合 数 . 


@ 可 由 定理 7 立即 得 出 . 
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1.7 对 数 函 数 


素数 分 布 的 理论 要 求 了 解 对 数 函 数 Inz 的 性 质 . 假定 读者 了 解 对 数 和 指数 的 
通常 解析 理论 , 但 这 里 要 着 重 强调 Inz 的 一 个 性 质 ?. 


由 于 当 z 一 co 时 ， 
ME 
nt try ， 
从 而 
ow"e > To (z 一 oo). 


于 是 er 与 z 的 任何 寡 次 相 比 , 前 者 趋向 于 无 穷 大 的 速度 要 快 得 多 . 由 此 推出 , 其 反 
函数 Inz 与 z 的 任何 正 的 紧 次 相 比 , 前 者 趋向 于 无 穷 大 的 速度 要 慢 得 多 . 此 时 虽然 
lInz 一 co, 然而 对 每 个 正 数 5 有 

lnz 


也 一 0， (1.7.1) 


或 者 说 Inz = o(z5). 类 似 地 , Ininz 与 Inz 的 任何 血 次 相 比 , 前 者 趋向 于 无 穷 大 的 
速度 要 慢 得 多 . 
可 以 对 Inz 增长 的 缓慢 性 给 出 一 个 数值 的 例证 . 如 果 xz = 10? = 1 000 000 000， 


则 有 
Inz = 20.72.… . 
由 于 e3 = 20.08.…, 故而 ninz 比 3 稍 大 一 点 , 而 ninlnz 比 1 略 大 一 点 . 如 果 
z= 101000, 则 inininz 比 2 要 大 一 点 . 尽管 如 此 , Inlnlnz 的 无 穷 大 的 阶 还 是 在 素 
数论 中 有 它 的 作用 . 
函数 

可 

Inz 
在 素数 论 中 特别 重要 . 它 比 z 趋向 于 无 穷 要 慢 得 多 . 但 鉴于 (1.7.1), 它 比 zl-5 趋 
向 于 无 穷 要 快 得 多 , 也 就 是 说 , 它 比 z 的 任何 小 于 1 次 的 军 趋 向 于 无 穷 要 快 得 多 . 
而 且 它 是 具有 这 个 性 质 的 最 简单 的 函数 . 


1.8 ”素数 定理 的 表述 


在 前 面 的 绪论 之 后 , 本 节 来 叙述 一 个 定理 , 它 回答 了 1.5 节 中 的 问题 (4). 
定理 6( 素 数 定理 ) ”不 起 过 z 的 素数 个 数 渐 近 于 ,好 7(2) ~ 让 二。 

这 个 定理 是 素数 分 布 理论 的 核心 定理 . 第 22 章 将 给 出 它 的 证 明 . 这 个 证 明 并 
不 容易 , 不 过 在 同一 章 里 会 对 下 面 的 较 弱 的 结果 给 出 一 个 简单 得 多 的 证 明 : 


@ 当然 了 , ln z 是 指 以 e 为 底 的 自然 对 数 ,“ 一 般 的 ”对 数 并 没有 什么 数学 意义 . 
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定理 7(Tchebychef 定理 ) 
i(z) 的 阶 是 >， 即 r(z) < 让 
将 定理 6 和 素数 表 中 的 数值 进行 比较 是 件 很 有 趣 的 事情 . 对 于 z = 103,z = 105 
以 及 z = 109, r(z) 的 值 分 别 是 
168, 78 498, 50 847 478; 
而 谍 的 值 ( 取 离 它 最 接近 的 整数 ) 分 别 是 
145， 72 382， 48 254 942. 
它们 对 应 的 比值 分 别 是 
1.159.…. ， 1.084.…… ， 1.053.... 
尽管 这 些 比 值 并 不 是 非常 快 地 逼近 1, 但 这 些 数值 给 出 了 某 种 近似 实际 值 多 于 估 
计 值 , 可 用 一 般 理论 给 出 解释 . 


如 果 
多 
7y 三 还 2 
那么 
Iny=lnz 一 Inlnz， 
由 于 
Inlnz = ollnz)， 
故 有 


Iny~Inr, z=Yyhnz~ylny. 
于 是 二 的 反 函数 渐 近 于 zInz. 
由 此 可 以 推 知 , 定理 6 等 价 于 


定理 8 pn ~nlnn. pe 
类 似 地 , 定理 7 等 价 于 
定理 9 pn < nlnn. 


第 664 999 个 素数 是 10 006 721, 读者 可 以 将 这 些 数字 与 定理 8 进行 比较 . 

我 们 把 要 讲 的 有 关 素数 及 其 分 布 的 内 容 安排 在 第 1 章 、 第 2 章 以 及 第 22 章 
这 三 章 里 . 本 章 作为 导 引 , 除了 定义 和 初步 的 说 明之 外 , 几乎 没有 什么 内 容 . 除了 较 
容易 证 明 的 定理 1( 但 它 也 很 重要 ) 以 外 , 我 们 没有 证 明 其 他 什么 结论 . 第 2 章 要 证 
明 得 更 多 一 些 : 特别 是 Euclid 的 定理 3 和 定理 4. 其 中 定理 3 可 以 推导 出 被 称 为 
“基本 定理 ” 的 定理 2( 见 1.3 节 ), 我 们 以 后 几乎 所 有 的 工作 都 依赖 于 这 个 基本 定理 ， 
2.10 节 和 2.11 节 将 对 它 给 出 两 个 证 明 . 2.1 节 、2.4 节 和 2.6 节 要 用 几 种 方法 来 证 
明定 理 4, 其 中 有 的 方法 可 以 使 这 个 定理 略 加 扩展 . 第 22 章 将 再 次 回 到 素数 分 布 理 
论 , 并 尽 可 能 地 用 初等 方法 展开 这 个 理论 , 在 我 们 要 讨论 的 结果 中 , 包含 证 明定 理 
7, 最 后 还 要 证 明定 理 6. 
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本 章 附 注 


1.3 节 . 定理 3 是 Euclid《 几 何 原 本 》 第 7 卷 命题 30. 定理 2 看 起 来 在 Gauss 之 前 还 没 
有 被 人 明确 地 叙述 过 ( 见 Gauss D.4., 第 16 章 ). 当然 , 早期 的 数学 家 是 知道 这 个 结果 的 , 不 
过 Gauss 是 将 算术 发 展 成 为 一 门 系统 科学 的 第 一 人 . 参见 本 书 12.5 节 . 

1.4 节 , 最 好 的 因子 表 是 D. N. Lehmer 的 Factor Table for the first ten millions [Carnegie 
Institution，Washington 105(1909)], 它 给 出 了 不 超过 10 017 000 且 不 能 被 2, 3, 5 以 及 7 整 
除 的 所 有 的 数 的 最 小 因子 . 同一 作者 的 List of prime numbers from 1 to 10 006 721(Carnegie 
Institution，Washington 165(1914)) 被 Baker 和 Gruenberger 扩展 到 了 10(The first siz 
million prime numbers, Rand Corp., Microcard Found., Madison 1959). 有 关 更 早期 的 表 的 
信息 可 以 在 Lehmer 的 两 卷 本 著作 的 引言 以 及 Dickson 的 数论 史 第 1 卷 第 13 章 中 找到 . 我 
们 给 出 的 素数 个 数 比 Lehmer 给 出 的 要 少 一 个 , 是 因为 他 把 1 当 作 素 数 来 处 理 . Mapes( Math. 
Computation 17(1963), 184-185) 给 出 x(z) 的 一 张 表 , 其 中 的 z 取 值 从 10 000 000 的 任何 倍 
数 直到 1 000 000 000. 

在 D. H. Lehmer 的 Guide to tables in the theory of numbers(Washington, 1941) 中 给 
出 了 一 张 带 有 客观 表述 性 注 记 的 素数 表 . 

定理 4 是 Euclid《 几 何 原 本 》 第 9 卷 命题 20. 

关于 定理 5, 请 参见 Lucas 的 Théorie des nombres, i(1891), 359-361. 

Kratchick [Sphinz, 6(1936), 166 以 及 8(1938), 86] 列 出 了 10 一 104 和 1012 + 104 之 间 
的 所 有 素数 ; 而 Jones, Lal 和 Blundon(Math，Comp. 21(1967), 103-107) 则 列 出 了 从 10* 到 
10* + 150 000 之 间 的 所 有 素数 (对 于 从 8 到 15 的 整数 k). 已 知 最 大 的 素数 对 p,p 十 2 是 

2 003 663 613 x 2195 000 + 1, 

它 是 由 Vautier 于 2007 年 发 现 的 . 这 些 素数 有 58 711 位 数字 . 

在 22.20 节 中 我 们 对 不 超过 z 的 素数 对 (p, p + 2) 的 个 数 所 猜想 的 公式 给 出 一 个 简单 的 
讨论 . 它 和 已 知 的 事实 很 吻合 . 这 个 方法 可 以 用 来 寻求 关于 素数 对 、 三 素数 组 以 及 更 大 的 素数 
组 的 许多 其 他 猜想 的 定理 . 

1.5 节 . 我 们 这 里 的 问题 列表 是 对 Carmichael 在 Theory of numbers, 29 中 给 出 的 问题 表 
经 过 修改 得 到 的 . 当然 , 在 这 里 我 们 没有 (也 不 可 能 ) 定义 “简单 的 公式 ”其 含义 是 什么 , 寻求 
计算 第 n 个 素数 的 算法 可 能 更 有 神 益 . 显然 有 一 个 算法 , 即 由 Eratosthenes 给 出 的 第 法 .于 
是 , 一 个 有 意思 的 问题 就 是 : 这 样 一 个 算法 能 计算 多 快 ? 一 种 以 Lagarias 以 及 Odlyzko 的 工 
作为 基础 的 方法 [J.Algorithms 8(1987), 173-191] 在 O(n3/5) 的 时 间 内 算出 pn( 如 果 有 大 量 
的 存储 器 可 用 , 或 许 的 确 还 可 以 再 略微 快 一 些 ). 对 于 问题 (2) 和 (3), 可 以 类 似 地 问 : 给 定 pn， 
可 以 以 多 快 的 速度 算出 pn+1? 或 者 更 一 般 地 , 可 以 以 多 快 的 速度 求 出 大 于 一 个 给 定 素数 p 的 
任何 素数 ? 目前 看 来 , 最 好 的 方法 还 仅仅 是 从 pn 开始 往 上 检验 每 个 数 的 素性 . 有 人 或 许 会 猜 
想 这 个 过 程 会 是 极其 有 效 的 , 在 大 致 O((lgn)2)(C > 0 是 一 个 常数 ) 这 样 的 时 间 内 即 可 找到 
下 一 个 素数 ， 我 们 有 一 种 属于 Agrawal， Kayal 以 及 Saxena[Ann. of Math. (2) 160(2004)， 
781-793] 的 非常 快速 的 素性 判别 法 , 但 是 关于 差 pn+1 一 pn 已 知 最 著名 的 上 界 是 O(pR525) ( 见 
Baker, Harman 以 及 Pintz, Proc. London Math. Soc. (3) 83(2001), 532-562). 因此 , 目前 我 
们 只 能 说 : 在 给 定 pn 之 后 , pn+i 可 以 在 O(p%) 时 间 内 确定 出 来 (对 任意 常数 9 > 0.525). 
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1.7 节 ，Littlewood 有 关 x(z) 有 时 比 “对 数 积分 "li z 稍 大 的 证 明 依赖 于 当 z 相当 大 时 
log log log z 的 大 小 . 见 Ingham 的 书 的 第 5 章 , 或 者 参看 Landau, Vorlesungen, ii, 123-156. 
1.8 节 . 定理 7 是 由 Tchebychef 在 大 约 1850 年 证 明 的 , 而 定理 6 是 由 Hadamard 和 de 
la Vallée Poussin 在 1896 年 证 明 的 . 见 Ingham 的 书 , 4-5; Landau, Handbuch, 3-55; 以 及 本 
书 第 22 章 , 特别 是 22.14 节 至 22.16 节 的 附 记 . 
x(z) 的 一 个 更 好 的 近似 值 由 “对 数 积分 ” 
Liz= j hs 
2 Pt 
给 出 . 例如 , 对 于 z = 10?, x(z) 和 z/ Inz 相差 大 于 2 500 000, 而 r(z) 与 Liz 仅 相 差 大 约 
1 700. 


第 2 章 素 数 (2) 
2.1 Euclid 第 二 定理 的 第 一 个 证 明 


Euclid 自己 对 定理 4 给 出 的 证 明 如 下 . 
设 2,3,5,.… ,p 是 不 大 于 p 的 所 有 素数 组 成 的 集合 , 并 令 
gqg=2x3x5x... xp+l， (2.1.1) 
则 ? 不 能 被 2,3, 5,… ,p 中 任何 一 个 数 整除 . 于 是 4 要 么 是 一 个 素数 , 要 么 可 以 被 
介 于 p 和 g 之 间 的 某 个 素数 整除 . 无 论 哪 一 种 情形 都 会 有 一 个 大 于 p 的 素数 存在 ， 
这 就 证 明了 该 定理 . 
该 定理 等 价 于 
(2) 一 oo. (2.1.2) 


2.2 Euclid 方法 的 更 进一步 的 推论 


如 果 p 是 第 n 个 素数 pn, 9 的 定义 与 (2.1.1) 式 中 的 相同 , 那么 显然 ,对 n > 1? 有 
gqg<pn+t+l, 
从 而 有 
pnt+1 < pn+l1. 
这 个 不 等 式 使 我 们 能 对 zn 的 增长 速率 给 出 一 个 上 限 , 并 对 r(z) 的 增长 速率 给 出 
一 个 下 限 . 
然而 , 我 们 可 以 得 到 如 下 更 好 的 界限 . 假设 对 n=1,2,…,N 有 
< (2.2.1) 
那么 Euclid 方法 就 给 出 
PN+1 < pipa2.…DN 十 1 < 22+4+…+2” 十 1 < 221 (2.2.2) 
由 于 (2.2.1) 对 n = 1 为 真 , 从 而 它 对 所 有 n 也 为 真 . 
现在 假设 n>4, 且 


nm-: nm 
tt <see, 


那么 就 有 ? 


en-1 > 2n， ee > 22". 
于 是 , 根据 (2.2.1) 式 就 有 

fr(z) > (es ) > T(22") > n. 
nn 二 1p 一 2,4 = 3 时 , 左右 两 式 相等 
对 nn 二 3 并 不 成 立 . 
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由 Ininz <n 可 推出 : 对 z> es 有 
T(z) > Inlnz. 
显然 此 不 等 式 对 2 < z < es” 也 成 立 , 于 是 就 证 明了 : 
定理 10 7(z)>InInz (z > 2). 
这 样 就 超越 了 定理 4, 得 到 了 r(z) 的 阶 的 一 个 下 限 . 当然 这 个 下 限 太 小 , 因而 
不 大 合理 . 例如 , 根据 此 不 等 式 它 对 z = 108 才 给 出 r(z) > 3, 而 此 时 实际 上 r(z) 
的 值 已 超过 50 000 000 了 . 


2.3 ” 某 种 算术 级 数 中 的 素数 


Euclid 方法 还 可 以 沿 另外 的 方向 发 展 . 

定理 11 存在 无 穷 多 个 形 如 4n 十 3 的 素数 . 

我 们 不 用 (2.1.1) 式 , 而 改 用 

gq=22x3x5x … xp—1 

来 定义 数 g, 那么 9 就 是 形 如 4n 十 3 的 数 , 且 它 不 能 被 不 超过 p 的 任何 素数 整除 . 它 
也 不 可 能 仅仅 是 形 如 4n+1 这 样 的 素数 的 乘积 , 这 是 因为 两 个 形 如 4n+1 的 数 的 乘 
积 仍然 是 一 个 形 如 4n + 1 的 数 . 于 是 它 一 定 能 被 一 个 大 于 p 且 形 如 4n + 3 的 素数 
整除 . 

定理 12 ”存在 无 穷 多 个 形 如 6n 十 5 的 素数 . 

证 明 是 类 似 的 . 用 

q=2x3x5x:.…xp—1 

来 定义 g, 并 且 注 意 到 , 除了 2 和 3 以 外 的 任何 素数 都 形 如 6n +1 或 者 形 如 6n 十 5， 
且 两 个 形 如 6n + 1 的 数 的 乘积 仍 是 一 个 形 如 6n 二 1 的 数 . 

证 明 形 如 4n + 1 的 素数 的 无 穷 性 要 更 困难 一 些 . 我 们 需要 假设 后 面 (20.3 节 ) 
要 证 明 的 一 个 定理 的 真实 性 . 

定理 13 ”如 果 a 和 b 没有 公约 数 , 那么 a? 十 b 的 任何 奇 来 因子 都 必定 形 如 
dn+1. 

如 果 事先 假设 这 个 定理 成 立 , 就 能 证 明 存 在 无 穷 多 个 形 如 4n+1 的 素数 . 事实 
上 可 以 证 明 

定理 14 存在 无 穷 多 个 形 如 8n 十 5 的 素数 . 

取 

g 一 32x52x72x .… xp+22, 

这 是 两 个 没有 公约 数 的 平方 数 之 和 . 奇数 2m + 1 的 平方 是 
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4m(m 十 1) 十 1 
这 是 一 个 形 如 8n 二 1 的 数 , 故而 4 是 一 个 形 如 8gn+5 的 数 . 根据 定理 13, 9 的 任何 
素 因 子 均 形 如 dn + 1, 也 即 均 形 如 8n + 1 或 者 8n + 5, 而 形 如 8n + 1 的 两 个 数 的 
乘积 仍然 是 一 个 形 如 8n + 1 的 数 , 这 样 就 可 以 和 以 前 一 样 完成 证 明了 . 
所 有 这 些 定理 都 是 著名 的 Dirichlet 定理 的 特殊 情形 . 
定理 15*(Dirichlet 定理 )?” 如 果 a 是 一 个 正 数 , 且 a 和 b 没有 除了 1 以 外 
的 公约 数 , 那么 就 有 无 穷 多 个 形 如 am 十 的 素数 存在 . 


这 个 定理 的 证 明 过 于 困难 , 不 适合 放 在 本 书 中 . 而 当 b 等 于 1 或 -1 时 则 有 较 
为 简单 的 证 明 . 


2.4 Euclid 定理 的 第 二 个 证 明 


定理 4 的 第 二 个 证 明 (该 证 明 由 Pdlya 给 出 ) 依赖 于 所 谓 的 “Fermat 数 ” 的 一 
个 性 质 . 

Fermat 数 定义 为 

Fn =2" +1, 

于 是 有 下 = 5, Fy = 17, Fs = 257, Fs = 65 537. 

Fermat 数 在 很 多 方面 都 令 人 感 兴趣 : 比方 说 , Gauss 曾经 证 明 过 2, 如 果 F, 是 
一 个 素数 p, 那么 边 数 为 p 的 正 多 边 形 可 以 用 Euclid 的 方法 内 切 到 一 个 圆 的 内 部 ”. 

与 这 里 的 问题 有 关 的 Fermat 数 的 性 质 如 下 . 


定理 16 ”任何 两 个 Fermat 数 都 没有 大 于 1 的 公约 数 . 
假设 及 和 Fik(k > 0) 是 两 个 Fermat 数 , 且 


mlFn, mlFn+k 


如 果 z=22", 就 有 
Bix=2 -2 ll 1 
有 22" 十 1 2 十 1 


从 而 有 本,|Fn+k 一 2. 于 是 就 有 
mlFntk, ml(Fn+k — 2), 
这 就 给 出 ml2. 但 由 于 , 是 奇数 , 从 而 m = 1, 这 就 证 明了 定理 . 
由 此 推出 , 三 , F2,… , Fs 中 的 每 一 个 数 都 能 被 一 个 奇 素数 整除 , 且 整 除 其 中 某 
一 个 数 的 奇 素数 必 不 能 整除 这 组 数 中 其 他 任何 一 个 数 . 这 样 就 至 少 有 m 个 不 超过 
及 所 的 奇 素数 存在 ， 而 这 也 就 证 明了 Euclid 的 定理 . 我 们 还 有 


ae 本 有 一 号 附 有 一 个 星 号 表示 本 书 并 不 给 出 这 个 定理 的 证 明 . 


加 见 5.8 节 . 
图 这 个 结果 可 以 等 价 表 壕 为， 如 果 Fn 是 一 个 素数 p, 那么 边 数 为 p 的 正 多 边 形 可 以 用 圆规 与 直 尺 作出 . 
一 一 撞 省 生 
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Pnt1 < Fn =22 +1, 
显然 , 由 这 个 不 等 式 [ 它 比 (2.2.1) 式 要 稍 强 一 点 ] 可 以 导出 定理 10 的 一 个 证 明 . 


2.5 ”Fermat 数 和 Mersenne 数 


前 4 个 Fermat 数 都 是 素数 , Fermat 曾 猜 想 所 有 的 Fermat 数 都 是 素数 . 然而 ， 

Euler 在 1732 年 发 现 
Fs =22 +1= 641x6700417 

是 合 数 . 因为 641 = 5 十 24 = 5 x 27 十 1 既 整 除 54 x 228 + 232 又 整除 54 x 228 一 1， 
从 而 它 也 整除 这 两 个 数 的 差 Fs. 

1880 年 Landry 证 明了 

Fs = 2 +1= 274177 x 67 280 421 310 721. 
最 近 有 数学 工作 者 证 明了 对 于 
7<n<16, n=18,19,21,23,36,38,39,55,63,73 

以 及 n 的 许多 更 大 的 值 , F 都 是 合 数 . Fs 尚 无 已 知 的 因子 , 而 对 于 所 有 其 余 已 证 
明了 是 合 数 的 Fermat 数 都 有 一 个 因子 是 已 知 的 . 

在 Fi 之 后 没有 发 现 过 取 素 数值 的 ,, 于 是 Fermat 猜想 一 直 未 能 被 证 明 是 一 
个 成 功 的 猜想 . 很 有 可 能 取 素 数值 的 五, 的 个 数 是 有 限 的 . ?如 果 事实 确实 如 此 , 那 
么 取 素 数值 的 2" + 1 就 是 有 限 的 , 这 是 因为 容易 证 明 下 面 的 定理 . 

定理 17 如 果 a>2 且 a" 二 1 是 素数 , 那么 a 必 为 偶数 且 n= 2™m. 

因为 如 果 a 是 奇数 的 话 , a* + 1 就 是 偶数 ， 又 如 果 n 有 一 个 奇数 因子 k, 且 
n= kL, 那么 a" 十 1 可 以 被 a! 十 1 整除 : 

ak 十 1 
al 十 1 

将 Fermat 猜想 和 另 一 个 著名 猜想 的 命运 加 以 比较 是 很 有 意思 的 , 这 个 猜想 说 

的 是 形 如 2" 一 1 的 素数 . 我 们 首先 给 出 另 一 个 与 定理 17 几乎 同一 类 型 的 平凡 定理 . 


定理 18 ”如果 n>1 且 a 一 1 是 素数 , 那么 a 二 2 且 n 为 素数 . 


= a(k-D! a(k-2)t .+1 


0 这 是 由 概率 的 考虑 提供 的 结果 . 假设 定理 7 成 立 , 可 以 粗略 地 讨论 如 下 : 一 个 数 n 为 素数 的 概率 
至 多 是 
A 


Inn 


于 是 Fermat 素数 的 总 的 期 望 值 至 多 为 
1 -nm 
4 > {er5} <A > 2 <4. 


这 个 讨论 (除了 缺乏 严格 性 以 外 ) 假设 了 不 存在 特殊 的 理由 使 得 某 个 Fermat 数 像 是 素数 ， 而 定理 
16 和 定理 17 使 我 们 想到 这 种 数 中 有 一 些 是 素数 . 
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因为 如 果 a > 2, 那么 就 有 (a - 1)l(a" 一 1). 又 如 果 a =2 且 n= kl, 那么 就 有 
(2* — 1)|(2" — 1). 

这 样 一 来 , 判断 a* -- 1 是 否 素数 的 问题 就 归结 为 判断 2? - 1 是 否 素数 . 1644 
年 Mersenne 曾 断 言 : 对 

p= 2,3,5,7,13,17, 19, 31,67,127, 257, 

Mp = 2? 一 1 都 是 素数 , 且 对 另外 的 44 个 小 于 257 的 p 的 值 , M; 都 是 合 数 . Mersenne 
结论 中 的 第 一 个 错误 是 在 大 约 1886 年 被 发 现 的 ”, 那 一 年 Pervusin 和 Seelhof 发 
现 了 Me 是 素数 . 其 后 在 Mersenne 的 结论 中 又 发 现 了 4 个 错误 , 因而 对 他 的 结论 
不 再 需要 认真 对 待 了 . 1876 年 Lucas 发 现 了 一 个 方法 来 测试 Mo 是 否 素数 , 并 用 
此 方法 证 明了 Mi2r 是 素数 . 这 个 数 直 到 1951 年 都 仍然 是 已 知 最 大 的 素数 , 而 在 
1951 年 Ferrier 用 不 同 的 方法 发 现 了 一 个 更 大 的 素数 ( 仅 用 到 一 台 台 式 计算 机 ), 而 
Miller 和 Wheeler( 他 们 用 到 剑桥 的 电子 计算 机 EDSAC 1) 则 发 现 了 若干 个 大 素数 ， 
其 中 最 大 的 一 个 是 


180M87 + 1, 
这 个 数 大 于 Ferrier 得 到 的 那个 数 ， 但 是 Lucas 的 判别 法 特别 适用 于 在 二 进 制 的 
数值 计算 机 上 使 用 ， 后 来 又 在 (Lehmer 和 Robinson, Hurwitz 和 Selfridge, Riesel, 
Gillies, Tuckerman 以 及 最 后 是 Nickel 和 Noll 等 人 的 ) 一 系列 的 研究 中 得 到 了 应 用 . 
现在 已 知 Mp 对 
p =2,3,5,7,13, 17, 19, 31, 61, 89, 107, 127, 521, 607, 1 279, 2 203, 2 281, 
3 217, 4 253, 4 423,9 689,9 941, 11 213, 19 937, 21 701 

皆 为 素数 , 而 对 p < 21 700 中 所 有 其 余 的 p， Mb 均 为 合 数 ， 最 大 已 知 的 素数 是 
Maz1 701, 它 是 一 个 6 533 位 的 数 . 

15.5 节 将 描述 Lucas 的 判别 法 , 并 给 出 一 个 Miller 和 Wheeler 在 定理 101 中 
所 用 的 判别 法 . 

Mersenne 数 的 问题 与 “完全 数 ” 问题 有 关 , 16.8 节 中 会 考虑 完全 数 问题 

我 们 还 会 在 6.15 节 和 15.5 节 中 再 次 回 到 这 个 论题 . 


2.6 ”Euclid 定理 的 第 三 个 证 明 


假设 2,3,.… ,Pi 是 前 j 个 素数 , 令 N(z) 是 不 超过 z 且 不 能 被 任何 素数 p > p; 
整除 的 数 n 的 个 数 . 如 果 把 这 样 的 n 表 成 形式 
n= nim, 
其 中 m 是 “无 平方 因子 数 ", 即 它 不 能 被 任何 素数 的 平方 整除 , 这 样 就 有 


m= 2b35 .p97, 


1732 年 Euler 说 过 Mal 和 Mar 都 是 素数 , 但 这 是 错误 的 . 


2.7 关于 素数 公式 的 进一步 结果 ”17 


其 中 每 个 b 的 取 值 或 者 为 0 或 者 为 1. mm 的 指数 恰 有 21 种 可 能 的 选择 , 于 是 m 有 
不 多 于 2; 个 不 同 的 值 . 此 外 , ni < Vn < Vz, 从 而 mm 有 不 多 于 Vz 个 不 同 的 值 . 
故 有 
N(z) < 2iVz. (2.6.1) 
如 果 定 理 4 不 真 , 那么 素数 个 数 就 是 有 限 的 , 设 所 有 素数 为 2,3,… ,pj. 此 时 
对 每 个 z 有 N(z) =z, 因此 
zZ 和 21VI，z 和 22 
而 这 对 z > 22 + 1 是 错误 的 . 
可 以 用 这 个 方法 来 证 明 两 个 进一步 的 结果 . 


定理 19 ”级 数 
一 ++++ 羡 + (2.6.2) 


是 发 散 的 . 1 
如 果 该 级 数 收敛 , 可 以 选取 j 使 得 第 7 项 以 后 的 余 项 小 于 3, 也 就 是 说 
i 
Pit1 Pi+2 2 
满足 n < z 且 能 被 p 整除 的 数 n 的 个 数 至 多 为 z/p. 因此 z 一 N(z)( 它 是 满足 n< 
且 能 被 pj.1,pj+2,… 中 一 个 或 多 个 数 整 除 的 数 n 的 个 数 ) 不 多 于 
ee 
Pitl Pi+2 2 
于 是 , 根据 (2.6.1) 式 就 有 
3 < N(z) < 2Vi, z < 221+2， 
这 对 z > 221+2 是 错误 的 . 从 而 该 级 数 发 散 . 
定理 20 rz) > 闪 瑟 (> 0，mm < 4 
取 7 = r(z), 于 是 pi+l > z, N(z) = z. 从 而 
z=N(z) 和 2rC)VI，2rC) > Vs 
取 对 数 就 得 到 定理 20 的 第 一 部 分 . 如 果 令 z = pn, 则 有 r(z) = n, 定理 第 二 部 分 
结论 立即 得 出 . 
根据 定理 20 有 r(109) > 15, 这 仍然 是 一 个 远 低 于 实际 结果 的 数 . 


2.7 ”关于 素数 公式 的 进一步 结果 


暂时 回 到 1.5 节 中 提出 的 问题 . 可 以 寻求 各 种 意义 下 的 “素数 公式 ”. 
Gi) 可 以 寻找 一 个 简单 函数 f(n), 使 它 取 所 有 的 素数 值 且 仅 取 素数 值 . 也 就 是 
说 , 当 n 取 值 为 1,2,… 时 , 该 函数 连续 取 素数 值 ni, pz,… 这 是 1.5 节 中 讨论 过 
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的 问题 . 

(ii) 可 以 寻找 n 的 一 个 简单 函数 , 它 只 取 素 数值 . Fermat 的 猜想 如 果 正 确 的 话 ， 
那 就 会 给 出 此 问题 的 一 个 答案 ?. 而 现在 的 情况 是 还 不 知道 是 否 会 有 令 人 满意 的 答 
案 . 但 是 有 可 能 构造 出 一 个 (多 个 正 整数 变量 的 ) 多 项 式 , 尽管 这 个 多 项 式 所 取 的 负 
值 是 合 数 , 但 它 所 取 的 正 值 全 都 是 素数 且 包 含 了 所 有 的 素数 . 见 附录 2. 

(过 ) 可 以 适当 降低 要 求 , 仅仅 来 求 n 的 一 个 简单 函数 , 它 取 无 穷 多 个 素数 值 . 
由 Euclid 定理 得 知 , f(n) = n 就 是 这 样 一 个 函数 , 关于 这 个 问题 的 不 太 显然 的 答案 
由 定理 11 至 定理 15 给 出 . 除了 平凡 的 解 之 外 , Dirichlet 定理 15 是 已 知 的 仅 有 解 
答 . 迄今 尚未 能 证 明 n2 + 1 或 者 n 的 任何 一 个 另外 的 二 次 式 能 表示 出 无 穷 多 个 素 
数 , 所 有 这 样 的 问题 看 起 来 都 极其 困难 . 

有 一 些 简单 否定 的 定理 , 它们 包含 了 对 于 问题 (i) 的 很 不 完全 的 回答 . 

定理 21 不 存在 任何 非常 数 的 整 系数 多 项 式 f(n), 它 能 对 所 有 nn, 或 者 对 所 
有 充分 大 的 n 都 取 素 数值 . 

可 以 假设 f(n) 的 首 项 系数 是 正 的 , 于 是 当 n 一 ce 时 就 有 f(n) 一 co, 且 比 方 
说 对 > N 还 有 f(n) >1 成 立 . 如 果 z>N 且 

f(z)=a0rt + =y>1, 


那么 , 对 每 个 整数 7， 
f(ry+7) = ao(ry + 7)*+... 

都 能 被 y 整除 , 并 且 当 7 趋向 于 无 穷 时 f(ry+z) 也 趋 于 无 穷 . 从 而 f(n) 可 以 取 到 
无 穷 多 个 合 数值 . 

有 这 样 的 二 次 式 存在 , 它 对 n 的 一 列 相当 长 的 值 都 取 素 数值 . 例如 n2 一 n 寺 41 
对 于 0<n< 40 都 取 素数 值 , 而 

m2 一 79n 十 1601= (一 40)2 十 (一 40) 十 41 

则 对 0 < n < 79 都 取 素 数值 . 

一 个 更 为 一 般 的 定理 (6.4 节 中 将 证 明 它 ) 是 


定理 22 ”如果 
f(n) = P(n, 2", 3",... ) 
是 它 的 变量 的 一 个 整 系数 多 项 式 , 且 当 n 一 00 时 有 f(n) 一 co 那么 对 无 穷 多 个 
n 的 值 , f(n) 都 取 合 数值 . 
加 有 入 建议 用 下 面 的 数列 来 代替 Fermat 数列 : 
2+1，22+1，222 十 1，222 十 1 
它 的 前 4 个 数 是 素数 ,但 这 个 数列 的 第 5 个 数 , 即 FF6, 现在 已 知 是 一 个 合 数 ， 另 一 个 建议 是 限制 
疡 取 Mersenne 素数 , 认为 这 样 的 话 数列 Mp 就 会 只 包含 素数 了 . 然而 Mi3 = 8 191 和 Ms 191 都 


是 合 数 . 
@ 对 此 定理 的 陈述 要 小 心 一 些 , 以 避免 f(n) 取 成 像 2"3" 一 6" 十 5 这 样 的 显然 对 所 有 n 均 取 素数 值 的 
情况 . 
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2.8 ”关于 素数 的 未 解决 的 问题 


1.4 节 陈述 了 两 个 猜想 式 的 命题 , 没有 人 知道 它们 的 证 明 , 尽管 数值 证 据 表明 
它们 很 可 能 是 正确 的 . 还 有 许多 其 他 的 同类 猜想 . 

存在 无 穷 多 个 形 如 n2 十 1 的 素数 . 更 一 般 地 , 如 果 a,b,c 是 没有 公约 数 的 整数 ， 
a 是 正 数 , a 十 b 和 c 不 全 是 偶数 , 且 b? 一 4ac 不 是 完全 平方 数 , 那么 就 有 无 穷 多 个 
形 如 an? 十 bn 十 c 的 素数 存在 . 

2.7 节 (ii) 已 经 讨论 过 n2 + 1. 如 果 a,b,c 有 公约 数 , 显然 在 规定 形式 的 数 中 
最 多 只 有 一 个 素数 存在 . 如 果 a +b 和 c 两 者 均 为 偶数 , 那么 N = an? +bn+c 始 
终 是 偶数 . 如 果 br - 4ac = k?, 那么 

4aN = (2an + 0b)? 一 k?. 

这 样 一 来 , 如 果 NN 是 素数 , 那么 要 么 2an +b 十 k, 要 么 2an +b 一 k 整除 4a, 而 这 只 
能 对 n 的 至 多 有 限 多 个 值 为 真 . 因此 猜想 中 所 说 的 限制 条 件 是 至 关 重 要 的 . 

n2 和 (n 十 1)? 之 间 总 有 素数 存在 . 

如 果 n>4 是 偶数 , 那么 nn 是 2 个 奇 素数 之 和 . 

这 就 是 “Goldbach 定理 ”. 

如 果 n 之 9 是 奇数 ,那么 nn 是 3 个 奇 素数 之 和 . 

从 某 个 数 开始 往 后 的 所 有 nn 要 么 是 一 个 平方 数 , 要 么 是 一 个 素数 和 一 个 平方 
数 之 和 . 

这 个 结论 并 不 是 对 所 有 的 n 都 为 真 , 比如 34 和 58 就 是 例外 . 

一 个 更 加 值得 怀疑 的 猜想 (2.5 节 中 曾经 谈 到 过 它 ) 是 : 

Fermat 素数 的 个 数 是 有 限 的 . 


2.9 整 数 模 


现在 给 出 在 1.3 节 中 未 给 出 的 定理 3 和 定理 2 的 证 明 ， 另 一 个 证 明 在 2.11 
节 中 给 出 , 第 三 个 证 明 在 12.4 节 中 给 出 . 在 本 节 中 , 整数 指 的 是 正 的 或 者 负 的 有 理 
整数 . 

这 个 证 明 与 数 的 “ 模 " 这 个 概念 有 关 . 模 指 的 是 一 个 数 系 5, 3 中 任何 两 个 数 
的 和 与 差 也 是 3 中 的 元 素 , 也 就 是 说 ， 

mes, neéeS—~(m+in)esS. (2.9.1) 

一 个 模 里 面 的 数 不 一 定 是 正 数 或 有 理 数 (它们 也 可 以 是 复数 , 或 者 四 元 数 ), 不 过 这 
里 我 们 只 关心 整数 的 模 . 

单独 一 个 数 0 构成 一 个 模 [ 零 模 (null modulus)]. 
由 5 的 定义 推出 

aceS 一 0=a-aceS，2a=a+ae5. 
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重复 这 个 方法 , 我 们 看 出 , 对 任何 ( 正 的 或 负 的 ) 整数 nn 有 na e 5. 更 一 般 地 , 对 任 
何 整 数 z,y 有 
a€S, beéeS—7rza+ybes. (2.9.2) 
另 一 方面 容易 看 出 , 如 果 给 定 a 和 b, za + ww 的 值 组 成 的 集合 就 作成 一 个 模 . 
显然 , 除了 零 模 以 外 , 任何 模 5S 都 含有 正 数 . 假设 d 是 S 中 的 最 小 正 数 , 如 果 
n 是 5 中 任何 一 个 正 数 , 那么 对 所 有 的 z, mn- zd e 5. 如 果 c 是 n 被 a 除 得 到 的 
余数 , 且 


n= zd+c, 
则 有 ces 且 0<c<d. 既然 d 是 5 中 的 最 小 正 数 , 故 有 c=0 以 及 n= zd. 于 是 
就 得 到 
定理 23 除了 零 模 以 外 , 任何 模 都 是 某 个 正 数 d 的 整 倍数 组 成 的 集合 . 
定义 两 个 不 全 为 零 的 整数 a 和 5 的 最 大 公约 数 (highest common divisor)d: 如 
果 d 是 能 同时 整除 a 和 b 的 最 大 正 整 数 . 记 为 
d= (0,b). 
于 是 有 (0,a) = lal. 可 以 用 同样 的 方法 定义 任意 一 组 正 整数 a,b,c,… ,k 的 最 大 公 
约 数 


(a, bc …… ,k). 
对 整数 z,y, 形 如 
zat+w 
的 数组 成 的 集合 是 一 个 模 , 根据 定理 23, 它 是 某 个 正 数 e 的 倍数 zc 组 成 的 集合 . 由 
于 < 整除 5 中 的 每 一 个 数 , 所 以 它 必 整除 a 和 5, 于 是 
cgd. 
另 一 方面 ， 
dla, dlb — dl(za + yb), 
所 以 d 整除 5 中 的 每 一 个 数 , 特别 有 d 整除 c. 由 此 推 得 
c=d, 
于 是 8 就 是 由 d 的 倍数 组 成 的 集合 . 
定理 24 模 ra+ 册 是 由 d= (ab 的 倍数 组 成 的 集合 . 
显然 我 们 还 附带 证 明了 
定理 25 ”方程 
art+by=n 
有 整数 解 Z,y, 当 且 仅 当 djn. 特别 地 ， 
ar+by=d 
可 解 . 
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定理 26 ”a 和 旭 的 任何 公约 数 都 整除 d. 


2.10 ”算术 基本 定理 的 证 明 


现在 可 以 来 证 明 Euclid 的 定理 3, 从 而 也 就 可 以 证 明定 理 2 了 . 
假设 p 是 素数 且 plab. 如 果 p /a, 那么 (a,p) = 1, 于 是 根据 定理 24 知 , 存在 
一 个 z 和 一 个 y 使 za+yp = 1, 也 就 是 
Zab + ypb = b. 
但 是 plab 且 plpb, 故 有 plb. 
实际 上 同样 的 讨论 可 以 证 明 
定理 27 (a,b)=d, c>0— (ac,bc)= dc. 


因为 存在 一 个 > 和 一 个 y 使 有 za+ 见 = 也 就 是 
zac+ ybc = dc, 
从 而 就 有 (ac, bc)lde. 反 过 来 , 我 们 有 dla 一 dclac 以 及 dlb 一 dclbe, 故 由 定理 26 有 
dcl(ac, bc), 从 而 有 (ac, bc) = dc. 


2.11 ”基本 定理 的 另 一 个 证 明 


称 能 以 多 于 一 种 方式 分 解 成 素数 乘积 的 数 为 非 正规 数 (abnormal). 设 n 是 最 小 
的 非 正规 数 .同一 个 素数 P 不 可 能 在 n 的 两 个 不 同 的 因子 分 解 中 出 现 , 因为 如 果 
不 然 , n/P 就 是 一 个 非 正规 数 , 且 n/P < n. 那样 就 有 
n=pip2p3"* = q192*…* ， 

其 中 p 和 9 都 是 素数 , 且 没 有 一 个 p 等 于 某 个 q, 也 没有 一 个 q 等 于 任何 一 个 p. 

不 妨 令 m 是 最 小 的 p. 由 于 n 是 合 数 , 故 p? < n. 类 似 地 , 如 果 gl 是 最 小 的 
d, 则 有 gqg? < n. 又 由 于 pi 关 qr, 由 此 推出 mg < n. 因此 , 如 果 N =n 一 piq, 则 
有 0< N<m, 且 N 不 是 非 正规 数 . 现在 有 piln, 于 是 pi|N. 类 似 地 有 qi|N. 于 是 
pl 和 qi 两 者 都 在 N 的 唯一 分 解 式 中 出 现 , 且 (p191)IN. 由 此 推出 (piqi)ln, 于 是 
dll(n/pi). 但 是 n/pi 小 于 mw 从 而 有 唯一 素数 分 解 pzpa …. 由 于 qi 不 是 任何 一 个 
p, 这 是 不 可 能 的 . 于 是 不 可 能 有 任何 非 正 规 数 , 这 正 是 基本 定理 的 结论 . 
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2.2 节 . Ingham 先生 告诉 我 们 , 这 里 所 用 的 方法 属于 Bohr 和 Littlewood: 见 Ingham, 2. 
2.3 节 . 关于 定理 11, 12 和 14, 见 Lucas, Théorie des nombres, i (1891) 353-354; 关于 
定理 15, 见 Landau, Handbuch, 422-446 以 及 Vorlesungen, i, 79-96. 
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定理 15 的 一 个 有 趣 的 推广 是 由 Shiu 得 到 的 (J. London Math. Soc. (2) 61(2000), 359- 
373). 它 是 说 : 对 于 定理 15 中 那样 的 a 和 六 素数 序列 包含 任意 长 相 邻 的 元 素 串 , 它们 全 都 有 
an 十 b 的 形状 . 取 a = 1000 以 及 6 = 777 为 例 , 这 就 意味 着 我 们 可 以 找到 如 我 们 所 想 要 的 那 
么 多 个 相 邻 的 素数 , 其 中 每 一 个 素数 末尾 三 位 数字 都 是 777. 

2.4 节 . 见 Pblya 和 Szeg6 No. 94. 

2.5 节 , 见 Dickson, History, 第 1 卷 第 1, 5, 16 章 , Rouse Ball Mathematical recreations 
and essays 第 2 章 , 有 关 较 早 的 数值 结果 , 见 Kraitchik, Théorie des nombres, i (Paris,1922)， 
22, 218 以 及 D. H. Lehmer, Bulletin Amer. Math. Soc. 38 (1932), 383-384. Miller 和 
Wheeler [Nature 168 (1951) 838] 给 出 了 他 们 的 大 素数 , 而 Tuckerman [Proc. Nat. Acad. 
Sci, U.S.A. 68 (1971), 2319-2320] 对 p = 19 937 给 出 了 Mersenne 素数 M，, 并 给 出 了 用 电 
子 计算 机 发 现 的 其 他 较 小 的 Mersenne 素数 的 参考 文献 ，Mp 对 于 p = 21 701 是 素数 的 发 现 
被 刊登 在 了 1978 年 11 月 第 17 期 Times 上 . 关于 合 数 Fm 的 因子 , 请 见 Hallyburdon 和 
Brillhart, Ma 妇 ，Comp. 29(1975), 109-112, 关于 Fs 的 因子 , 见 Brent, American Math. Soc. 
Abstracts, 1(1980), 565. 

到 2007 年 , 对 于 范围 在 5 < n < 11 中 的 值 , F 被 公认 为 都 是 合 数 且 对 它们 作 了 完全 的 
因子 分 解 , 同时 对 于 更 大 的 n, 也 有 许多 因子 被 发 现 . 已 知 对 4 < n < 32, F， 都 是 合 数 . 没有 
被 发 现 的 F 的 因子 中 最 小 的 n 是 n= 14. 

类 似 地 , 到 2007 年 , 总 共 发 现 了 44 个 Mersenne 素数 , 最 大 的 一 个 是 Ma2 ssz 657. 第 39 
个 Mersenne 素数 已 查 明 是 M13 466 917, 但 尚未 对 位 于 这 两 个 数 之 间 的 所 有 Mersenne 数 全 部 
查验 完毕 . 

Ferrier 的 素数 是 (2148 + 1)/7, 这 是 不 用 电子 计算 机 所 发 现 的 最 大 的 素数 (很 可 能 这 个 记 
录 会 保持 下 去 ). 

新 的 大 型 计算 机 使 得 大 数 分 解 以 及 大 数 的 素性 检测 成 为 十 分 有 意思 且 绝 非 浅显 的 研究 对 
象 . Guy (Proc. 5th Manitoba Conf，Numerical Math. 1975, 49-89) 给 出 了 有 关 因 子 分 解 方 
法 的 一 个 完全 的 说 明 , 关于 素性 检测 的 一 些 评论 以 及 关于 这 两 个 问题 的 相当 丰富 的 参考 文献 . 
有 关 素 性 检测 ， 也 可 参见 比如 说 Brillhart, Lehmer 以 及 Selfridge, Math. Comp. 29 (1975)， 
620-647 以 及 Selfridge 和 Wunderlich, Proc. 4:* Manitoba Conf ”Numerical Math. 1974, 
109-120. 

根据 Kraitchik 和 Bennett 的 说 法 , 我 们 给 出 的 641|Fs 的 证 明 属于 Coxeter (Introduction 
to Geometry, New York, Wiley, 1969). 

Ribenboim, The new book of prime number records (Springer, New York, 1996) 一 书 对 
上 面 所 有 的 工作 以 及 其 他 很 多 研究 成 果 给 出 了 详尽 的 介绍 . 

2.6 节 . 参见 Erd6s, Mathematica, B 7 (1938), 1-2. 定理 19 是 Euler 在 1737 年 证 明 的 . 

2.7 节 . 定理 21 属于 Goldbach (1752), 而 定理 22 属于 Morgan Ward, Journal London 
Math. Soc. 5 (1930), 106-107. 

2.8 节 . 见 附录 第 3 节 . 

2.9 节 至 2.10 节 . 这 里 的 讨论 遵循 了 Hecke 第 1 章 的 路 线 . 模 的 定义 是 很 自然 的 , 但 有 点 
多 余 . 只 要 假设 

meSs. neS—m-nes 


就 足够 了 . 因为 那样 就 有 
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0=n-nés5s, -n=0—n€5S, mt+n=m—(-n)es. 
2.11 节 . F. A. Lindemann, Quart. J. of Math. (Oxford), 4 (1933),， 319-320, 以 及 
Davenport，Higher arithmetic, 20. 关于 有 点 类 似 的 证 明 , 见 Zermelo, Gittinger Nachrichten 
(new series), i (1934), 43-44 以 及 Hasse, Journal fiir Math. 159 (1928), 3-6. 


第 3 章 ”Farey 数列 和 Minkowski 定理 


3.1 ”Farey 数列 的 定义 和 最 简单 的 性 质 


本 章 主要 关注 像 1/2 和 7/11 这 样 的 “ 正 有 理 数 ” 或 者 “普通 分 数 ” 的 某 些 性 
质 . 这 样 的 一 个 分 数 可 以 看 成 两 个 正 整数 之 间 的 一 个 关系 , 因而 我 们 证 明 的 定理 也 
体现 了 正 整 数 的 性 质 . 

nn 阶 Farey 数列 Sn 是 介 于 0 和 1 之 间 且 分 母 不 超过 n 的 递增 的 不 可 约 分 数 
序列 . 如 果 


0<h<k<n, (hk)=1, (3.1.1) 
那么 h/k 就 属于 $n. 数 0 和 1 包含 在 形式 9 和 + 之 中 . 例如 $s 是 
多 9: 


Farey 数列 的 特征 性 质 由 下 面 几 个 定理 表 出 . 
定理 28 如果/K 和 必 / 人 是 人 Sn 中 两 个 相连 的 项 ,那么 


kh’ — hk’ = 1. (3.1.2) 
定理 29 ”如果 h/k、h”/k” 和 J/k' 是 谷中 3 个 相连 的 项 , 那么 

hth 

到 = (3.1.3) 


我 们 将 在 3.2 节 中 证 明 这 两 个 定理 是 等 价 的 , 然后 在 3.3 节 、3.4 节 和 3.7 节 中 
分 别 给 出 这 两 个 定理 的 3 个 不 同 的 证 明 . 我 们 将 通过 证 明 8 的 两 个 较 简单 的 性 质 
来 结束 本 节 . 
定理 30 ”如果 h/k 和 及 /k' 是 车。 中 两 个 相连 的 项 , 那么 
k+k’ >n. (3.1.4) 
h/k 和 hr/k' 的 “中 位 数 ” 
h+i™ 
k+k 


hh 
人 划 
中 . 因此 , 除非 (3.1.4) 式 为 真 , 否则 在 名 中 就 会 有 另外 一 项 位 于 PK 和 放 / 必 之 间 . 
定理 31 如 果 nn> 1, 则 gl 中 不 存在 两 个 相连 的 项 能 有 相同 的 分 母 . 
0 或 这 个 分 数 的 妈 约 分 数 


落 在 区 间 
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如 果 在 和 中 ,下 > 1 且 WV/k 紧 跟 在 h/k 的 后 面 , 则 有 hh+1< h'<k, 而 


从 而 h/(k 一 1)? 在 ,中 就 位 于 h/k 和 hv/k 之 间 , 这 是 一 对 矛盾 . 


3.2 ”两 个 特征 性 质 的 等 价 性 


现在 来 证 明定 理 28 和 定理 29 分 别 蕴含 另外 一 个 . 
(1) 定理 28 蕴含 定理 29. 
如 果 假 设 定理 28 成 立 , 对 hr” 和 k” 来 解 方程 
kh” — hk” =1, kh’— hk =1, (3.2.1) 
则 得 到 
h(Eh’ — hk’) =h+h, k’(kh’ 一 Pi) 一天 十 有 
这 就 得 到 (3.1.3) 式 . 
(2) 定理 29 北 含 定理 28. 
假设 定理 29 成 立 , 并 假设 定理 28 对 -1 成 立 , 要 推出 定理 28 对 $n 也 成 立 . 
显然 只 要 证 明 : 当 hp”/k" 属于 $n 但 不 属于 $_1( 即 有 k” = m) 时 (3.2.1) 式 成 立 . 
此 时 , 根据 定理 31 可 知 , k 和 k' 两 者 都 小 于 k”, 于 是 h/k 和 hv/k' 是 和 -1 中 相连 
的 两 项 . 
由 于 根据 假设 有 (3.1.3) 式 为 真 , 且 h”/k” 是 不 可 约 的 , 于 是 就 有 
h+h =Ah’, k+k = Ak’, 
其 中 入 是 一 个 整数 . 既然 上 和 k' 两 者 都 小 于 k”, 和 必定 等 于 1. 从 而 
hr =h+h,k" =k 二 ke， 
kh” — hk” = kh’ — hk’ = 1. 
类 似 地 , 有 
Kh’ — h’k’ = 1. 


3.3 ”定理 28 和 定理 29 的 第 一 个 证 明 


我 们 的 第 一 个 证 明 是 3.2 节 中 所 用 的 思想 的 一 个 自然 展开 
这 两 个 定理 对 n = 1 均 为 真 . 假设 它们 对 8-; 成 立 , 要 证 它们 对 gr 也 成 立 
设 h/k 和 vr/k' 是 8 _; 中 两 个 相连 的 项 , 但 它们 在 $n 中 被 改 /il 隔 开 .” 令 


Kh” — hk =r >0, Kh'—h"k’ =s>0. (3.3.1) 
对 h” 和 必 解 这 些 方程 , 记 住 有 
kh' — hk’ = 1, 
四 或 这 个 分 数 的 既 约 分 数 . 


@@ 根据 定理 31, h”/k” 是 和 中 位 于 h/k 和 h'/k' 之 间 仅 有 的 一 项 , 但 证 明 中 并 没有 假设 这 一 点 . 
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于 是 得 到 
hr =sh+rh, 有 一 s 十 mk (3.3.2) 
这 里 有 (r,s) = 1, 这 是 因为 (h”, Kr) = 1. 
现在 考虑 所 有 分 数 
H_ ph+Xh 
天 一 x + Ak (333) 
的 集合 5, 其 中 入 和 /都 是 正 整 数 , 且 (和 ,1) = 1. 于 是 h”/k" 属于 5S. 5S 的 每 个 分 


数 都 在 h/k 和 h'/k' 之 间 , 且 都 是 既 约 分 数 , 这 是 因为 五 和 天 的 任何 公约 数 都 能 
整除 
k(ph+ Ah’) — h(pk+ Ak') = A 
和 
(pk + Ak) — Kph+ Ah’) 一作 
从 而 5 的 每 个 分 数 或 迟 或 早 都 会 出 现在 某 个 ge 中 , 且 显然 首次 出 现 的 那个 分 数 即 
是 使 得 K 取 最 小 值 者 , 也 即 是 使 = 1,4 = 1 者 . 这 个 分 数 必 为 /kr", 所 以 
pr=h+h, k=k+k. (3.3.4) 
如 果 用 这 些 值 来 代替 (3.3.1) 式 中 的 h” 和 以 , 则 可 得 7+ = s = 1. 这 就 对 go 证 
明了 定理 28. 对 于 $n 的 3 个 连续 的 分 数 来 说 , (3.3.4) 式 一 般 来 说 并 不 为 真 , 然而 
(如 前 面 已 经 指出 的 ) 当中 间 那 个 分 数 在 8n 中 第 一 次 出 现时 , 这 些 方程 是 成 立 的 . 


3.4 ”定理 28 和 定理 29 的 第 二 个 证 阴 


这 个 证 明 不 是 归纳 证 明 , 它 给 出 gr, 中 紧 跟 在 h/k 之 后 的 那 一 项 的 构造 法 则 . 
由 于 (h,k) = 1, 故 方程 
kzr—hy=1 (3.4.1) 
有 整数 解 (定理 25). 如 果 zo, vo 是 一 组 解 , 那么 对 于 任何 正 的 或 者 负 的 整数 
Zo+rh, yo+rk 
仍然 是 该 方程 的 解 . 可 以 选择 > 的 值 , 使 得 有 n 一 k < yo 十 rk < n. 这 样 一 来 (3.4.1) 
式 就 有 一 组 解 (z,y) 使 得 
(zy)=1, 0<n-k<ygn. (3.4.2) 
由 于 z/y 已 经 约 分 , 且 y < n, 故而 z/y 是 和 中 的 一 个 分 数 . 同样 有 
| h 


RE 

vy k ky  k’ 

于 是 在 中 z/y 位 于 h/k 的 后 面 . 如 果 它 不 是 tv/k', 它 就 位 于 /ke' 的 后 面 , 且 
z WW Kr-hy 1 


图 > 工 
y Kk Ky ky’ 


然而 


W_h_kh-hk 1 
Wk kk < Ek 
从 而 根据 (3.4.2) 就 有 
1 kz~hy zx h 1 1 ki+y n 1 
i et 0 


这 是 一 对 矛盾 . 于 是 z/y 必定 等 于 jv/k', 且 有 kh 一 hk’ =1. 

比方 说 , 要 在 $13 中 求 4/9 的 后 继 分 数 , 我 们 先 要 求 9z - 4y = 1 的 某 一 组 解 
(zo,yo), 例如 解 zo = 1,yo = 2. 然后 来 选择 7 使 得 2+9r 在 13-9=4 和 13 之 间 . 
这 给 出 >= 1l,z=1+4r=5,y=2+9r= 11, 于 是 所 求 的 分 数 就 是 5/11. 


3.5 整数 格 点 


第 三 个 也 是 最 后 一 个 证 明 有 赖 于 一 个 简要 的 几何 思想 . 

假设 在 平面 上 给 定 了 原点 O 以 及 两 个 与 O 不 共 线 的 点 P,Q. 作出 平行 四 边 
形 OPQR®, 让 它 的 边 不 确定 , 画 出 两 组 等 距 的 平行 线 , 其 中 OP, QR 以 及 OQ, PR 
是 这 两 组 平行 线 中 相 邻 的 两 条 平行 线 , 这 样 它们 就 把 平面 分 成 无 穷 多 个 相等 的 平行 
四 边 形 . 这 样 一 个 图 形 就 称 为 一 个 格 (lattice). 德语 称 为 Gitter. 

一 个 格 是 由 线 作成 的 一 个 图 形 ， 它 定义 了 一 个 由 点 构成 的 图 形 , 也 就 是 说 由 线 
的 交点 系 (或 称 为 格 点 ) 构成 的 图 形 ”我们 称 这 样 的 一 个 系统 为 一 个 点 格 (point- 
lattice). 

两 个 不 同 的 格 有 可 能 确定 同样 的 点 格 例如 在 
1 中 , 基于 OP, OQ 的 格 和 基于 OP.OR 的 格 所 
确定 的 是 同一 个 格 点 系 . 决定 同样 点 格 的 两 个 格 称 
为 等 价 的 . 

显然 , 一 个 格 的 任何 格 点 都 可 以 看 成 是 原点 O， 
而 且 格 的 性 质 与 原点 的 选取 无 关 , 且 格 是 关于 任意 
的 原点 为 对 称 的 . 

这 里 有 一 种 类 型 的 格 特别 重要 . 这 就 是 ( 当 给 
定 直角 坐标 系 时 ) 由 平行 于 坐标 轴 且 相距 单位 距离 
的 平行 线 作成 的 格 , 这 些 平行 线 把 平面 划分 成 单位 
正方 形 . 我 们 把 这 样 的 格 称 为 基本 格 (fundamental 
lattice)L， 它 所 确定 的 点 格 [也 就 是 由 整数 坐标 的 
点 (z,y) 作成 的 系统 ] 称 为 基本 点 格 (fundamental 
point-lattice) A. 

任何 点 格 都 可 以 看 作 是 一 个 由 数 或 者 向 量 组 成 图 1 
的 系统 , 其 中 格 点 的 复数 坐标 为 z 十 过, 而 向 量 是 从 


人 原 书 如 此 我 国 的 平行 四 边 形 表示 法 与 此 不 同 , 应 为 二 OPRQ ”一 一 编者 注 
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原点 出 发 到 格 点 的 向 量 . 这 样 的 一 个 系统 显然 作成 在 2.9 节 意 义 下 的 一 个 模 . 如 果 
已 和 @ 是 点 (z1,t) 和 (z2,y2), 则 基于 OP 和 OQ 的 格 中 的 任何 一 点 5 的 坐标 是 
T=m7iii+nr2, Y= my 十 mW2， 

其 中 m 和 n 是 整数 . 换言之 , 如 果 zi 和 zo 是 P 和 Q 的 复 坐 标 , 那么 S 的 复 坐标 

就 是 


z= mz21 + nz2. 


3.6 ”基本 格 的 某 些 简单 性 质 


(1) 现在 来 考虑 由 
z=arti+by, y=crt+dy (3.6.1) 
定义 的 变换 , 其 中 wb c,d 是 给 定 的 正 的 或 者 负 的 整数 . 显然 , A 的 每 个 点 (z,y) 都 
会 变 成 A 的 另 一 个 点 (z',2). 
对 z 和 vy 求解 (3.6.1) 式 , 得 到 
dr’ — by’ cz' 一 az 
Tadbe’ YT ad-be. 


(3.6.2) 


如 果 
A=ad-bc=+], (3.6.3) 
那么 xz/ 和 wy 的 任何 一 组 整数 值 都 给 出 > 和 y 的 一 组 整数 值 , 且 每 个 格 点 (x',y) 
对 应 于 一 个 格 点 (z,y). 此 时 , A 被 变换 成 自己 . 
反 过 来 , 如 果 A 被 变换 成 自己 , 每 一 个 整数 点 (z',y) 必定 给 出 一 个 整数 点 
(z, 了 . 特别 地 , 取 (z',y) 为 (1,0) 和 (0,1), 可 以 看 出 
Ald, Alsp, Alce Ala, 
于 是 
Azl(ad -bc)， AzlA. 
从 而 有 A = 士 1， 
这 样 就 证 明了 : 
定理 32 ”变换 (3.6.1) 把 A 变 成 自己 的 充分 必要 条 件 是 人 三 土 1. 


称 这 样 一 个 变换 为 么 模 变 换 (unimodular). 
(2) 现在 假设 已 和 @ 是 A 的 格 点 (a,c) 和 (b,d). 由 OP 和 OQ 所 定义 的 平 
” 行 四 边 形 的 面积 是 
5 =+(ad — bc) = |ad — bcl, 
其 中 符号 的 选取 是 使 6 取 正 数 . 基于 OP 和 OQ 的 格 A' 中 的 点 (z',y) 由 
T=zat+yb, y=zct+yd 
给 出 , 其 中 z 和 y 是 任意 整数 . 根据 定理 32, A' 与 A 完全 相同 的 充分 必要 条 件 是 
6=1. 


3.7 定理 28 和 定理 29 的 第 三 个 证 明 29 


定理 33 ”基于 OP 和 0Q 的 格 L' 等 价 于 格 工 的 充分 必要 条 件 是 由 OP 和 
OQ@ 所 定义 的 平行 四 边 形 的 面积 为 1. 


(3) 称 格 A 的 一 个 点 P 是 可 视 的 ( 即 从 原点 看 去 为 可 视 的 ), 如 果 在 OP 上 没 
有 A 中 的 介 于 O 和 书 之 间 的 点 存在 . 为 使 得 点 (z,y) 是 可 视 的 , 其 充分 必要 条 件 
是 z/y 不 可 约 , 即 (z,y) = 1. 


定理 34 设 已 和 @ 是 A 中 的 可 视点 , 且 6 是 由 OP 和 OQ 所 定义 的 平行 
四 边 形 J 的 面积 . 那么 

(i) 如 果 5=1, 则 在 .的 内 部 没有 人 的 点 ; 

人 ii) 如 果 5 > 1, 那么 人 至 少 有 一 个 点 在 J 的 内 部 , 且 除 非 该 点 是 J 的 对 角 线 
的 交点 , 否则 人 至 少 有 两 个 点 在 J 的 内 部 , 每 个 点 都 在 J 被 PQ 所 分 成 的 两 个 三 
角形 的 一 个 之 中 . 


当 且 仅 当 基于 OP 和 OQ 的 格 忆 与 格 工 等 价 时 , 也 就 是 当 且 仅 当 6 = 1 时 ， 
在 J 的 内 部 没有 人 的 点 . 如 果 5 > 1, 就 至 少 有 一 个 这 样 的 点 S. 如 果 RR 是 平行 四 
边 形 J 的 第 四 个 顶点 , 且 RT 与 05 平行 且 相 等 , 但 其 方向 相反 , 那么 (由 于 格 的 
性 质 是 对 称 的 , 且 与 选取 哪个 特定 的 点 作为 原点 无 关 )T 也 是 A 的 一 个 点 , 这 样 在 
v 中 就 至 少 有 A 的 两 个 点 , 除非 了 与 5 重合 . 这 就 是 情形 (i) 中 的 特例 . 

不 同 的 情形 由 图 2a, 2b, 2c 给 出 . 


(b) 
2 


3.7 ”定理 28 和 定理 29 的 第 三 个 证 明 


满足 条 件 
0<h<k<n, (hk)=1 
的 分 数 h/k 都 是 8n 中 的 分 数 , 且 对 应 A 中 的 可 视点 (k, 凡 ), 该 点 在 由 直线 y = 0， 
y =x, z= 二 n 所 定义 的 三 角形 的 内 部 或 边界 上 . 
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如 果 画 出 一 条 经 过 O 的 射线 , 并 将 它 绕 原 点 从 起 始 位 置 z 轴 开 始 沿 逆 时 针 方 
向 旋转 , 它 就 依次 经 过 Farey 分 数 所 代表 的 每 个 点 (k,h). 如 果 已 和 已 是 代表 相 
连 分 数 的 两 个 点 (k,h) 和 (k',h), 那么 在 三 角形 OPP' 的 内 部 以 及 在 连 线 PP' 上 
就 没有 所 表示 的 点 存在 , 于 是 由 定理 34 就 有 
kh’ — hk’ = 1. 


3.8 ”连续 统 的 Farey 分 割 


在 一 个 圆 上 表示 实数 而 不 是 像 通常 那样 在 一 条 直线 上 表示 实数 , 常常 更 加 方 
便 , 圆周 所 表示 的 实数 去 掉 了 整数 部 分 . 取 一 个 由 单位 圆周 作成 的 圆 C, 取 圆 周 上 
任意 一 个 点 O 表示 数 0, 用 点 P. 来 表示 z, 该 点 在 圆周 上 沿 逆 时 针 方 向 度量 的 离 
点 O 的 距离 就 是 z. 显然 所 有 的 整数 都 由 同一 个 点 O 来 表示 , 且 相 差 一 个 整数 的 
数 有 同样 的 表示 点 . 

有 时 把 C 的 圆周 按照 下 述 方式 加 以 划分 是 有 用 的 . 取 Farey 数列 g, 对 相连 
的 分 数 对 h/k 和 hp'/k' 作出 所 有 的 中 位 数 

h+h 


大 十 有 


其 中 第 一 个 以 及 最 后 一 个 中 位 数 是 

0+1 1 nl+l1 n 

Tin ntl’ ntl ntl 
当然 , 这 些 中 位 数 本 身 并 不 属于 3. 

现在 用 点 PP, 来 表示 每 一 个 中 位 数 jy， 圆 就 被 分 成 了 若干 弧 段 [ 称 为 Farey 
弧 (Farey arc)], 每 一 段 弧 都 介 于 两 个 点 PP, 之 间 , 且 包 含 一 个 Farey 点 (Farey point)， 
此 即 $ 中 一 项 的 表示 . 于 是 
nn 1 
(二 二 


就 是 包含 一 个 Farey 点 O 的 一 段 Farey 弧 . 把 Farey 弧 的 集合 称 为 圆 的 一 个 Farey 
分 割 (Farey dissection). 

下 面 假设 n > 1. 如 果 及 人 是 一 个 Farey 点 , 且 hi/k, hz/kz 是 Sn 中 的 紧 接 
在 h/k 的 前 面 以 及 紧 跟 在 它 后 面 的 项 , 那么 环绕 Pjk 的 Farey 弧 由 两 部 分 组 成 ， 


这 两 部 分 的 长 度 分 别 为 
h ht+h 1 h+hz 


h 1 
天 一 天 十 有 RETk)’ 大 十 各 k kk+ka)’ 
由 于 和 心 不 相等 (定理 31) 且 二 者 都 不 超过 mw 故 有 上 + 有 < 2n. 又 由 定理 30 
有 上 + >n. 于 是 得 到 
定理 35 ”在 n 阶 Farey 分 割 中 (n > 1), 包含 h/k 的 表示 点 的 缴 的 每 一 部 分 
长 度 都 介 于 FOR-H 和 RJ 之 间 . 


3.9 Minkowski 的 一 个 定理 31 


事实 上 , 这 种 分 割 有 某 种 “一 致 性 ”, 这 种 性 质 显示 出 它 的 重要 性 . 
这 里 要 用 Farey 分 割 来 证 明 用 有 理 数 逼近 任意 实数 的 一 个 简单 的 定理 , 我 们 将 
在 第 11 章 中 再 回 到 这 个 问题 . 


定理 36 ”如 果 是 任意 一 个 实数 , n 是 一 个 正 整 数 , 那么 必 存 在 一 个 不 可 约 

分 数 jh/ 使 得 
1 

< k(n+1). 

可 以 假设 0<€ <1. 则 & 落 在 由 8 中 两 个 相连 的 分 数 , 比方 说 就 是 h/k 和 
WV/k' 所 界限 的 区 间 之 中 , 从 而 它 也 就 落 在 区 间 

hh+h h+h’ hy 

中 的 某 一 个 里 . 这 样 一 来 , 根据 定理 35 知 , 要 么 是 h/k 要 么 是 h//k' 满足 定理 中 的 
条 件 : 如 果 & 落 在 第 一 个 区 间 中 , 则 有 h/k 满足 条 件 ; 如 果 & 落 在 第 二 个 区 间 中 ， 
则 有 i/K 满足 条 件 . 


0<k<n, -4 (3:8.1) 


3.9 ”Minkowski 的 一 个 定理 


如 果 已 和 Q@ 是 A 的 点 ,已 和 Q@' 是 已 和 Q@Q 关 于 原点 对 称 的 点 , 除了 定理 
34 中 所 给 的 平行 四 边 形 J 外, 我 们 再 给 出 基于 08,OP', 基于 OP',OQ' 以 及 基于 
OQ', OP 的 三 个 平行 四 边 形 , 我 们 得 到 一 个 平行 四 边 形 K, 其 中 心 是 原点 , 其 面积 
46 是 J 的 面积 的 四 倍 . 如 果 6 的 值 为 1( 这 是 它 最 小 可 能 的 值 ), 那么 在 K 的 边界 
上 就 有 A 的 点 , 但 在 其 内 部 除了 O 以 外 , 没有 A 的 点 . 如 果 5 > 1, 则 在 K 的 内 
部 除了 O 以 外 还 有 A 的 点 . 这 是 Minkowski 的 一 个 著名 定理 的 一 个 非常 特别 的 情 
况 , Minkowski 定理 断言 : 不 仅仅 关于 原点 对 称 的 任何 平行 四 边 形 (无 论 它们 是 否 
由 A 的 点 所 生成 的 ) 具有 同样 的 性 质 , 而 且 关 于 原点 对 称 的 任何 “ 凸 区 域 " 也 有 同 
样 性 质 成 立 . 

一 个 开 区 域 (open region)R 是 具有 下 述 性 质 的 点 的 集合 : (i) 如 果 PP 属于 RR, 那 
么 平面 上 充分 接近 已 的 所 有 的 点 也 都 属于 R; (ii) R 的 任何 两 点 都 可 以 用 一 条 完 
全 位 于 RR 内 部 的 连续 曲线 连接 起 来 . 我 们 还 可 以 将 (i) 表示 成 “R 的 任何 点 都 是 
的 内 点 (interior point)”. 于 是 一 个 圆 或 者 一 个 平行 四 边 形 的 内 部 都 是 开 区 域 . R 的 
边界 (boundary)C 是 由 本 身 并 不 属于 RR 的 、R 的 极限 点 组 成 的 集合 . 从 而 一 个 圆 的 
边界 就 是 它 的 圆周 . 一 个 闭 区 域 (closed region)R* 是 一 个 开 区 域 R 加 上 它 的 边界 
所 得 的 集合 . 我 们 仅 考 虑 有 界 区 域 . 

凸 (convex) 区 域 有 两 个 自然 的 定义 , 可 以 证 明 它们 是 等 价 的 . 第 一 个 定义 可 以 
说 成 : R( 或 者 R*) 是 凸 的 , 如 果 RR 中 任何 一 条 弦 上 的 每 一 点 ( 即 连接 RR 的 任何 两 
点 的 线段 上 的 每 一 点 ) 都 属于 R. 第 二 个 定义 可 以 说 成 : R( 或 者 R*) 是 凸 的 , 如 果 
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经 过 C 的 每 一 点 P 都 可 以 画 出 至 少 一 条 直线 1, 使 得 RR 中 所 有 的 点 都 在 1 的 某 一 
侧 . 于 是 , 圆 和 平行 四 边 形 都 是 凸 的 . 对 于 圆 来 讲 , ! 就 是 在 点 P 的 切线 ; 而 对 于 平 
行 四 边 形 来 讲 , 每 条 直线 i 都 是 它 的 一 条 边 (除了 在 顶点 处 以 外 ), 而 在 顶点 处 它 有 
无 穷 多 条 符合 要 求 的 直线 ， 

容易 证 明 这 两 个 条 件 的 等 价 性 . 首先 假设 根据 第 二 个 定义 R 是 凸 的 , 又 设 P 
和 Q 属于 R, 而 PQ 上 有 一 个 点 S 不 属于 R. 那么 C 上 就 有 一 点 了 (也 可 能 就 是 
3 自己 ) 在 PS 上 , 且 有 一 条 经 过 了 的 直线 ! 使 得 RR 整个 位 于 1 的 一 侧 , 但 因为 所 
有 充分 靠近 P 或 者 Q 的 点 都 属于 R, 这 是 一 对 矛盾 . 

其 次 , 假设 根据 第 一 个 定义 已 是 凸 的 , P 是 C 的 一 个 点 . 考虑 将 P 和 R 的 点 
联接 作出 的 直线 的 集合 L. 如 果 五 入 是 RR 中 的 点 ,Y 是 六 Y2 上 的 一 个 点 , 那 
么 Y 就 是 R 的 一 个 点 且 PY 是 工 中 的 一 条 线 . 于 是 就 有 一 个 角度 L4PB, 它 使 得 
从 书 出 发 的 每 一 条 限于 ZAPB 内 部 的 直线 均 属于 L, 且 没 有 一 条 从 P 出 发 但 在 
4PB 外 部 的 直线 是 属于 工 的 . 如 果 LAPB > x, 则 存在 RR 的 点 了 ,已 使 得 D 通 
过 已 , 此 时 情形 P 属于 R, 但 不 属于 C, 这 是 一 对 矛盾 . 从 而 有 LAPB < r. 如 果 
ZLAPB = zt, 则 4B 就 是 一 条 直线 4 如 果 LAPB < r, 则 任何 一 条 位 于 这 个 角 的 外 
边 且 经 过 点 P 的 直线 都 是 直线 1. 

显然 , 凸 性 是 关于 平移 以 及 关于 点 O 的 伸缩 变换 的 不 变量 . 

凸 区 域 R 有 面积 (area) 存在 (例如 它 的 面积 可 以 定义 为 顶点 在 R 内 部 的 小 正 
方形 网 格 总 面积 的 上 界 ). 


定理 37 (Minkowski 定理 ) ”任何 关于 点 O 对 称 且 面积 大 于 4 的 凸 区 域 , 其 
内 部 都 至 少 含有 人 中 异 于 O 的 一 个 点 . 


3.10 “Minkowski 定理 的 证 明 


先 来 证 明 一 个 简单 的 定理 , 这 个 定理 的 真实 性 是 “直观 的 ”. 


定理 38 设 Ro 是 包含 点 O 的 一 个 开 区 域 , Rp 是 与 之 全 等 且 关 于 人 中 任 
一 点 忆 位 置 类 似 的 一 个 区 域 , 且 诸 区 域 Rp 中 没有 两 个 是 重 登 的 . 那么 Ro 的 面 
积 不 超过 1. 

如 果 考 虑 的 Ro 是 由 直线 z = +l1/2,y = 土 1/2 界限 的 正方 形 , 定理 就 变 成 “ 显 
然 的 ”, 此 时 Ro 的 面积 就 等 于 1, 而 区 域 Rp 加 上 它们 的 边界 将 会 覆盖 住 整个 平面 . 
可 以 给 出 该 定理 的 确切 证 明 如 下 . 

假设 A 是 Ro 的 面积 , 4 是 Co? 的 点 离 点 O 的 最 大 距离 . 考虑 与 A 的 其 从 
标 在 数值 上 都 不 大 于 mn 的 点 所 对 应 的 (2n + 1)? 个 区 域 Rp. 所 有 这 些 区 域 都 位 于 
一 个 正方 形 的 内 部 , 这 个 正方 形 的 边 与 坐标 轴 平 行 且 到 点 O 的 距离 为 n+ 4. 从 而 


@ 我 们 经 常用 C 来 表示 与 RR 对 应 的 边界 . 
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(由 于 诸 区 域 不 相 重 又 ) 
(2 二 1l)2A< (2n+24)?, Ax ( + 是 
< < ry 


2 
令 n 趋向 无 穷 就 得 到 所 要 的 结果 . 

值得 注意 的 是 , 在 定理 38 中 并 没有 用 到 对 称 性 或 者 凸 性 . 

现在 容易 证 明 Minkowski 定理 了 . Minkowski 本 人 给 出 过 两 个 证 明 , 这 两 个 证 
明基 于 凸 性 的 两 个 定义 . 

(1) 取 第 一 个 定义 , 并 假设 Ro 是 将 R 关于 点 O 收缩 到 它 的 线性 维 数 一 半 所 
得 到 的 结果 . 那么 Ro 的 面积 大 于 1, 于 是 定理 38 中 的 诸 区 域 Rp 中 有 两 个 是 重合 
的 , 从 而 有 一 个 格 点 P 存在 , 使 得 Ro 与 Rp 重合. 设 8 是 Ro 和 Rp 的 一 个 公共 
点 (图 3a). 如 果 0Q' 与 PQ 相等 且 平行 , 8” 是 8' 关于 O 的 映像 , 于 是 QQ 
都 在 Ro 中 . 这 样 一 来 , 根据 凸 性 的 定义 , 898” 的 中 点 在 Ro 中 . 但 这 一 点 是 OP 
的 中 点 , 于 是 已 在 已 中 . 


(a) (b) 
图 3 


(2) 取 第 二 个 定义 , 假设 除了 点 O 以 外 没有 格 点 在 R 中 . 环绕 O 扩大 R"( 与 
RR" 一 样 ) 直到 它 首次 包含 一 个 格 点 为止. 那么 是 C 的 一 个 点 , 且 有 经 过 点 
P 的 一 条 线 1, 比方 说 就 是 L( 图 3b). 如 果 Ro 是 由 尼 环线 点 O 将 其 线性 维 数 收 
缩 到 原来 的 一 半 得 到 的 结果 , 又 1o 经 过 OP 的 中 点 且 与 ! 平行, 于 是 lo 对 Ro 来 
说 就 是 一 条 直线 1. 它 显然 也 是 对 Rp 来 说 的 一 条 直线 1, 且 使 得 Ro 和 Re 各 在 它 
相反 的 两 侧 , 从 而 Ro 和 Rp 不 会 互相 重生 . 进而 Ro 也 不 和 任何 其 他 的 Rp 重 各 
但 由 于 Ro 的 面积 大 于 1, 这 与 定理 38 矛盾 

还 有 若干 个 可 供 选择 且 有 意思 的 证 明 , 其 中 最 简单 的 一 个 证 明 由 Mordell 给 出 

如 果 RR 是 凸 的 且 关 于 点 O 对 称 , 且 P 和 Ps 是 R 中 的 坐标 为 (z1,n) 和 
(casto) 的 点 那么 (az, 一 轨 ), 从 而 从 标 为 3(z; - za) 和 3 Gy 一 加 ) 的 点 M 也 是 
忆 的 点 . 

直线 > 二 2p/t,y = 29/t( 其 中 上 是 一 个 固定 的 正 整数 , 而 p 和 g 是 任意 的 整数 ) 
把 平面 分 成 面积 为 4/t 的 正方 形 , 它 的 角 点 是 (2p/4, 29/6)， 如果 N(t) 是 及 中 朋 
点 的 个 数 , 而 4 是 R 的 面积 , 那么 显然 当 t 一 oo 时 有 化 ?2N(t) 一 4. 如 果 4>4 
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则 对 大 的 上 有 N(t) > 刀 . 但 是 当 p 和 gq 被 t 除 的 时 候 , 数 对 (p,9) 至 多 给 出 妇 个 
不 同 的 余数 对 、 这 样 一 来 , R 中 就 有 两 个 点 已 和 媚 , 其 坐标 为 2pi/t, 2gi/t 以 及 
2pa/ 2g2/ 使 得 pi -pa 和 gq 一 9 两 者 都 能 被 t 整除 . 因此 点 M( 它 属于 R) 是 人 
的 一 个 点 . 


3.11 ”定理 37 的 进一步 拓展 


定理 37 的 一 些 进一步 推广 是 第 24 章 中 所 希望 得 到 的 , 在 这 里 , 我 们 很 自然 地 
证 明 这 些 结果 . 我 们 首先 给 出 一 个 一 般 性 的 说 明 , 这 个 说 明 对 于 3.6 节 以 及 3.9 节 
和 3.10 节 中 的 所 有 定理 都 适用 . 

我 们 一 直 主 要 对 “基本 的 ” 格 L( 或 者 A) 感 兴趣 , 但 是 我 们 能 以 各 种 方式 看 
到 , 基本 格 的 性 质 是 如 何 作为 格 的 一 般 性 质 再 次 被 陈述 的 ， 现 在 用 工 或 者 A 来 
表示 由 直线 或 者 由 点 构成 的 格 . 如 果 像 3.5 节 中 那样 , 格 是 以 点 0O, P,Q@ 为 基础 构 
建 的 , 那么 就 称 平行 四 边 形 OPRQ 为 工 或 者 人 的 基本 平行 四 边 形 (fundamental 
parallelogram). 

(i) 可 以 建立 一 个 以 OP OQ 为 坐标 轴 的 笛 卡 儿 斜 坐标 系 , 并 约定 已 和 Q 是 点 
(1,0) 和 (0,1). 那么 基本 平行 四 边 形 的 面积 就 是 

6=OP.OQ.sinw， 

其 中 w 是 OP,OQ 之 间 的 夹 角 . 在 这 个 坐标 系 中 对 3.6 节 中 的 论证 加 以 解释 就 证 
明了 下 面 的 定理 . 


定理 39 ”变换 (3.6.1) 把 A 变 成 自身 的 充分 必要 条 件 是 A = 土 1. 


定理 40 ”如 果 P 和 Q@ 是 人 A 的 任意 两 点 , 那么 , 基于 OP 和 OQ 的 格 忆 与 
格 卫 等 价 的 充分 必要 条 件 是 : 由 OP 和 OQ 所 定义 的 平行 四 边 形 的 面积 等 于 人 的 
基本 平行 四 边 形 的 面积 . 


(ii) 变换 


z=artpBy, y=77T+6y 
(现在 这 里 的 a, 6,,5 是 任意 实数 )? 把 3.5 节 中 的 基本 格 变换 成 由 原点 以 及 点 
(am),(8,5) 所 确定 的 格 . 它 把 直线 变 成 直线 , 把 三 角形 变 成 三 角形 ， 如 果 三 角形 
号 记忆 | 其 中 已 是 点 (zi,2i)] 被 变换 成 三 角形 81828s, 则 这 两 个 三 角形 的 面积 为 
ZL hl1 
Z2 yo 1 
Tz3 ys 1 


,1 
2 


和 


@ 本 节 中 的 6 与 (i) 中 的 5 无 关 , 它 在 下 面 还 会 重复 出 现 . 
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aritBy Tzli 十 6 1 
az2 十 By ?zz 十 6y2 1 z2 y2 1|. 
Qazra+Bys ?zs+bya 1 Z3 ys 1 
于 是 这 两 个 三 角形 的 面积 相差 一 个 常数 因子 |a5 - By|. 同样 的 结论 对 一 般 情形 的 
面积 也 仍然 为 真 , 这 是 因为 在 一 般 情形 下 它们 要 么 是 三 角形 的 面积 之 和 , 或 者 是 三 
角形 面积 之 和 的 极限 . 

这 样 一 来 , 可 以 把 一 个 基本 格 在 适当 的 线性 变换 之 下 的 任何 性 质 加 以 推广 . 定 
理 38 的 推广 是 : 


定理 41 假设 A 是 含有 原点 O 的 一 个 格 , 且 Ro( 关 于 A) 满足 定理 38 中 的 
条 件 . 那么 Ro 的 面积 不 超过 A 的 基本 平行 四 边 形 的 面积 . 


既然 要 在 下 一 个 定理 的 证 明 中 用 到 类 似 的 思想 , 所 以 在 这 里 将 这 个 定理 的 证 明 
从 头 到 尾 详尽 地 给 出 是 恰如其分 的 . 这 个 证 明 依照 上 面 (i) 的 路 线 , 实际 上 和 3.10 
节 中 的 方法 相同 . 

直线 


Z1 hl 


二 < 


全 
3 =+3(06 — BY) 


T=+n, y=+n 

定义 了 一 个 面积 为 4n?6 的 平行 四 边 形 I, 有 A 的 (2n + 1)2 个 点 尸 在 工 的 内 部 
或 者 在 它 的 边界 上 . 来 考虑 与 这 些 点 所 对 应 的 (2n + 1)? 个 区 域 Rp. 如 果 4 是 |z| 
和 |yl| 在 Co 上 的 最 大 值 , 那么 所 有 这 些 区 域 都 在 一 个 面积 为 4(n + 4)?6 的 平行 四 
边 形 TI 的 内 部 , 该 平行 四 边 形 以 直线 

= 十 n+4)，y= 二 n+4) 
为 其 边界 , 且 有 

(2n + 1)?A < 4(n 十 4)26. 
于 是 , 令 n 一 oo 就 得 到 

AgE. 

我 们 还 需要 一 个 关于 极限 情形 A = 5 的 定理 . 假设 Ro 是 一 个 平行 四 边 形 , 在 此 假 
设 下 我 们 所 证 明 的 结果 对 于 第 24 章 中 的 目的 来 说 是 足够 的 了 . 

称 两 个 点 (z,y) 和 (z',y) 是 关于 工 等 价 的 (equivalent with respect to 工 ), 如 果 
它们 在 工 的 两 个 平行 四 边 形 中 有 相似 的 位 置 (因此 , 如 果 一 个 平行 四 边 形 被 平行 移 
动 到 与 另 一 个 平行 四 边 形 重合 时 , 这 两 点 就 会 重合 ). 如 果 工 基于 OP 和 O08, 且 P 
和 @ 是 (zi,t) 和 (zz,zo), 那么 点 (z1,1) 和 (z2,y2) 等 价 的 条 件 就 是 


TZ'—T=771+ sr2, Y -Y=7Yy + sy, 


其 中 + 和 s 是 整数 . 

定理 42 ”如 果 Ro 是 一 个 平行 四 边 形 , 其 面积 与 工 的 基本 平行 四 边 形 的 面积 
相等 , 且 在 Ro 的 内 部 没有 两 个 点 是 等 价 的 , 那么 在 Ro 的 内 部 或 边界 上 就 存在 一 
个 点 , 它 与 平面 上 任何 给 定 的 点 均等 价 . 
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使 用 Rb; 来 记 与 Rp 对 应 的 闭 区 域 . 

假设 “Ro 不 包含 两 个 等 价 的 点 ”等 价 于 假设 “任意 两 个 Rp 皆 不 重 登 ” 而 结 
论 “RS 中 有 一 个 点 与 平面 的 任意 一 点 等 价 ”等 价 于 结论 “R? 覆盖 整个 平面 ". 从 
而 要 证 明 的 就 是 : 如 果 A=6 且 Rp 均 不 重合 , 那么 Rp 就 覆盖 整个 平面 . 

假设 相反 的 情形 出 现 , 则 在 所 有 R; 的 外 部 就 存在 一 个 点 Q. 这 个 点 Q 在 工 
中 的 某 个 平行 四 边 形 的 内 部 或 者 边界 上 , 且 在 这 个 平行 四 边 形 中 有 一 个 区 域 D, 它 
有 正 的 面积 且 在 所 有 Rp 的 外 部 , 又 在 工 的 每 一 个 平行 四 边 形 中 有 一 个 对 应 的 
区 域 . 因此 , 在 面积 为 4(n + 4)25 的 平行 四 边 形 区 的 内 部 , 所 有 的 Rp 的 面积 不 
超过 


4(5 一 四)(m 十 4 十 1)2， 


由 此 得 出 
(2 二 1)25 和 4(5 一 D)m 十 A+1)2. 
这 样 一 来 , 令 n 一 co 就 有 
下 二 次 
这 是 一 对 矛盾 , 由 此 就 证 明了 定理 . 

最 后 要 说 明 的 是 , 所 有 这 些 定理 都 可 以 推广 到 任意 维 数 的 空间 中 去 .比如 说 ， 
如 果 A 是 三 维 空间 中 的 基本 点 格 , 即 形 如 (z,y z) 且 坐 标 为 整数 的 点 的 集合 , R 是 
一 个 关于 原点 对 称 的 凸 区 域 , 且 其 体积 大 于 8, 那么 在 R 中 就 存在 A 的 异 于 O 的 
点 . 在 n 维 空间 中 8 应 代 之 以 2". 第 24 章 还 要 继续 讨论 一 下 这 个 推广 , 但 并 不 需 
要 新 的 思想 . 
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3.1 节 . “Farey 数列 ”的 历史 非常 有 趣 ， 定理 28 和 定理 29 似乎 是 在 1802 年 由 Haros 
首先 提出 并 予以 证 明 的 , 见 Dickson，History, i 156. 直到 1816 年 Farey 才 在 Philosophical 
Magazine 的 一 篇 注 记 中 陈述 了 定理 29， 他 没有 给 出 证 明 ， 且 这 个 定理 也 不 像 是 他 所 发 现 的 ， 
因为 他 似乎 至 多 是 一 个 平凡 的 数学 家 . 

然而 ， Cauchy 看 到 了 Farey 的 陈述 并 补充 了 证 明 (Ezrercices de mathématigue, i, 114- 
116)， 通常 数学 家 们 都 依照 Cauchy 的 说 法 把 这 个 结果 归功 于 Farey, 于 是 这 个 数列 就 一 直 冠 
以 他 的 名 字 . 

有 关 Farey 数列 的 更 完整 的 说 明 , 见 Rademacher, Lectures in elementary number theory 
(New York, Blaisdell, 1964). 更 详细 的 内 容 参 见 Huxley, Acta Arith 18(1971), 281-287 以 
及 Hall, J. London Math. Soc. (2) 2 (1970), 139-148. 

3.3 节 ，Hurwitz, Math，Annalen, 44(1894), 417-436. H. G. Diamond 教授 使 我 们 注意 
到 在 较 早 的 版 本 中 这 处 证 明 的 不 完整 性 . 

3.4 节 . Landau, Vorlesungen, i. 98-100. 

3.5 节 至 3.7 节 . 这 里 我 们 采用 了 P6lya 教授 的 讲稿 中 的 路 线 . 

3.8 节 . 定理 36 见 Landau, Vorlesungen, i. 100. 
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3.9 节 . 如 果 读 者 不 乐意 的 话 , 他 们 不 必 对 这 一 节 里 给 出 的 “区 域 "、“ 边 界 ” 等 定义 给 予 
太 多 的 关注 ; 他 们 可 以 通过 用 像 平行 四 边 形 、 多 边 形 或 者 椭 贺 这 样 的 初等 区 域 的 术语 来 进行 
思考 而 不 会 失去 什么 . 凸 区 域 是 不 包含 “拓扑 ”困难 的 简单 区 域 . 凸 区 域 有 面积 这 一 结论 是 由 
Minkowski 首先 证 明 的 (Geometrie der Zahlen, 第 2 章 ). 

3.10 节 ， Minkowski 的 第 一 个 证 明 可 以 在 Geometrie der Zahlen, 73-76 中 找到 , 他 的 第 
二 个 证 明 给 出 在 Diophantische Approrimationen, 28-30 中 . Mordell 的 证 明 是 在 Compositio 
Math. 1(1934), 248-253 中 给 出 的 . 另外 一 个 有 趣 的 证 明 是 由 Haj6s, Acta Univ. Hungaricae 
(Szeged), 6(1934), 224-225 给 出 的 , 这 在 本 书 第 1 版 中 作 了 详尽 的 阐述 . 
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4.1 概 论 


如 同 在 分 析 教 科 书 中 解释 的 那样 ,“ 无 理 数 ” 的 理论 被 划分 在 算术 范围 之 外 . 数 
论 首先 是 研究 整数 , 接 下 来 是 研究 有 理 数 ( 它 可 以 看 成 是 整数 之 比 ), 然后 才 是 特殊 
形式 的 无 理 数 、 实 数 或 者 复数 , 比如 
7 十 sSV2，r 十 sV 二 5， 
其 中 r 和 s 是 有 理 数 . 数论 一 般 并 不 研究 全 体 无 理 数 或 者 无 理性 的 一 般 判 别 法 ( 尽 
管 这 是 一 个 我 们 并 不 很 重视 的 限制 ). 
然而 , 还 有 许多 无 理性 的 问题 可 以 看 成 是 算术 的 一 部 分 . 关于 有 理 数 的 定理 可 
以 被 重新 表述 成 关于 整数 的 定理 . 因此 , 定理 
3 十 53 二 3 没有 有 理 数 解 ” 
可 以 被 重新 表述 成 下 述 形式 : 
“a3d3 + b3c3 = 3b3d3 没有 整数 解 ”. 
对 于 涉及 “无 理性 ”的 许多 定理 而 言 , 同样 也 可 以 进行 重新 表述 . 比如 说 
“V3 是 无 理 数 ” (P) 
的 含义 是 
“a2 = 2b? 没有 整数 解 ”， (@) 
这 样 它 就 作为 一 个 真正 的 算术 定理 出 现 了 . 我 们 用 不 着 超出 算术 的 正常 范围 就 可 
以 问 :“V5 是 无 理 数 吗 ? ", 而 且 也 不 必 问 “V5 有 什么 意义 ? ”. 我 们 不 需要 对 单个 
符号 V2 作 任何 解释 , 因为 (P) 的 意义 是 作为 一 个 整体 定义 的 , 且 与 (@) 的 含义 相 
同 ?. 
本 章 将 研究 问题 
“z 是 有 理 数 还 是 无 理 数 ?”， 
这 里 z 是 一 个 像 V3, e 或 者 r 这 样 的 数 , 这 些 数 很 自然 地 出 现在 分 析 中 . 


4.2 ”已 知 的 无 理 数 


我 们 考虑 的 问题 一 般 来 说 是 很 困难 的 , 只 对 少数 不 同类 型 的 数 z 找到 了 问题 
的 解答 . 在 本 章 里 , 我 们 仅 把 注意 力 集中 在 几 个 最 简单 的 情形 , 不 过 , 首先 对 这 方面 


@@ 简 言 之 , 这 里 V3 可 以 在 Principia Mathematica 的 意义 下 作为 “不 完全 的 符号 ”来 处 理 . 
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已 知 的 结果 给 出 一 个 概述 也 许 更 加 方便 . 这 个 陈述 必定 是 粗略 的 , 因为 任何 精确 的 
陈述 都 需要 我 们 在 此 基础 上 进行 定义 . 

广义 地 说 , 在 分 析 中 出 现 的 各 种 数 之 中 ， 有 两 种 类 型 的 数 的 无 理性 已 经 得 到 
确认 . 

(a) 代数 无 理 数 .V3 的 无 理性 是 由 Pythagoras 或 者 他 的 学 生 证 明 的 , 后 来 希 
腊 数学 家 把 这 个 结论 推广 到 了 V3 及 其 他 的 平方 根 . 现在 容易 证 明 : 一 般 来 说 , 对 
整数 m 和 N，3YN 都 是 无 理 数 . 更 一 般 地 , 由 整 系数 代数 方程 所 定义 的 数 , 除了 
“明显 ”是 有 理 数 的 以 外 , 可 以 用 Gauss 的 一 个 定理 证 明 它们 都 是 无 理 数 . 我 们 要 
在 4.3 节 中 来 证 明 这 个 定理 (定理 45). 

(b) 数 e 和 以 及 由 它们 得 出 的 数 . 容易 证 明 e 是 无 理 数 ( 见 4.7 节 ). 证 明 很 
简单 , 且 只 涉及 该 定理 后 来 的 推广 中 所 含 的 最 基本 的 思想 . x 是 无 理 数 , 但 对 此 并 没 
有 真正 简单 的 证 明 . e 和 x 的 所 有 窝 以 及 e 和 x 的 有 理 系数 多 项 式 都 是 无 理 数 . 像 

ev5， ev5， Vie¥i, ln2 
这 样 的 数 都 是 无 理 数 . 我 们 将 在 第 11 章 中 (11.13 节 至 11.14 节 ) 回 过 头 来 讨论 这 
个 问题 . 

直到 1929 年 才 发 现 了 一 些 定理 , 它们 在 所 有 重要 的 方面 都 超越 了 11.13 节 至 

11.14 节 中 的 那些 结果 . 最 近 又 有 大正 明 了 全 有 某 些 种 类 的 数 也 是 无 理 数 , 诸如 数 
6 

就 位 列 其 中 . 而 像 
-2 mV 


以 及 “Euler 常数 "72 这 样 的 数 的 无 理性 仍 未 得 到 证 明 . 


4.3 ” Pythagoras 定理 及 其 推广 


首先 要 来 证 明 
定理 43(Pythagoras 定理 ) ”V2 是 无 理 数 . 


我 们 将 对 此 定理 给 出 两 个 证 明 . 这 个 定理 及 其 最 简单 的 推广 (虽然 其 价值 微 不 
足 道 ) 仍 值得 深入 研究 . 古 希腊 关于 比例 的 理论 以 同 种 的 量 一 定 是 可 公 度 的 这 一 假 
设 作为 基础 , 是 Pythagoras 的 发 现 揭示 了 这 个 理论 的 缺陷 , 从 而 为 Budoxus 建立 
更 为 深入 的 理论 ( 见 《几何 原本 》 第 5 卷 ) 打通 了 道路 . 

(i) 第 一 个 证 明 . 如 果 V3 是 有 理 数 , 那么 方程 

a2 = 2b? (4.3.1) 
就 有 整数 解 a,b, (a,5) = 1. 故 有 bla?, 于 是 对 b 的 任何 素 因子 p 都 有 pla?. 由 此 推 
出 有 pla. 既然 有 (a,5) = 1, 这 是 不 可 能 的 . 从 而 有 5 = 1, 而 这 显然 也 是 错误 的 . 


D7= lim (an 
no0 2 n 
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(站) 第 二 个 证 明 . Pythagoras 的 传统 证 明 叙 述 如 下 . 由 (4.3.1) 可 以 看 出 a? 是 
偶数 , 于 是 a 也 是 偶数 , 也 即 a = 2c， 从 而 刀 = 2c?, 且 b 也 是 偶数 , 这 与 假设 
(a,b) = 1 矛盾 . 

这 两 个 证 明 非 常 相 似 , 不 过 有 一 个 重大 的 区 别 . (ii) 中 考虑 的 是 被 一 个 给 定 的 
数 2 整除 的 性 质 .显然 , 如 果 2|a?, 则 有 2|a, 这 是 因为 奇数 的 平方 必 为 奇数 ， 另 一 
方面 , (i) 中 考虑 的 是 被 未 知 的 素数 p 整除 的 性 质 , 且 事 实 上 假设 了 定理 3 成 立 . 所 
以 从 逻辑 上 讲 (ii) 是 更 为 简单 的 证 明 . 然而 , 下 面 就 会 看 到 , (i) 更 有 助 于 进行 推广 . 

现在 来 证 明 更 一 般 的 定理 . 


定理 44 VN 是 无 理 数 , 除非 N 是 一 个 整数 n 的 m 次 里 . 
(这) 假设 


a™ = Nb™, (4.3.2) 
其 中 (a,b) = 1. 则 有 bla™, 于 是 对 b 的 任何 素 因 子 p 都 有 pla™. 因此 有 pla, 由 此 
与 前 一 样 得 出 有 5 = 1. 可 以 看 出 这 个 证 明 与 定理 43 的 第 一 个 证 明 几乎 完全 一 样 . 
(iv) 为 了 不 用 定理 3 来 对 m = 2 证 明定 理 44, 假设 
VN=a+ 2， 
其 中 obe 是 整数 , 0 < 5b<c 且 b/c 是 使 此 式 为 真 的 具有 最 小 分 子 的 分 数 . 因此 有 
c2N = (ca +b)? = a2c2 + 2abc + b?, 
故而 clb?, 也 即 有 刀 = cd. 从 而 有 
VN =a+ 2 =a+ 人 
以 及 0 < d < 这 是 一 对 矛盾 . 由 此 推 得 VN 是 整数 或 者 是 无 理 数 ， 
一 个 更 为 一 般 的 定理 是 : 
定理 45 如果 是 首 项 系数 为 1 的 整 系数 方程 
zZPm 十 clzm 1 十 … 十 om 一 0 
的 一 个 根 , 那么 7 要 么 是 整数 , 要 么 是 无 理 数 . 
特别 地 , 如 果 方 程 为 


zm—N=0, 

则 定理 45 转化 为 定理 44. 

显然 可 以 假设 cv 关 0. 我 们 如 上 面 的 (iii) 那样 来 进行 讨论 . 如 果 z = a/b, 这 
里 (a,b) = 1, 那么 

am+oamibt+.+cemb™ =0. 

于 是 bla™, 于 是 与 前 面 一 样 推出 6= 1. 

有 可 能 对 一 般 的 m 来 证 明定 理 44, 而 且 不 用 定理 3 也 可 以 证 明定 理 45, 不 过 
这 样 的 论证 要 稍微 元 长 一 点 . 
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4.4 ”基本 定理 在 定理 43~45 证 明 中 的 应 用 


鉴于 4.5 节 中 关于 历史 的 讨论 , 所 以 应 该 特别 注意 在 4.3 节 的 证 明 、 算术 基本 
定理 的 证 明 或 者 “等 价 的 * 定理 3 的 证 明 中 所 用 到 的 东西 . 

定理 44 的 证 明 ( 冶 ) 中 的 关键 推理 是 

“pla™ — pla”. 

这 里 用 到 了 定理 3， 同样 的 说 明 对 定理 43 的 第 一 个 证 明 也 适用 , 唯一 的 简化 是 对 
m = 2 的 情形 . 在 这 些 证 明 中 定理 3 起 着 至 关 重 要 的 作用 . 

在 定理 43 的 第 二 个 证 明 中 情形 有 所 不 同 , 因为 这 里 考虑 的 是 被 特殊 的 数 2 整 
除 的 性 质 . 我 们 需要 “2|a? 一 2|la”, 这 可 以 用 枚 举 法 加 以 证 明 , 而 不 必 求 助 于 定理 
3. 由 于 


(2s 十 1)2 = 4s2 十 4s 十 |， 

如 我 们 已 经 说 明 过 的 , 奇数 的 平方 是 奇数 , 由 此 即 得 结论 . 

对 于 任何 特殊 的 m 和 N, 可 以 用 类 似 的 枚 举 法 来 证 明定 理 44. 比方 说 , 假设 
m = 2, N = 5. 我 们 需要 “5|a? 一 5la”. 现在 任何 不 是 5 的 倍数 的 数 都 有 下 列 形 式 
之 一 : 5m + 1, 5m 十 2, 5m 十 3, 5m 十 4, 这 些 数 的 平方 被 5 除 的 余数 是 1, 4, 4, 1. 

如 果 m = 2, N = 6, 我 们 对 6 的 最 小 素 因子 2 来 进行 讨论 , 其 证 明 与 定理 43 
的 第 二 个 证 明 几乎 完全 一 样 . 对 于 mm = 2 和 

N = 2, 3, 5,6,7,8,10,11,12,13,14,15, 17, 18, 
用 因子 
d= 2, 3,5,2,7,4,2,11,3,13,2,3,17,2 

来 加 以 讨论 : 在 N 是 一 个 奇数 倍数 的 情形 , d 是 N 的 最 小 素 因 子 ; 而 在 N = 8 的 
情形 , d 是 这 个 素 因 子 的 一 个 适当 的 寡 . 对 于 其 中 的 某 些 情形 实地 进行 证 明 是 有 益 
的 , 仅仅 是 在 N 为 素数 时 , 其 证 明 才 完全 按照 原来 的 格式 进行 , 而 如 果 N 的 值 很 
大 , 证 明 会 变 得 繁琐 元 长 . 

可 以 类 似 地 处 理 像 m = 3, N = 2,3 或 者 5 这 样 的 情形 , 但 我 们 仅 限于 讨论 4.5 
节 至 4.6 节 中 所 涉及 的 那些 情形 . 


4.5 历史 杂谈 


我 们 并 不 清楚 是 在 什么 时 候 以 及 由 谁 发 现 了 “Pythagoras 定理 ”. Heath? 说 : “这 
个 发 现 很 难说 是 由 Pythagoras 本 人 做 出 的 . 但 这 个 发 现 肯定 是 在 他 的 学 派 中 做 出 
的 .Pythagoras 生活 在 大 约 公元 前 570 至 前 490 年 . 诞生 在 大 约 470 年 “的 Dem- 
[oy Thomas Heath, A manual of Greek mathematics, 54-55. 引号 中 所 引用 的 内 容 , 除非 特别 指出 是 


其 他 作者 所 作 , 否则 均 取 自 这 本 书 或 者 取 自 同一 作者 的 A history of Greek mathematics 一 书 . 
加 另 一 说 为 公元 前 460 年 。 一 一 译 者 注 
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ocritus 曾经 写 过 “在 无 理 线 以 及 立体 上 ”这 样 的 话 , 并 且 还 说 过 “很 难 拒绝 V2 的 
无 理性 在 Democritus 的 时 代 之 前 就 已 经 被 人 发 现 的 结论 ”. 

看 起 来 在 超过 50 年 的 时 间 里 没有 对 此 定理 作出 推广 . Plato 的 Theaetetus 这 篇 
对 话 中 有 一 段 很 著名 的 论述 , 其 中 提 到 Theodorus(Plato 的 老师 ) 证 明了 
的 无 理性 ,“( 他 ) 取 所 有 个 别 的 情形 一 直 做 到 17 平方 英尺 的 平方 根 ， 就 在 这 儿 ， 
由 于 某 种 原因 , 他 止步 不 前 , 停 了 下 来 "， 对 此 我 们 缺乏 确切 的 信息 ,而且 我 们 对 
Theodorus 的 其 他 发 现 也 一 无 所 知 , 但 是 Plato 生活 在 公元 前 429 至 前 348 年 , 因 
而 这 项 发 现 的 合理 日 期 应 该 是 在 公元 前 大 约 410 至 前 400 年 . 

至 于 Theodorus 如 何 证 明 他 的 定理 , 这 个 问题 使 每 个 历史 学 家 都 绞 尽 了 脑汁 . 
自然 会 猜想 他 是 用 了 如 同 在 4.4 节 里 讨论 过 的 Pythagoras “传统 ” 方法 的 某 种 修改 . 
在 那 种 情形 中 , 由 于 他 不 可 能 已 经 知道 基本 定理 ,” 而 且 他 也 不 可 能 知道 Buclid 的 
定理 3 , 因而 他 可 能 像 我 们 在 4.4 节 末尾 讨论 的 那样 来 进行 论证 . 对 此 的 反对 意见 
是 (反对 意见 系 由 Zeuthen 和 Heath 这 样 的 历史 学 家 给 出 ): (i) 这 个 证 明 非 常 明显 
地 采用 了 对 于 V3 的 证 明 , 因而 不 应 该 被 看 成 新 东西 ; (ii) 早 在 证 明 V17 之 前 就 明 
显 可 以 看 出 , 这 个 证 法 是 通用 的 . 然而 , 对 于 这 种 观点 , 应 该 注意 到 Theodorus 不 得 
不 重新 考虑 每 个 不 同 的 d, 且 处 理 VII、V13 以 及 V17( 在 V17 之 后 还 潜藏 有 V19 
和 V23) 时 的 工作 量 非常 大 , 这 才 是 公正 的 . 

然而 , 有 关 Theodorus 的 证 明 方法 还 有 另外 两 个 猜想 . 这 些 方法 非常 复杂 , 一 
个 是 在 V17, 另 一 个 是 在 V19. 它们 中 的 哪 一 个 与 希腊 词汇 Uexpr[ 它 被 Heath 翻 
译 成 “直到 ”, 它 的 含义 是 指 “ 直 到 且 不 包含 " 还 是 “直到 且 包 含 "(“through” 一 词 的 
美国 用 法 ) 呢 ?] 的 精确 含义 关系 更 密切 呢 ? 正统 的 学 者 们 告诉 我 前 者 更 有 可 能 , 如 
果 是 这 样 , 下 面 的 由 McCabe 提出 的 方法 就 是 一 个 很 有 可 能 的 证 法 . 它 的 优点 是 本 
质 上 依赖 于 奇数 和 偶数 之 间 的 区 别 , 这 在 古 希腊 数学 中 是 很 重要 的 . 

对 N 的 连续 值 考虑 VV, 由 于 Theodorus 已 经 处 理 了 Vn, 所 以 他 可 能 会 忽略 
N = dn 的 情形 . N 的 其 他 偶数 值 形 如 2(2n+1), 而 V3 的 证 明 可 以 立即 推广 到 这 种 
情形 . 这 样 一 来 , 我 们 只 需要 考虑 N 为 奇数 的 情形 . 对 这 样 的 N, 如 果 VN = a/b 
且 (wb = 1, 我 们 就 有 Nb? = a?, 且 a 和。 两 者 必定 均 为 奇数 . 记 a = 24 + 1， 
b= 二 2B + 1, 于 是 就 得 到 


N(24+1)?= (2B+1)>. 
数 NN 必定 有 下 述 形式 之 一 : 
An+3,， 8n+5, 8n+1. 
如 果 N = 4n + 3, 将 该 等 式 乘 开 并 除 以 2 就 得 到 
8nA(A+1)+6A(A+1)+2n+1=2B(B+1), 
这 是 不 可 能 的 , 因为 它 的 一 边 是 奇数 , 而 另 一 边 却 是 偶数 . 如 果 N = 8n +5, 再 次 将 


@ 有 关 这 一 点 的 进一步 讨论 , 见 12.5 节 . 
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该 等 式 乘 开 并 除 以 4 就 有 
8nA(A+1)+5A(A+1)+2n+1= B(B+1), 
这 仍然 是 不 可 能 的 , 因为 4(4 +1) 和 B(B +1) 都 是 偶数 . 

剩 下 的 是 形 如 8n +1 的 数 , 也 即 1,9,17,…, 其 中 1 和 9 是 平凡 的 , 困难 首先 

出 现在 N = 17 上 . 如 前 面 一 样 进行 讨论 , 得 到 方程 

17(B?+B)+4= A?+ 有 A4, 
它 的 两 边 都 是 偶数 ， 这 样 就 必须 考虑 多 种 可 能 性 , 因而 问题 就 变 得 复杂 多 了 ，( 读 
者 不 妨 动 手 尝试 一 下 .) 因此 , 如 果 这 就 是 Theodorus 的 方法 , 他 会 很 自然 地 恰好 在 
V17 之 前 止步 . 

Zeuthen 提出 一 个 有 意思 的 方法 , 这 个 方法 涉及 经 过 几 个 变换 后 开始 无 限 循环 
的 比值 , 这 就 引导 出 一 个 反 证 法 . 这 项 工作 一 直 延 伸 到 17 并 包含 17, 而 18 当然 是 
平凡 的 , 但 是 19 在 达到 无 限 循环 的 链 之 前 需要 8 个 比值 . 我 们 在 4.6 节 中 要 给 出 他 
对 V5 的 证 明 . 但 是 , 即使 yexpr 在 这 段 文字 中 的 含义 是 “直到 且 包 含 ", Plato 或 
许 更 有 理由 说 过 “直到 且 包 含 18”. 总 而 言 之 , McCabe 的 猜想 看 起 来 是 最 合理 的 . 
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Zeuthen 提出 的 证 法 随 着 数 的 变化 而 变化 . 其 变化 本 质 上 依赖 于 表示 VN 的 
周期 连 分 数 ? 的 形式 , 我 们 取 最 简单 的 情形 (N = 5) 作为 一 个 有 代表 性 的 例子 . 
用 


和 关 3(V5 5) 
来 进行 讨论 . 这 样 就 有 
Z2 一 1 一 2Z. 
从 几何 上 说 , 如 果 4B = 1 4C = z, 那么 
4C2 = AB.CB 


且 4B 被 C 点 划分 成 “黄金 分 割 比 例 ` 这 些 关系 在 圆 内 接 正 五 边 形 的 构造 中 是 基 
本 的 (Euclid《 几 何 原本 》 第 4 卷 , 命题 11). 

如 果 用 z 来 除 1, 取 最 大 可 能 的 整数 商 , 也 就 是 12, 余数 是 1 - z = z2. 如 果 用 
z2 来 除 z, 商 再 次 为 1, 而 余数 是 z - z2 = z3. 接 下 去 再 用 za 来 除 zx?, 并 无 限 继续 
这 个 过 程 . 在 每 一 步 , 被 除数 、 除 数 以 及 余数 的 比值 都 是 同样 的 . 从 几何 上 说 , 如 果 
取 CGi 与 CB 相等 且 方 向 相反 , C4 在 Ci 被 分 成 的 比例 与 4B 在 C 被 分 成 的 比 
例 相同 , 也 即 黄金 分 割 比 . 如 果 取 CiCs 与 C14 相等 且 方向 相反 , 那么 C1C 在 C2 


轿 见 10.12 节 . 
加 因为 112<z<1. 
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被 分 成 黄金 分 割 比 . 如 此 下 去 ( 见 图 4)?. 由 于 每 一 步 我 们 都 在 处 理 被 分 成 同样 比 
例 的 线段 , 故而 这 个 过 程 是 不 可 能 终结 的 . 


4A [0 G C [ed 
t + + -一 一 


Ja 


图 4 


容易 看 出 , 这 与 z 的 有 理性 的 假设 矛盾 . 如 果 z 是 有 理 数 , 那么 4B 和 4C 都 
是 同一 个 长 度 5 的 整 倍数 , 同样 的 结论 对 
CIC=CB=4-4C，Cica =4C =4C -CC 
也 为 真 , 也 就 是 说 , 所 有 这 些 线段 都 在 该 图 中 .因此 可 以 构造 一 个 由 5 的 整 倍数 组 
成 的 递减 的 无 穷 序列 , 而 这 显然 是 不 可 能 的 . 


4.7 更 多 的 无 理 数 


根据 定理 44 可 以 知道 , V7, 82, Vil.…. 都 是 无 理 数 . 根据 定理 45, z = VZ+ 


V3 是 无 理 数 , 这 是 因为 它 不 是 整数 且 满 足 方程 
z4—10z2+1=0. 


如 同 我 们 将 在 第 9 章 和 第 10 章 中 看 到 的 那样 , 可 以 利用 十 进 制 小 数 或 者 连 分 数 任 
意 地 构造 出 无 理 数 . 但 是 , 如 果 没 有 我 们 在 11.13 节 和 11.14 节 要 证 明 的 那些 定理 ， 
要 想 把 在 分 析 中 自然 出 现 的 许多 数 添加 到 我 们 的 无 理 数 行列 中 来 , 可 不 是 一 件 容易 
的 事 . 

定理 46 ”lg2 是 无 理 数 . 

这 个 结论 是 平凡 的 , 因为 

lg2= 和 

就 蕴含 2* = 10", 而 这 是 不 可 能 的 . 更 一 般 地 , logn mm 是 无 理 数 , 如 果 m 和 m 是 整 
数 , 且 二 者 中 的 一 个 数 有 一 个 另 一 个 数 所 没有 的 素 因 子 . 

定理 47 e 是 无 理 数 . 


假设 e 是 有 理 数 , 比方 说 e = a/b, 其 中 c 和 是 整数 . 如 果 大 > 且 


£ 1 1 
a= 则 (e-1- 直 -让 一 …' 一 动 )， 
那么 blk! 和 a 是 一 个 整数 . 但 是 
0 1 + 
oT Frit (r+2) K+i™ (kt+1)? 及 
QD CaCs 与 CzC 相等 且 方 向 相反 , CaC 与 CaC1 相等 有 方向 相反 ,.….…， 所 定义 的 新 线 肌 交 普 地 向 


左边 和 右边 进行 度量 . 
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而 这 是 一 对 矛盾 . 
在 这 个 证 明 中 , 假设 定理 不 真 , 从 而 推导 出 a(i) 是 整数 , (ii) 是 正 数 ，(iii) 小 于 
1, 这 就 得 到 一 个 明显 的 矛盾 . 通过 对 同样 思想 的 更 加 复杂 的 应 用 再 来 证 明 两 个 进 
一 步 的 定理 . 
对 任意 的 正 整数 n, 记 
zl-zn 1 
f=f(%)=— me", 
其 中 cm 为 整数 . 对 0<z < 1 我 们 有 
0< f(z) < 证 (47.1) 
又 有 f(0) = 0 以 及 fm)(0) = 0( 如 果 m <n 或 者 m > 2n). 但 是 ,如 果 n < m < 2n， 
那么 


m=n 


Jo = on 
是 一 个 整数 , 因此 f(z) 和 它 的 所 有 导数 在 z = 0 时 都 取 整 数值 . 由 于 f(1 - >) = 
f(z), 故 同样 的 结论 对 > = 1 也 为 真 . 
定理 48 ”对 每 个 有 理 数 多头 0, ey 都 是 无 理 数 . 
如 果 y = h/k 且 ev 是 有 理 数 , 则 eky = en 亦 然 . 再 次 , 如 果 e-* 是 有 理 数 , 则 
eh 亦 然 . 于 是 只 要 证 明 “如 果 h 是 正 整数 , 则 en 不 可 能 是 有 理 数 " 就 够 了 . 假设 此 
结论 不 真 , 则 有 en = a/b, 其 中 a 和。 都 是 正 整数 . 记 
F(z) = hanf(z) — hi2n-11(z)+ — hf "D(z) + f(z), 
从 而 F(0) 和 F(1) 都 是 整数 . 我 们 有 
让 {esF(z)} = ehz {hF(z) + F’(z)} = hantleh® f(z). 
于 是 | 
o| hantlehs f(z)dz = b [e**F(z)] | = aF(1) — bF(0) 
0 
是 一 个 整数 . 但 由 (4.7.1) 知 , 对 足够 大 的 n 有 


1 bh?: h 
0< o| ji2n+liehz f(z)dz < 
1 


二 时 
这 是 一 对 矛盾 . 
定理 49 x 和 ze 是 无 理 数 . 


设 m? 是 有 理 数 , 则 有 x? = a/b, 其 中 a 和 6b 都 是 正 整 数 . 记 
G(z) =b" {r2nf(z) 一 ri2n-2j(z) + 2n-4j()(z) 一 … 十 (—1)"f(2n(z)} 
从 而 G(0) 和 G(1) 都 是 整数 . 有 
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{G'(z) sin rz — xG(z) cos rz} 


={G"(z) + mG(z)} sin rz = 加 rr2n+27(z) sin zz 


=ma" sinnzf(z). 


于 是 


1 


—G(z) cosza] = G(0) +G(1) 


CG'(z) sinrz 
" 0 


直 ansinmzj(z)dz = [ 
o 
是 一 个 整数 . 但 是 由 (4.7.1) 知 , 对 足够 大 的 n 有 

0< | ansinrzjf(z)dz < 0 < 


这 是 一 对 矛盾 
本 章 附 注 


4.2 节 , e 和 xt 的 无 理性 是 由 Lambert 在 1761 年 证 明 的 ; 而 er 的 无 理性 是 由 Gelfond 
在 1929 年 证 明 的 . 见 第 11 章 的 “本 章 附 注 ”. 

4.3 节 至 4.6 节 . 对 希腊 数学 感 兴趣 的 读者 请 参看 4.5 节 中 提 到 的 Heath 的 书 , 也 见 van 
der Waerden, Science Awakening(Gronnigen, Nordhoff, 1954) 以 及 Knorr, Evolution of the 
Euclidean Elements(Boston, Reidel, 1975). 有关 McCabe 关于 Theodorus 的 证 明 方 法 的 猜 
想 , 请 见 McCabe, Math. Mag. 49(1976), 201-203. 

我 们 并 未 给 出 专门 的 参考 文献 , 也 不 打算 对 希腊 定理 指定 它们 真正 的 发 现 者 . 所 以 我 们 是 
在 用 “Pythagoras” 来 代表 “Pythagoras 学 派 的 某 些 数学 家 ”. 

4.3 节 ，Alexander Oppenheim 覆 士 发 现 了 定理 44 的 证 明 (iv)( 由 R. Rado 教授 作 了 改 
进 ), 而 定理 45 的 对 应 的 证 明 参见 4.3 节 的 末尾 . 在 Gauss, D.4. 一 书 第 42 章 中 对 定理 45 
以 更 一 般 的 形式 给 出 了 证 明 . 

4.7 节 . 我 们 给 出 的 定理 48 的 证 明基 于 Hermite 的 证 明 (Guvres, 3, 154), 而 我 们 给 出 的 
定理 49 的 证 明基 于 Niven 的 证 明 (Bulletin Amer. Math. Soc. 53(1947), 509). 

根据 定理 49， 

oo i 
6)= 沁 二 = 三 


是 无 理 数 , 又 根据 定理 205, 4(4) = - 也 是 无 理 数 , 且 对 所 有 正 的 偶数 m, C(m) 之 值 亦 然 . 然 
而 , 当 mm 取 奇 数值 时 却 知之 其 少 ，Apéry(1978) 证 明了 (3) 是 无 理 数 ; 作为 一 个 短小 精 悍 的 
证 明 , 见 Beukers(Bull，London Math， Soc. 11(1979), 268-272). 现在 , 人 们 仍 不 知道 《(5) 
是 否 是 无 理 数 . 不 过 , Ball 与 Rivaoal(Inventiones Math. 146(2001), 193-207) 证 明了 : 序列 
6(3), 6(5), 6(7), 6(9), ee» 中 含有 无 穷 多 个 无 理 数 . 
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5.1 ”最 大 公约 数 和 最 小 公 倍数 
我 们 已 经 定义 了 两 个 数 a 和。 的 最 大 公约 数 (a, 中. 关于 这 个 数 有 一 个 简单 的 
公式 . 
分 别 用 min(z,y) 和 max(z,y) 表示 z 和 y 中 较 小 的 和 较 大 的 那个 数 . 例如 ， 
min(1,2) = 1， max(1,1) =1. 
定理 50 ”如 果 
a=T[]r* (e>o? b=IIr (8>0), 
了 卫 
那么 
(5) = TIr™™. 
F 
本 定理 是 定理 2 以 及 最 大 公约 数 (a,5) 的 定义 的 直接 推论 . 
两 个 整数 a 和 b 的 最 小 公 倍 数 (least common multiple) 是 同时 能 被 c 和 整 
除 的 最 小 正 数 . 用 {a,5} 来 表示 , 于 是 有 


al{a,b}, bl{a,b}, 
并 且 {a,8} 是 有 此 性 质 的 最 小 的 数 . 


定理 51 在 定理 50 的 记号 下 , 有 
{a,5} = Tr™™®. 
了 
由 定理 50 和 定理 51 可 以 推出 
定理 52 。 {0,8} = [的 


四 符号 
I fw) 
7 
表示 取 饥 p 的 所 有 素数 值 的 乘积. 而 符号 
II yw) 


plm 
则 表示 取 遍 所 有 整除 mm 的 素数 的 乘积 . 在 定理 50 的 第 一 个 公式 中 , 除非 有 pla, 否则 相应 的 a 等 于 0 
(从 而 该 乘积 中 实际 上 只 有 有 限 项 ). 也 可 以 将 它 写成 
a 一 IIr", 
Pla 


此 时 的 每 个 a 都 是 正 数 . 
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如 果 (a,b) = 1, 则 称 a 与 5 互 素 (coprime). 诸 数 a,b,c,-… ,大 称 为 互 素 的 , 如 果 
其 中 任意 两 个 数 都 互 素 . 说 这 些 数 是 互 素 的 要 强 于 说 
(o b, c, -… , k)=1, 
后 者 仅 表示 除了 1 以 外 , 不 存在 其 他 的 数 能 同时 整除 ,bc … ,k 中 所 有 的 数 . 
有 时 候 我 们 说 “o 和 b 没有 公约 数 ” 是 指 它们 没有 大 于 1 的 公约 数 , 也 即 它们 
互 素 . 


5.2 ” 同 余 和 剩余 类 
如 果 m 是 一 a 的 一 个 因子 , 就 说 = 和 o 关于 模 m 同 余 , 并 记 为 


z=a (mod m). 

这 个 定义 并 没有 引进 任何 新 的 思想 , 因为 “z = a (mod m)” 和 “ml(z - ao)” 有 同样 
的 含义 , 但 是 每 一 种 记号 都 有 它 自 己 的 优点 . 我 们 已 经 在 2.9 节 中 使 用 “ 模 " 这 个 
词 表 示 另 外 的 意义 , 但 是 这 种 多 义 性 不 会 产生 任何 混淆 ”. 

用 z 关 a (mod m) 表示 z 和 a 不 同 余 . 

如 果 z 三 a (mod m), 那么 a 就 叫做 z 模 mm 的 一 个 剩余 (residue). 若 0 < ao 和 
m 一 1, 那么 a 称 作 是 z 模 m 的 最 小 剩余 (least residue)?， 因 此, 关于 模 m 同 余 
的 两 个 数 a 和 就 有 相同 的 剩余 (mod m). 模 m 的 一 个 剩余 类 (class of residue) 
是 由 与 某 个 给 定 的 剩余 (mod m) 同 余 的 所 有 数 所 组 成 的 一 个 类 , 这 个 类 的 每 一 个 
成 员 都 叫做 这 个 类 的 一 个 代表 (representative). 显然 , 总 共有 m 个 剩余 类 , 它们 分 
别 由 


人 
作为 代表 . 这 m 个 数组 成 的 集合 , 或 者 任何 m 个 分 别 属于 这 m 个 剩余 类 的 数 
组 成 的 一 个 集合 , 都 称 为 模 m 的 一 个 完全 剩余 系 (complete system of incongruent 
residues to modulus m), 或 简称 为 模 m 的 一 个 完 系 (complete system). 

同 余 在 日 常生 活 中 具有 极为 重要 的 实用 性 . 比如 ,“ 今 天 是 星期 六 ”就 是 从 某 个 
确定 的 日 期 开始 所 经 过 的 天 数 关 于 模 7 的 一 个 同 余 性 质 , 这 个 性 质 通常 要 比 从 某 
个 时 间 点 (例如 创 世 伊 始 ) 开始 所 经 过 的 天 数 重要 得 多 . 课程 表 和 列车 时 刻 表 同样 
也 是 同 余 表 , 课程 表 中 涉及 的 模 是 365、7 和 24. 

想 知 道 发 生 了 某 个 特定 事件 的 某 一 天 究竟 是 星期 几 , 实际 上 就 是 对 模 7 解 一 
个 算术 问题 . 在 这 样 的 算术 中 , 同 余 的 数 是 等 价 的 , 因此 这 种 算术 完全 是 有 限 的 系 
统 , 其 中 所 有 的 问题 都 可 以 通过 尝试 来 获得 解答 . 例如 , 一 个 讲座 每 两 天 举办 一 次 
(包括 星期 天 ) 且 第 一 次 讲座 在 星期 一 举行 , 那么 第 几 次 讲座 首次 在 星期 二 举办 呢 ? 
如 果 这 次 讲座 是 第 = + 1 次 , 那么 有 

@ 一 词 双 用 是 有 意 的 , 这 是 因为 “关于 一 个 数 作成 的 模 的 同 余 ”这 一 概念 要 在 这 个 理论 的 后 面 阶段 中 才 


会 出 现 , 虽然 我 们 在 本 书 中 不 会 用 到 这 个 概念 - 
@ 严格 地 说 , 应 该 是 指 最 小 非 负 剩余 
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2z =1 (mod 7), 
通过 尝试 可 以 求 得 最 小 的 正 数 解 是 
z=4. 
从 而 第 五 次 讲座 将 会 在 星期 二 开讲 , 而 且 这 也 将 是 第 一 次 在 星期 二 举办 的 讲座 . 
类 似 地 , 可 以 用 尝试 法 求 得 同 余 式 
z2 三 1 (mod 8) 
有 4 个 解 , 即 为 
2z 三 1,3,5,7 (mod 8). 
有 时 候 , 即使 出 现 的 变量 不 是 整数 , 我 们 也 使 用 同 余 符号 , 这 样 做 有 时 是 很 方 
便 的 . 比方 说 , 只 要 z -y 是 z 的 整数 倍 , 就 可 以 写成 
zz 三 y (mod z)， 
例如 , 这 样 就 有 


3 (mod 1)， —x = x (mod 2r). 


1 
2 

5.3 ” 同 余 式 的 初等 性 质 
显然 , 对 于 给 定 的 模 m, 同 余 式 有 如 下 性 质 : 
(i)ja=6— b=a; 


(ia 三 六 5 三 c 一 0 三 G 
(ii)ja=a, b= oat+b=a +b. 


机 ， 
如 此 类 推 . 最 后 ， 如 果 gla, 5b,…) 为 任意 的 整数 系数 多 项 式 , 就 有 

(vi) $la,b,…:) = Pa’, b,**). 

定理 53 ”如 果 a 三 b (mod m) 以 及 a 三 b (mod n), 那么 a 三 b (mod 
{m,n}). 特别 , 如 果 (m,n) = 1, 那么 a 三 b (mod mn). 

这 可 以 由 定理 50 推出 . 如 果 ze 是 能 够 整除 {m,n} 的 了 的 最 高 蜂 , 那么 pr|m 
或 者 peIn, 于 是 有 prl(a 一 5). 这 对 于 {m,n} 的 每 个 素 因子 来 说 都 成 立 , 故而 

tiod (rnl). 

这 条 定理 很 容易 推广 到 任意 多 个 同 余 式 的 情形 . 


5.4 ”线性 同 余 式 


5.3 节 介 绍 的 性 质 (i) 至 性 质 (vi) 与 普通 的 代数 方程 的 性 质 相像 , 但 是 我 们 很 
快 就 会 遇 到 它们 之 间 的 一 个 差别 . 下 面 的 性 质 在 同 余 式 中 就 未 必 成 立 : 
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ka=ka’—a=a’. 
比如 
2 x2=2x4 (mod 4), 
但 是 
2 去 4 (mod 4). 

接 下 来 我 们 要 研究 在 这 个 方向 上 有 什么 结果 是 成 立 的 . 

定理 54 如 果 (k,m) =d, 那么 

ja 三 Ka' (mod m)— a=a’ (mod 3) . 
反 过 来 也 成 立 ， 
因为 (k,m) = d, 则 有 
k=kid, m=md, (ki,mi)=1. 


那么 
ka 一 ka _ ki(a—a’) 


m m1 
又 因为 (ta,ma) = 1, 故 有 
mlka ~ ka' 三 mala 一 ao 
这 就 证 明了 定理 . 特别 地 , 有 
定理 55 ”如 果 (k,m) =1, 那么 
ka = ka’ (mod m) = a = a’ (mod m). 
反 过 来 也 成 立 . 
定理 56 ”如 果 a1,a2,… ,am 是 模 m 的 一 个 完全 剩余 系 , 且 有 (k,m) 二 1, 那 
么 kai,kaz,… ,kam 也 是 模 mn 的 一 个 完全 剩余 系 . 
根据 定理 55, 由 kai - kaj = 0 (mod m) 可 以 推导 出 a; - ui 三 0 (mod m), 这 
只 有 当 i=; 时 才 可 能 成 立 . 更 一 般 地, 如 果 (k,m) = 1, 那么 
kar + 1 (7 = 1,2,3,... ,m) 
也 是 模 m 的 完全 剩余 系 . 
定理 57 如 果 (k,m)=d, 那么 
kz 三 ! (mod m) (5.4.1) 
有 解 ， 当 且 仅 当 dll, 且 有 解 时 它 恰 有 d 个 解 . 特别 地 , 如 果 (k,m) = 1, 那么 该 同 余 
式 只 有 一 个 解 . 
定理 57 中 的 同 余 式 等 价 于 


kzr—my=1, 


加 这 里 :二 ' 是 逻辑 等 价 的 符号 : 如 果 己 和 Q 都 是 命题, 那么 P = Q 成 立 当 且 仅 当 P 一 @ 以 及 
Q@ 一己 成 立 . 
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因此 , 这 个 结果 部 分 地 包含 在 定理 25 之 中 . 当 我 们 说 到 同 余 式 “ 恰 有 d 个 ” 解 的 时 
候 , 自然 理解 成 把 同 余 的 解 看 成 是 同样 的 解 . 

如 果 d= 1, 定理 57 就 是 定理 56 的 推论 . 如 果 d > 1, 则 同 余 式 (5.4.1) 显然 是 
不 可 解 的 , 除非 有 dli. 如 果 dll, 那么 

m=dm’, k=dk, l=dl, 
故而 该 同 余 式 等 价 于 
rz 三 有 (mod m’). (5.4.2) 
由 于 (km/) =1, 所 以 (5.4.2) 恰 有 一 个 解 . 如 果 这 个 解 是 
z=t (mod m’), 
那么 
z=t+ym’, 

而 (5.4.1) 的 完全 解 集 就 可 以 通过 给 y 取 所 有 的 值 来 求 得 , 这 里 y 的 取 值 要 使 得 诸 
t+ ym/ 关于 模 mm 互 不 同 余 . 


由 于 
t+ym’=t+zm’ (mod m)=mlm’(y— 2z)=dl(y — 2z), 
从 而 恰 有 d 个 解 , 这 些 解 可 以 表示 成 
tt+m’, t+ 2m, ,t+ (d— Lm’. 
这 就 证 明了 定理 . 


5.5 Euler 函数 9(m) 
用 4(m) 来 记 不 大 于 mm 的 正 整数 中 与 m 互 素 的 整数 的 个 数 , 也 就 是 说 满足 


0<ngm, (nm)=1° 

的 整数 n 的 个 数 ， 如 果 a 与 m 互 素 , 那么 任何 一 个 与 a 同 余 (mod m) 的 数 zx 
也 与 m 互 素 . 于 是 有 %(m) 个 与 m 互 素 的 剩余 类 , 从 每 个 这 样 的 剩余 类 中 任 取 一 
个 数 所 得 到 的 任何 一 组 $(m) 个 剩余 作成 的 集合 都 称 为 一 个 与 m 互 素 的 完全 剩余 
系 (complete set of residues prime to m)” 一 个 这 样 的 完全 系 是 wm) 个 小 于 mm 且 
与 m 互 素 的 数组 成 的 集合 . 

定理 58 ”如 果 al,az,… ,ap(m) 是 一 个 与 m 互 素 的 完全 剩余 系 , 且 (k,m) = 1， 
那么 

kai, Fa2，… ,kag(m) 

仍然 是 一 个 与 m 互 素 的 完全 剩余 系 . 

显然 , 第 二 组 数 也 都 与 m 互 素 , 且 如 同 定理 56 的 证 明 中 那样 , 它们 中 没有 任 
何 两 个 数 是 同 余 的 . 


@ 仅 当 m = 1 时 mm 才 可 能 等 于 m. 此 时 有 4(1) = 1. 
@ 现代 的 数论 著作 中 不 再 用 这 个 术语 , 而 改称 它 是 一 个 模 mm 的 缩 剩余 系 (或 简化 简 余 系 ). 一 一 译 者 注 


52 第 5 章 同 余 和 剩余 


定理 59 ”假设 (mmm') = 1, 且 a 取 遍 模 m 的 一 个 完全 剩余 系 , a' 取 遍 模 mm/ 
的 一 个 完全 剩余 系 . 那么 arn + am' 取 遍 模 mnm' 的 一 个 完全 剩余 系 . 


这 里 有 mm 个 数 a'm + am 如 果 


aim+ am’ 三 a27m 十 a2m’ (mod mm’), 


那么 
am’ = a2mm (mod m), 
所 以 
al 三 az (mod m). 
类 似 地 有 


a = 4 (mod m/). 
从 而 这 mm’ 个 数 都 是 互 不 同 余 的 , 于 是 它们 构成 了 模 rm’ 的 一 个 完全 剩余 系 . 
一 个 函数 f(m) 称 为 是 积 性 的 , 如 果 (m,m/) = 1 就 理 含 
fmm’) = f(m)f(m’). 
定理 60 ”p(n) 是 积 性 的 . 
如 果 (m,m’) = 1, 那么 根据 定理 59 可 知 , 当 a 和 a’ 分 别 取 遍 模 m 和 模 m’ 的 
完全 剩余 系 时 , a'm + am/' 取 遍 模 mm’ 的 一 个 完全 剩余 系 . 又 有 
(amt+am,mm’)=1=(am+am,m)=1, (dm+am,m)=1 
=(am,m)=1, (am,m’)=1 
(am)=1, (a,m’)=1. 
从 而 这 bp(mm’) 个 小 于 mm' 且 与 mm' 互 素 的 数 是 这 %m)g(m') 个 数 om + am 
的 最 小 正 剩余 , 其 中 a 与 m 互 素 , 而 o' 与 m/ 互 素 , 从 而 有 
Pmm’) = Hm) Glm’). 


附带 我 们 还 证 明了 


定理 61 ”如 果 (m,m/) = 1, a 取 遍 一 个 与 m 互 素 的 完全 剩余 系 , 而 a 则 取 
人 遍 一 个 与 m' 互 素 的 完全 剩余 系 , 那么 am' 十 a'm 取 遍 一 个 与 mm' 互 素 的 完全 剩 
余 系 . 


现在 可 以 对 m 的 任意 的 值 求 出 %(m) 的 值 . 根据 定理 60 可 见 , 只 要 对 mm 为 素 
数 察 的 情形 来 计算 wm) 就 行 了 . 小 于 ze 的 正 数 一 共有 ze 一 1 个, 其 中 有 pe 1 一 1 
个 是 p 的 倍数 , 剩 下 的 数 均 与 p 互 素 , 从 而 有 


$(p)=p:—1- (p -1)=p° -3), 
故而 9(m) 的 一 般 的 值 可 由 定理 60 得 出 . 
定理 62 如 果 m==[p", 那么 
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$m) =m I 4 和 3): 
pm 
我 们 将 需要 下 面 的 结果 . 
定理 63 9(d) = 
dim 


如 果 m = Jp 那么 m 的 因子 就 是 诸 数 d = Jz* , 其 中 对 每 个 p 都 有 0 < 
c < cc, 上 且 根 据 p(m) 的 积 性 性 质 有 


= sd- ZI 人 )= IT{+om+ ob) + + ow) 
dim 


但 是 
1+98(pD)+*+$(p)=1+(p-1)+p(p—1)+.+p (Pp—1)=p°, 
从 而 有 
s(m) = TIr°=m. 


也 


5.6 ”定理 59 和 定理 61 对 三 角 和 的 应 用 


在 数论 中 有 某 种 重要 的 三 角 和 , 它们 要 么 是 在 5.5 节 的 意义 下 是 “ 积 性 的 ", 要 
么 具有 十 分 类 似 的 性 质 . 

记 o 

elr) = ezrr， 
我 们 只 关心 r 的 有 理 值 . 显然 , 当 m 三 m' (mod n) 时 有 
pe) 

正 是 这 个 性 质 给 出 了 三 角 和 的 算术 重要 性 . 

(1) Gauss 和 的 积 性 性 质 . Gauss 和 定义 为 


nl nl 
S(m,n) = De en/ =》e ( 衬 ) 
h=0 h=0 
它 在 二 次 剩余 的 理论 中 特别 重要 . 由 于 对 任何 > 有 
(十 rn)2m AN _ /hm 
人 


故而 只 要 hi = hs (mod n), 就 有 
-人 的) 
于 是 可 以 记 


@ 在 本 节 里 , e5 都 是 复 变量 5 的 指数 函数 ec = 1 十 5 十.…. 假设 读者 了 解 指 数 函数 的 初等 性 质 . 
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S(mn)= De ( 守 )， 


h(n) 

这 个 记号 表示 h 取 遍 模 n 的 任意 一 个 完全 剩余 系 . 当 不 致 产生 混淆 时 , 用 h 来 代 
替 h(n). 

定理 64 如果 (n,n) = 1, 那么 

S(m,nn’) = S(mn’,n)S(mn,n’). 
设 h,w 分 别 取 遍 模 n,n’ 的 完全 剩余 系 . 那么 , 根据 定理 59 可 知 ， 
H= hn + hn 

取 遍 模 nm’ 的 一 个 完全 剩余 系 . 我 们 还 有 


mH? = m (hn + hn) = mh2n? + mh2n? (mod nn’). 
于 是 
2mn’ 2 
S(mn’,n)s(mn,n’)= 人 (2")} 人 >。 ( =")} 
h2mm’ + (hz2n?2 十 en ) 
ea (ee 

mH? 
= 》e = S(m,nn’). 
(WY) 


nn 


(2) Ramanujan 和 的 积 性 性 质 . Ramanujan 和 是 
hm 
ca(m) = ls 
1 
这 里 的 记号 表示 h 仅 取 遍 与 9 互 素 的 剩余 类 . 当 不 致 产生 混淆 时 , 我 们 有 时 用 h 


来 代替 h*(gq). 

可 以 将 co(m) 表示 成 另外 的 形式 , 其 中 引进 了 一 个 有 更 一 般 的 重要 性 的 记号 . 
称 p 是 一 个 本 原 g 次 单位 根 (primitive g-th root of unity), 如 果 pr = 1, 但 是 对 7 的 
任何 小 于 4 的 正 值 , or 都 不 等 于 1. 

假设 pr = 1, 且 > 是 使 得 pr = 1 成 立 的 最 小 正 整数 , 那么 g = kr + s 其 中 
0<s<r. 从 而 


ps = pkr =1, 
所 以 有 s=0 以 及 rlg. 从 而 有 
定理 65 ”任何 4 次 单位 根 都 是 对 9 的 某 个 因子 而 言 的 一 个 本 原 了 次 单位 根 . 
定理 66 4 次 单位 根 是 下 列 诸 数 
h 
人 (h=0,1,.……,9—1), 
一 个 根 是 本 原单 位 根 的 一 个 充分 必要 条 件 是 h 与 4 互 素 . 
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现在 可 以 将 Ramanujan 和 表 成 形式 
ca(m) = > pm， 
其 中 p 取 遍 本 原 g 次 单位 根 . 
定理 67 ”如果 (dg) =1, 那么 


car (m) = ca(mm)co (m). 


因为 根据 定理 61 有 
,(m) = CLAN mh +h ， 
“tery Dem Gt)} -De {0 -or(m 
(3) Kloosterman 和 的 积 性 性 质 . Kloosterman 和 ( 它 要 更 困难 一 些 ) 是 
S(u,v,n) = 2 (好 全 )， 


其 中 取 遍 与 n 互 素 的 一 个 完全 剩余 系 , 而 万 定 义 为 
hii=1 (mod m). 


定理 57 表明 : 给 定 任何 h, 则 存在 唯一 的 万 (mod n) 满足 这 个 条 件 . 我 们 用 不 到 
Kloosterman 和 , 但 是 对 它 的 积 性 性 质 的 证 明 过 程 极 好 地 解释 了 前 面 几 节 中 的 思想 , 


定理 68 ”如 果 (n,n) = 1, 那么 
S(u,v,n)S(u,v,n’) = S(u, Vnn’), 


其 中 
V = wn? + wn?. 
如 果 
hii=1 (mod mn)， kh =1 (mod n’), 
那么 
pa 
S(u vn)s(u vn’) = Ye 人生 这 十 入 ) 
pa n n 
{ (所 十 他】 vlin’ 十 2 | 
= Bt ——— | eS 
a nn nn 
Se (a (5.6.1) 
Pr nn 
其 中 


H=hn+hn, K=vhn’ +vy hn. 
根据 定理 61, H 取 遍 与 nm' 互 素 的 一 个 完全 剩余 系 . 于 是 , 如 果 能 证 明 


K=VH (mod nn’), (5.6.2) 


其 中 互 定 义 为 
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HH = 1 (mod nn’), 


那么 (5.6.1) 将 被 化 简 成 


S(u,v,n)S(u,v,n’) = Dje ( 
H 


现在 有 
从 而 
所 以 有 


uH+VH 
nn 


) = S(u, V,nn’). 


(hn' +nH= HH=1 (mod nn’). 
hnH=1 (modn), WwH= ihnH=i(modn), 


n2H = nk (mod nn’). (5.6.3) 


类 似 地 , 可 以 看 出 


n2H = nk’ (mod nn’), (5.6.4) 


而 由 (5.6.3) 和 (5.6.4) 可 以 推出 
VH= (un2 +vn)H = h+ vn = K (mod nn’). 


这 就 是 (5.6.2), 由 此 得 出 定理 . 


我 们 暂时 


加 


5.7 ”一 个 一 般 性 的 原理 
到 证 明定 理 65 时 用 到 的 论证 方法 . 如 果 我 们 用 更 一 般 的 方式 来 对 


这 个 定理 及 其 证 明 重 新 加 以 表述 , 以 后 就 会 避免 掉 许 多 重复 . 用 P(a) 来 记 断 言 非 
负 整 数 a 所 具有 的 某 个 性 质 的 任意 命题 . 


定理 69 ”如 果 

(i) 对 每 个 a 和 b( 只 要 在 第 二 种 情形 下 有 b < a 即 可 ), P(a) 和 P(b) 就 蓝 含 
Pla+b) 和 P(a—b); 

(ii 7 是 使 得 P(r) 成 立 的 最 小 的 正 整数 ; 


那么 


(a) 对 每 个 非 负 整数 ,PP(kr) 也 为 真 ; 
(b) 任何 使 得 P(q) 成 立 的 g 都 是 7 的 倍数 . 


首先 (a) 是 显然 的 . 
为 证 明 (b), 注意 到 , 根据 的 定义 有 0 < < q. 从 而 可 以 记 


gqg=kr+s, s=9qg— kr, 


其 中 k>1 且 0<s<r. 但 是 根据 (a) 有 P(r) 一 P(kr), 从 而 根据 (i) 就 有 


P(g), P(kr) 一 P(s). 


故而 再 次 利用 > 的 定义 知 , s 必须 为 0, 且 有 9 = kr. 
我 们 还 能 从 定理 23 推导 出 定理 69. 在 定理 65 中 , P(a) 是 p*=1. 


5.8 正 十 七 边 形 的 构造 ”57 


5.8 ” 正 十 七 边 形 的 构造 


我 们 将 简要 地 补充 介绍 初等 几何 的 一 个 著名 问题 , 也 就 是 正 n 边 形 (或 者 说 内 
角 为 a = 2r/m 的 正 多 边 形 ) 的 构造 问题 , 以 此 来 结束 本 章 . 
假设 (m1,n2) = 1, 并 假设 该 问题 对 n= ni 以 及 n = nz 均 可 解 . 则 存在 整数 71 
和 ro 使 得 
Timnal 十 72712 = 1, 
或 者 
2r 2r 
T1Q2 十 72G1 = i Re 
nn nn2 
因此 , 如 果 该 问题 对 n= m 以 及 n= ns 均 可 解 ， 它 就 对 n = ninz 也 可 解 . 由 此 可 
知 , 只 需要 考虑 n 是 一 个 素数 备 的 情况 即 可 . 下 面 假设 n = p 是 素数 . 
如 果 能 够 构造 出 cos a( 或 者 sin a), 就 能 构造 出 a. 诸 数 
coska 二 isinka (k=1,2,.… ,nC—1) 
是 


Zn 一 1 a _2 
T=" +zn-2 十 ...+1=0 (5.8.1) 


5 二 
的 根 . 所 以 , 如 果 能 作出 (5.8.1) 的 根 , 那么 就 能 作出 a 了 . 

从 分 析 上 来 说 , “Euclid” 作 图 法 ( 即 用 直 尺 和 圆规 作 图 ) 等 价 于 求解 一 系列 的 
线性 方程 或 者 二 次 方程 .9 因此 , 如 果 能 将 (5.8.1) 的 求解 问题 转化 成 一 系列 这 样 的 
方程 , 那么 相应 的 作 图 就 是 可 能 的 . 

这 个 问题 被 Gauss 解决 , 他 证 明了 ( 详 见 2.4 节 ): 这 种 转化 是 可 能 的 , 当 且 仅 
当 n 是 一 个 “Fermat 素数 "2 

n=p=2 +1= 及. 
的 前 面 5 个 值 , 也 即 0, 1, 2, 3, 4, 给 出 

n= 3,5,17,257,65 537, 
它们 全 都 是 素数 , 因而 在 这 些 情形 下 , 该 问题 是 可 解 的 . 

对 于 n = 3 和 n = 5, 相应 的 正三 边 形 和 正 五 边 形 的 构造 法 是 熟知 的 .这 里 
给 出 n = 17 的 构造 法 . 我 们 不 打算 对 Gauss 的 理论 给 出 系统 的 说 明 , 但 是 这 个 特 
定 的 构造 法 对 于 他 的 方法 步骤 给 出 了 一 个 恰当 的 例子 , 读者 应 当 明 白 (从 一 开始 这 
就 是 合情合理 的 ): 当 n = p 且 p 一 1 不 含有 除了 2 以 外 的 任何 其 他 素数 因子 时 ， 
Euclid 作 图 法 是 能 够 完成 这 一 构造 的 . 这 就 要 求 p 是 形 如 2m + 1 的 素数 , 而 仅 有 
的 这 种 特征 的 素数 就 是 Fermat 素数 .” 

然后 假设 n = 17. 对 应 的 方程 是 

四 见 11.5 节 . 


加 见 2.5 节 . 
图 见 2.5 节 定理 17. 
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=zl16+z5 十 … 十 1=0. (5.8.2) 
记 
起 全 2 EK 一 e 人吉) = cos ka + isin ka, 
所 以 (5.8.2) 的 根 是 
T= El1,52，… ,E16: (5.8.3) 
由 这 些 根 可 以 形成 一 定 的 和 , 它们 称 为 周期 (period), 它们 皆 为 二 次 方程 的 根 . 
诸 数 
3m (0<m<15) 

按照 某 种 次 序 分 别 与 上 = 1,2,… ,16 同 余 (mod 17),? 对 应 关系 如 下 : 

m=0, 1, 2, 3 4 5 6 7 8， 9， 10，11，12，13，14，15， 

k= 0 
用 


ZT1 =D ck = 十 cg 十 El3 十 sl15 十 El16 十 ss 十 E4 十 E2， 
2Im 


T2 一 Der=estertestent+ent+ertet+ee. 


21m 
来 定义 zx 和 ra, 而 用 

= > EK 一 El 十 E13 十 E16 十 Ed 

m=0 (mod 4) 
Vy2= > Ek 一 E9 十 El15 十 E8 十 E2， 

m=2 (mod 4) 
y= > EKk 一 53 十 55 十 E14 十 El2， 

m=1 (mod 4) 
Ya= bs Ek 一 El10 十 Ell1 十 E7 十 E6. 


m3 (mod 4) 


来 定义 四,y2,vys, Ya. 由 于 
Ek + E17-k = 2 C0ska, 
故而 有 
ZT1 一 2(cosa 十 cos8a 二 cos4a 十 cos2a) ， 
Z2 = 2 (cos 3a + cos7a + cos 5a + cos6a) ， 
=2(cosa+cos4a), vy2 =2(cos8a +cos2a)， 
ys = 2(cos3a+ cos5a), ya=2(cos7a+cos6a). 
首先 证 明 z 和 zo 是 一 个 有 有 理 系 数 的 二 次 方程 的 根 . 由 于 (5.8.2) 的 根 是 
(5.8.3) 中 诸 数 , 所 以 有 


@ 事实 上 , 在 即将 在 6.8 节 中 解释 的 那 种 意义 下 , 3 是 “17 的 一 个 原 根 ”. 
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8 16 
ZT1+72 =2D coska = Dax 一 一 1. 
k=1 大 一 1 
又 有 


Z1T2 一 4(cos a 十 cos 8a + cos 4a + cos2a) x (cos3a + cos7a + cos5a + cos6a) . 


如 果 把 它 的 右边 乘 开 来 , 并 利用 恒等式 


2cosmacosna = cos(m + n)a+ cos(m — n)a, (5.8.4) 
就 可 以 得 到 
ZT172 = 4(Z1 十 Z2) = —4. 
因此 , zx: 和 zz 是 
z2+z 一 4=0 (5.8.5) 
的 根 . 又 有 


cosa 十 cos2a > 2cos 了 =V2>—cos8a, cos4a > 0. 
从 而 z: > 0 且 
Z1 > Z2. (5.8.6) 
接 下 来 , 证 明 y,y2 和 ys,ya 都 是 关于 zk 和 z2 的 、 系 数 为 有 理 数 的 二 次 方程 
的 根 . 因为 


+y2 三 Z1 
再 次 利用 (5.8.4) 有 


Yiy2= 4(cosa + cos4a) (cos8a + cos2a) 


8 
= 2》 coska = 一 1. 

k=1 
于 是 , ,yz 是 方程 

-zy-1=0 (5.8.7) 
的 根 , 而 且 显然 有 

YN > 2 (5.8.8) 

类 似 地 , 有 


3 十 内 一 Z2， Yay4 = —l, 
所 以 ya,ya 是 方程 
-Zz2y—1=0 (5.8.9) 
的 根 , 且 有 
Y3 > ya: (5.8.10) 
最 后 有 
2cosa+2cos4da=, 
4cosacos4a = 2 (cos 5a + cos3a) = ys 
又 有 cosa > cos4a. 因此 z1 = 2cosa 和 zo = 2cos4a 就 是 二 次 方程 
22—yz+ys=0 (5.8.11) 
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的 根 , 且 有 
Zz1 > z2. (5.8.12) 
现在 可 以 通过 求解 4 个 二 次 方程 (5.8.5)、(5.8.7)、(5.8.9) 以 及 (5.8.11), 并 记 住 
相关 的 不 等 式 , 从 而 可 以 定 出 2 = 2cosa 的 值 . 得 到 


2cosa =3{-1+ VIT+ V34 -2Vi7} 


+8V8 +12V17— 16V34+2Vi7 —2(1— VI7)V34— 2V17, 


这 是 一 个 仅 包含 有 理 数 以 及 平方 根 的 表达 式 .现在 这 个 数 就 可 以 仅 用 直 尺 和 圆规 
构造 出 来 , 从 而 a 可 以 (用 直 尺 和 圆规 ) 构造 出 来 . 
还 有 一 个 更 简单 的 几何 作 图 法 . 设 LC 是 使 得 tan4C = 4 成 立 的 最 小 的 正 的 
锐角 , 从 而 <C、2ZC 以 及 4LC 全 都 是 锐角 . 这 样 一 来 , (5.8.5) 就 可 以 写成 
z2 十 4zcot4C —4=0. 
这 个 方程 的 根 是 2tan2C 和 -2cot2C. 由 于 zl > zz, 这 就 给 出 z1 = 2tan2C 以 及 
za = 一 2cot2C. 代入 (5.8.7) 和 (5.8.9) 中 , 并 求解 方程 即 得 


1 =tan (C+ jr), vy3 = tanC, 


二 
22 = tan (ce 一 #7) ， Y4 = —cotC. 


于 是 有 
2cos3a + 2cos5a = y= tanC, 
1 (5.8.13) 
2cos3a .2cos5a = 2cos2a 十 2cos8a = y= tan (c- ja) 


现在 设 04,OB( 图 5) 是 一 个 国 中 两 条 互相 垂直 的 半径 . 取 Of 是 OB 的 了， 


且 LOIE(E 在 O04 上 ) 是 LOIA 的 在 40 上 求 一 个 点 严 使 得 LEIF = 过 


设 以 4F 为 直径 的 圆 与 OB 相交 于 K, 并 设 中 心 在 忆 、 半 径 为 EK 的 圆 与 O4 相 
交 于 Ns 和 Ns(Ns 在 OA 上 , Ns 在 40 上 ). 画 出 与 O4 垂直 的 NsP, NsPs, 它们 
与 原来 的 圆 的 圆周 交 于 Py 和 Ps;. 
这 样 就 有 LOI4 = 4LC 以 及 LOIE = LC. 又 有 
ONs -ON 40E OE 


2cos LZAOP;s +2cos LAOP;= OA = 67 二 个 tan C， 
_ ,ONs-:ONs OK2 
2cosZAOPs :2cos LAOPs = —4 OA = A402 
OF OF 
= -4DA OF tan (c- 让) 


将 这 些 方程 与 (5.8.13) 比较 , 可 以 看 出 ZL4OP = 3a 以 及 LAOPs = 5a. 由 此 推出 ， 
4, 己 , P 是 圆 内 接 正 十 七 边 形 的 第 一 、 第 四 和 第 六 个 顶点 , 于 是 怎样 构造 出 这 个 正 
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多 边 形 就 是 显而易见 的 事 了 . 


已 B_P, 


本 章 附 注 


5.1 节 ， 这 一 章 的 内 容 全 部 都 是 “经 典 的 "(除了 在 5.6 节 中 证 明 的 Ramanujan 和 以 及 
Kloosterman 和 的 性 质 之 外 ), 它们 均 可 在 教科 书 中 找到 . 同 余 式 的 理论 首先 是 由 Gauss, D.A. 
系统 所 发 展 出 来 的 , 虽然 其 中 主要 的 结果 已 经 为 像 Fermat 和 Euler 这 样 的 更 早期 的 数学 家 所 
知 , 我 们 偶尔 给 出 一 些 参考 资料 , 特别 是 当 某 个 有 名 的 函数 或 者 定理 习惯 上 与 一 个 特殊 的 数学 
家 的 名 字 相连 在 一 起 时 , 但 是 不 打算 给 出 系统 的 阐述 . 

5.5 节 ， Euler, Novi Comm. Acad. Petrop. 8 (1760-1761), 74-104 [Opera (1), ii. 531- 
544]. 

看 起 来 更 为 自然 的 是 称 f(m) 为 积 性 的 , 如 果 对 所 有 m, m 都 有 

f(mm’) = f(m)f(m"). 
但 这 个 定义 限制 性 太 强 , 正文 中 给 出 的 较为 宽松 的 定义 要 有 用 得 多 . 

5.6 节 . 这 一 节 里 的 和 出 现在 Gauss,，“Summatio quarumdam serierum singularium” 
(1808), Werke, ii. 11-45; Ramanujan, Trans. Camb. Phil. Soc. 22 (1918), 259-276 (Col- 
lected Papers, 179-199); Kloosterman, Acta Math. 49 (1926), 407-464 之 中 ;“Ramanujan 
和 "可 以 在 更 早期 的 论著 中 找到 ; 例如 , 见 Jensen, Beretning d. tredje Skand. Matematiker- 
congres (1913), 145 以 及 Landau，Fandbuch 572. 但 是 Ramanujan 是 看 到 它 的 重要 性 并 系 
统 地 应 用 它 的 第 一 位 数学 家 . 这 种 和 在 用 平方 和 来 表示 数 的 理论 中 是 特别 重要 的 , 有 关 Gauss 
和 的 计算 、 它 们 的 应 用 以 及 历史 , 见 Davenport，Multiplicatiue number theory, (Markham, 
Chicago, 1967), 有 关 Kloosterman 和 的 信息 以 及 参考 文献 , 见 Weil, Proc. Nat. Acad. Sci 
U.S.A. 34 (1948), 204-207. 

5.8 节 . 一 般 的 理论 是 由 Gauss, D. 4., 第 335 章 -366 章 发 展 起 来 的 . 正 十 七 边 形 的 第 一 
个 明显 的 几何 作 图 是 由 Erchinger 给 出 的 ( 见 Gauss，Werke, ii 186-187)， 正 文中 给 出 的 作 
图 法 属于 Richmond, Quarterly Journal of Math. 26 (1893), 206-207 以 及 Math. Annalen, 


62 第 5 章 同 余 和 剩余 


67 (1909), 459-461. 我 们 的 图 取 自 Richmond 的 论文 . 

Gauss (D.A., 第 341 章 ) 证 明了 : 方程 (5.8.1) 是 不 可 约 的 , 也 就 是 说 , 当 n 为 素数 时 ， 
它 的 左边 不 可 能 分 解 成 更 低 次 数 的 有 理 系 数 因 子 之 积 . 更 加 一 般 地 , Kronecker 和 Eisenstein 
证 明了 : 由 9(n) 个 本 原 n 次 单位 根 所 满足 的 方程 是 不 可 约 的 .可 参见 Mathews，Theory 
of numbers (Cambridge, Deighton Bell, 1892), 186-188. Grandjot 指出 了 , 该 定理 可 以 从 
Dirichlet 的 定理 15 很 容易 地 推导 出 来 : 见 Landau, Vorlesungen, iii. 219. 
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6.1 ”Fermat 定理 


本 章 要 运用 第 5 章 里 的 一 般 性 思想 来 证 明 主 要 是 属于 Fermat、 Euler、 Legendre 
以 及 Gauss 的 一 系列 经 典 定理 . 


定理 70 如果 p 是 素数 , 那么 


ap 三 a (mod p). (6.1.1) 
定理 71(Fermat 定理 ) ”如 果 p 是 素数 , 且 p /a, 那么 
ap-1 三 1 (mod p). (6.1.2) 


当 p /a 时 , 同 余 式 (6.1.1) 和 (6.1.2) 是 等 价 的 ; 而 当 pla 时 , (6.1.1) 是 平凡 的 ， 
这 是 因为 此 时 有 az = 0 = a. 因此 定理 70 与 定理 71 是 等 价 的 . 
定理 71 是 更 为 一 般 的 定理 72 的 特殊 情形 . 
定理 72(Fermat-Euler 定理 ) 如果 (a,m) = 1, 那么 
ag(m) = 1 (mod m). 
如 果 z 取 遍 与 m 互 素 的 完全 剩余 系 ", 那么 , 根据 定理 58, az 也 取 遍 这 样 一 
个 (简化 ) 剩余 系 . 取 每 个 (简化 ) 剩余 系 中 诸 数 之 乘积 , 于 是 就 有 


IIeoo) 三 II> (mod m), 


ag(m) IIz 三 II> (mod m). 
由 于 每 个 数 > 皆 与 m 互 素 , 故而 它们 的 乘积 也 与 m 互 素 , 于 是 根据 定理 55, 有 
ag(m) 三 1 (mod m). 


如 果 (a,m) > 1, 这 个 结果 显然 不 成 立 . 


也 即 


6.2 ”二 项 系数 的 某 些 性 质 


Euler 是 发 表 了 对 于 Fermat 定理 的 证 明 的 第 一 人 . 这 个 证 明 (很 容易 加 以 拓展 
来 证 明定 理 72) 依赖 于 二 项 系数 的 最 简单 的 算术 性 质 . 
定理 73 如果 m 和 n 是 正 整 数 , 那么 二 项 系数 


[ey 用 现在 的 数论 语言 可 以 改 述 成 z 取 遍 “ 模 m 的 简化 剩余 系 ”, 也 就 是 取 遍 “ 模 m 的 缩 系 ”. 
一 一 译 者 注 
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人) = "mm D) im ont) | 到 CD 1 


n nl! 


都 是 整数 . 
这 是 我 们 需要 的 这 个 定理 的 第 一 部 分 , 但 是 , 由 于 
一 到 +n—1 
C7) -er 
因此 这 两 部 分 是 等 价 的 . 也 就 是 , 每 一 部 分 都 可 以 表述 成 一 种 引 人 瞩 目的 格式 . 
定理 74 ”任何 个 连续 正 整数 的 乘积 均 可 被 nl 整除 . 
这 些 定理 显然 起 源 于 二 项 式 系数 , 即 (1 + zj(1 + z)… 或 者 
(1 一 z)-1(1 一 z)-1 一 (1+TZ+z2 十 .…)(1+zZ 十 z2 十 .…)…， 
中 的 z 的 寡 的 系数 . 可 以 如 下 用 归纳 法 来 证 明 它 们 . 选取 定理 74, 该 定理 断言 
(m=mm+1)..…(m+n—1) 
可 以 被 n! 整除 . 这 对 n = 1 和 所 有 的 m 显然 为 真 , 对 m = 1 和 所 有 n 也 显然 为 真 . 
假设 (a) 对 n=N 一 1 以 及 所 有 mm 为 真 , (b) 对 m = N 以 及 mm = M 为 真 . 那么 
(M+1l)n— My=N(M+1ln, 
故而 (M + 1)n-1 能 被 (N 一 1)! 整除 . 从 而 (M + 1)n 能 被 N! 整除 , 从 而 定理 对 
n= 二 NN 以 及 m= M +1 为 真 由 此 推出 定理 对 n=N 以 及 所 有 m 为 真 . 由 于 它 
对 n= N+1 以 及 m=1 也 为 真 , 我 们 可 以 重复 这 个 讨论 , 从 而 该 定理 结论 成 立 . 


定理 75 ”如果 p 是 素数 , 那么 
加 0). (7) 
均 能 被 p 整除 . 


如 果 1<n<p-1, 那么 由 定理 74 得 
nllpp—1).…(p—n+l). 
但 是 nl 与 p 互 素 , 故 有 
nll(p— Dp—2).….(p—n+1). 


(0 


n, nl! 


从 而 


能 被 p 整除 . 


定理 76 如果 p 是 素数 , 那么 (1 一 Z)-? 中 除了 1,zP,z2，…… 之 外 , 其 余 所 有 
项 的 系数 都 能 被 p 整除 , 而 1,zP,z2p,…… 的 系数 均 同 余 于 1 (mod p). 


根据 定理 73， 
-a7 -1+D (人 = 
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中 的 系数 全 都 是 整数 . 由 于 
(一 zPp)-: 一 1 十 zz 十 Z2p 十 …， 
故而 不 得 不 证 明 
(1—2?)-1—(1—z)-?=(1— 27)?(1— 77)-1{(1— 72)?—1+zr} 
的 展开 式 中 的 每 一 个 系数 都 能 被 p 整除 . 由 于 (1 一 2)-? 和 (1 一 z?)-! 的 展开 式 中 
的 系数 都 是 整数 , 所 以 只 要 证 明 多 项 式 (1 - zj) -1+ zz 中 的 每 个 系数 都 能 被 p 整 
除 就 足够 了 . 对 于 p = 2, 这 是 显然 的 ; 而 对 于 p > 3, 由 于 


p-1 
(1 -zz 一 1+zp 一 Dv), 
故此 时 的 结论 可 以 由 定理 75 推出 . 
第 19 章 中 将 需要 这 个 定理 . 
定理 77 如 果 p 是 素数 , 那么 
(z 二 十 … 十 岂 )P 727+yP+ .+ wr (mod p). 
因为 根据 定理 75 有 
(z+32)P 三 ZP 二 2yP (mod p), 
故而 一 般 性 的 结果 可 以 通过 重复 使 用 这 个 结论 而 得 到 . 
定理 75 的 另外 一 个 有 用 的 推论 是 : 
定理 78 如 果 a>0 且 
吧 三 1 (mod pe)， 
那么 
m? 三 1 (mod pe+1). 
因为 m = 1 + kp", 其 中 大 是 一 个 整数 , 且 ap > a +1. 这 样 就 有 
mp 一 (1 十 ipa)z = 1+1pc+l， 
其 中 ! 是 一 个 整数 . 


6.3 ”定理 72 的 第 二 个 证 明 


现在 可 以 对 定理 72 给 出 Euler 的 证 明 . 假设 m = IIze. 根据 定理 53, 只 需要 
证 明 
as(m) 三 1 (mod pc) 
就 够 了 . 但 是 
em) =I1¢°)=IIr 
所 以 只 需 证 明 当 p /a 时 有 


ar -0 =1 (mod pe) 
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即 可 . 
根据 定理 77 有 
(zz 二 3 十) 三 zz 十 1 十 … (mod p). 
取 z=y=:z=…=1, 并 假设 其 中 有 a 个 数 , 可 以 得 到 
ap = a (mod p), 
这 也 就 是 


ar-!1 = 1 (mod p). 
于 是 , 根据 定理 78 就 有 
app-D 三 1 (mod p2)，aP-D 三 1 (mod pa)，.… , ar” (pd) 三 1 (mod po). 


6.4 ”定理 22 的 证 明 


在 着 手 Fermat 定理 更 为 重要 的 应 用 之 前 , 先 用 它 来 证 明 第 2 章 中 的 定理 22. 
可 以 将 f(n) 写成 形式 


)= Dre = (Se ) ar, 
r=1 \s=0 
其 中 诸 数 a 和 c 皆 为 整数 ， 是 


lga<a<: 
对 于 很 大 的 n, f(n) 中 的 项 按照 大 小 地 寺前 次 序 排列 当 n 很 大 时 , f(n) 的 大 小 被 
它 的 最 后 一 项 

Cmam nm" an, 
所 控制 (最 后 那个 系数 c 是 正 数 ). 
如 果 对 所 有 很 大 的 n, f(n) 都 是 素数 , 那么 就 存在 一 个 n, 使 得 
f(n) = 了 > am, 
这 里 p 是 素数 . 那么 , 对 所 有 整数 上 和 s 有 
{n+kp(p— 1)}’ =n (mod p). 


又 由 Fermat 定理 有 
a?-!1 = 1 (mod p), 
故而 对 所 有 正 整 数 k 有 


artkp(p-1) = an (mod p). 


从 而 
{n+ kp(p— D}’ af?) = nsar (mod p), 
这 样 一 来 , 对 所 有 正 整数 就 有 
f {n+ kp(p— 1)}= f(n) =0 (mod p). 
这 是 一 对 矛盾 . 
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6.5 二 次 剩余 


假设 p 是 一 个 奇 素数 , p 1 a, 且 z 是 诸 数 
1,2,3,...,pD—1 
中 的 一 个 . 那么 , 根据 定理 58, 诸 数 
1:7,2:7,.…,(p— 1)z 
中 恰 有 一 个 与 a 同 余 (mod p). 于 是 存在 唯一 的 z' 使 得 
Zz7'=a (modp), 0<z’<p. 
称 z' 是 z 的 相伴 数 (associate). 这 样 就 有 两 种 可 能 性 : 或 者 有 至 少 一 个 z 与 自己 
相伴 , 从 而 有 xz’ = z; 或 者 没有 这 样 的 z 存在 . 
(1) 假设 第 一 种 情形 成 立 , 且 zi 与 自己 相伴 . 此 时 , 同 余 式 
Zz?2 三 a (mod p) 
有 解 z = z1. 此 时 就 说 a 是 p 的 一 个 二 次 剩余 (quadratic residue), 或 者 (在 没有 误 
解 的 危险 时 ) 简称 为 p 的 一 个 剩余 (residue), 并 记 为 a R p. 显然 
T=p-Z1=-Zz1 (mod p) 
是 这 个 同 余 式 的 另外 一 个 解 . 再 者 , 如 果 对 z 的 任何 一 个 其 他 的 值 zx 有 z' = z, 我 
们 就 有 
Zz?=a, 73=a, (z1— Zz2)(z1+72)=7?— 23=0 (mod p). 
故而 或 者 有 z2 = zl, 或 者 有 
Za 三 一 Z1 三 2 一 Z1. 
于 是 该 同 余 式 恰好 有 两 个 解 , 也 就 是 z; 和 了 一 zl. 
此 时 , 诸 数 
1,2, “2 一 1 
可 以 分 成 z1,p - zl 以 及 3(p - 3) 对 不 相等 的 相伴 数 . 现在 有 
T1(p— 71) = -2 = a (mod p), 
而 对 任何 一 对 相伴 数 z,z' 均 有 
zz' = a (mod p). 
从 而 
-DJ=TIz=-o: atCp-3) = -atCp-D (mod p). 
(2) 如 果 第 二 种 可 能 的 情形 成 立 , 且 没有 任何 z 与 自己 相伴 , 此 时 就 说 a 是 p 的 
一 个 二 次 非 剩 余 (quadratic non-residue), 或 者 简称 为 p 的 一 个 非 剩 余 (non-residue)， 
并 记 为 a N p. 此 时 , 同 余 式 
z2=a (mod p) 
没有 解 , 而 且 诸 数 
1,2,-…,p—1 
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可 以 分 成 了 (p - 1) 对 不 相等 的 数组 成 的 相伴 数 对 . 从 而 
(p-1)!= IIz 三 ai- (mod p). 
定义 “Legendre 符号 "(2) 如 下 : 
如 果 a Rp， (9 一 十 1 
如 果 aN p， 人 二 s 
其 中 了 是 一 个 奇 素数 , 而 a 是 任意 一 个 不 被 p 整除 的 数 . 显然 , 如 果 a = b ( mod p)， 
则 有 


这 样 就 证 明了 
定理 79 ”如 果 疡 是 一 个 奇 素数 , 且 a 不 是 p 的 倍数 , 那么 
(p—1)!=— 人 at(z-D (mod p). 
我 们 一 直 假设 p 是 奇数 ， 显然 0 = 02,1 = 12, 故而 所 有 的 数 都 是 2 的 二 次 剩 


余 . 当 p =2 时 , 我 们 不 定义 Legendre 符号 , 后 面 将 不 考虑 这 种 情形 . 当 p 二 2 时 ， 
定理 中 有 一 些 是 成 立 的 (不 过 也 是 平凡 的 ). 


6.6 ”定理 79 的 特例 : Wilson 定理 


两 个 最 简单 的 情形 是 a = 1 和 a = -1 的 情形 . 
(1) 首先 设 a=1, 则 
z2 三 1 (mod p) 
有 解 z = 土 1. 因此 1 是 p 的 一 个 二 次 剩余 , 且 有 


LL 
= 
如 果 在 定理 79 中 取 a = 1, 它 就 变 成 
定理 80(Wilson 定理 ) (p 一 1)!= -1 (mod 7p). 
从 而 有 11|3 628 801. 
同 余 式 
(p—l)!+1=0 (mod pz2) 
对 于 
p=5, p=13, p=563 
为 真 , 但 对 于 小 于 200 000 的 其 他 了 值 都 不 成 立 ， 关 于 这 个 同 余 式 尚 无 一 般 性 的 
定理 . 
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如 果 m 是 合 数 , 那么 


ml(m—1)!+1 
不 真 , 这 是 因为 存在 一 个 数 d 使 得 


dim, 1<d<m, 
而 d 不 整除 (m - 1)!+ 1. 从 而 我 们 得 出 : 
定理 81 如 果 m >1, 那么 m 是 素数 的 充分 必要 条 件 是 
ml(m—1)!+1. 


当然 , 这 个 定理 作为 一 个 给 定 的 数 m 的 素性 的 实际 判别 法 来 说 是 没有 什么 用 处 的 . 
(2) 其 次 假设 a = -1. 此 时 定理 79 和 定理 80 表明 


(2)=-C nee. 
定理 82 数 -1 是 形 如 欠 十 1 的 素数 的 二 次 剩余 , 而 是 形 如 4k 十 3 的 素数 的 
二 次 非 利 全. 也 即 有 
-1 
a Ty Be 3 全- 二 
Ca Ce 
更 一 般 地 , 定理 79 和 定理 80 合 起 来 给 出 : 


定理 83 (s) =a#p-1) (mod p). 


6.7 “二 次 剩余 和 非 剩 余 的 初等 性 质 


2 
12, 22, 32,... ,{30 一 »} (6.7.1) 


均 不 同 余 . 这 是 因为 r? = s? 蕴含 r = s 或 者 7 = 一 s (mod 7p), 而 第 二 种 情况 在 这 
里 是 不 可 能 的 . 再 者 ， 


诸 数 


7r?2=(p—7)? (mod p). 
由 此 推出 了 有 3(p 1) 个 剩余 和 3 一 个 非 剩余 
定理 84 。 言 素数 六 有 了 (p - 1) 个 利 余 和 了 (p 一 1) 个 非 利 余 . 
接 下 来 证 明 : 


定理 85 两 个 剩余 或 者 两 个 非 剩余 的 乘积 是 一 个 剩余 , 而 一 个 剩余 和 一 个 非 
剩余 的 乘积 是 一 个 非 剩余 


(1) 用 a,a', a,… 来 表示 剩余 , 用 8,9', PB1,.… 来 表示 非 剩余 . 那么 每 个 aa' 
都 是 一 个 a, 这 是 因为 
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Z2 三 oa y= (7Yy) =aa' (mod p). 
(2) 如 果 aa 是 一 个 固定 的 剩余 , 那么 
1.a,2.a,3.a ,(p— la 

是 模 p 的 一 个 完全 剩余 系 . 既然 每 个 aaa 都 是 剩余 , 所 以 每 个 hal 必定 都 是 一 个 
非 剩余 . 

(3) 类 似 地 , 如 果 及 是 一 个 固定 的 非 剩余 , 则 每 个 66: 都 是 一 个 剩余 . 这 是 因为 

1.6 2.06 pp， (p— DB 

是 模 p 的 一 个 完全 剩余 系 , 且 每 个 a6: 都 是 一 个 非 剩余 , 故而 每 个 8B1 都 是 一 个 
剩余 . 

定理 85 也 是 定理 83 的 一 个 推论 . 

再 增加 两 个 在 第 20 章 里 要 用 到 的 定理 . 第 一 个 定理 仅仅 是 定理 82 一 部 分 的 
一 个 重新 表述 . 


定理 86 ”如 果 p 是 一 个 形 如 4 上 十 1 的 素数 , 那么 存在 一 个 并 使 得 有 
1 十 z2 = mp, 


其 中 0<m<p. 
这 是 因为 , 根据 定理 82, -1 是 三 的 一 个 剩余 , 故而 它 与 (6.7.1) 中 诸 数 之 一 ( 比 
方 说 是 z?) 同 余 , 且 有 


2 
o<1+#<1+ (#7) <p. 
定理 87 如果 是 一 个 奇 素数 , 那么 存在 数 z 和 3 使 得 有 
1+22+y = mp, 
其 中 0<m<p. 
了 o+D 个 数 
(os=< 扣 -0] (6.7.2) 
都 是 不 同 余 的 , 所 以 如 下 了 p+ 1) 个 数 
-1 一 咏 (osys 扣 -D) (6.7.3) 


也 是 不 同 余 的 . 但 是 在 这 两 个 集合 中 一 共有 p+1 个 数 , 却 只 有 了 个 剩余 类 ( mod p)， 
于 是 (6.7.2) 中 必 有 某 个 数 与 (6.7.3) 中 某 个 数 同 余 . 从 而 有 一 个 z 和 一 个 y 存在 ， 


二 者 都 小 于 3p, 使 得 


ZT2=-1-y, 1+72+¥ =mp. 


又 有 
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1 2 
o<1l+2+y <1+t2 (#7) <p, 


所 以 有 0<m<p. 
定理 86 表明 , 当 p = 4k 十 1 时 可 以 取 y=0. 


6.8 a (mod m) 的 阶 
由 定理 72 可 以 知道 , 如 果 (a,m) = 1, 那么 


ae(m) = 1 (mod m). 
用 d 来 记 使 得 
az 三 1 (mod m) (6.8.1) 
成 立 的 z 的 最 小 正 值 , 则 有 d < 9$(m). 
将 同 余 式 (6.8.1) 称 作为 命题 P(z), 那么 显然 P(z) 和 P(y) 蕴含 P(z +y). 再 
者 ,如 果 y<z 且 
az 三 (mod m), 
则 有 
az = bay(mod m), 
从 而 P(z) 和 P(y) 蕴含 P(z -y). 于 是 P(z) 满足 定理 69 的 条 件 , 且 
dl¢(m). 
称 d 是 a (mod m) 的 阶 (order)”, 并 说 成 a 属于 (belong to) d (mod m). 由 于 
2=2,， 22=4,， 23=1 (mod 7), 
故而 2 属于 3 (mod 7). 如 果 d = 9(m), 则 称 a 是 m 的 一 个 原 根 (primitive root). 
于 是 2 是 5 的 一 个 原 根 , 这 是 因为 
2=2，22=4， 23=3， 24=1 (mod 5), 
而 3 是 17 的 一 个 原 根 . m 的 原 根 这 一 概念 与 在 5.6 节 中 所 说 的 本 原单 位 根 这 个 代 
数 概念 有 某 种 相似 性 . 7.5 节 中 将 证 明 : 每 个 奇 素数 p 均 有 原 根 . 
现在 可 以 将 已 经 证 明 的 结果 总 结 成 : 


定理 88 ”任何 与 m 互 素 的 数 a 都 属于 9(m) 的 一 个 因子 (mod m). 如 果 d 
是 a 的 阶 (mod m), 那么 dlg(m). 如 果 mn 是 一 个 素数 D, 那么 d|(p 一 1). 同 余 式 
az 三 1 (mod m) 成 立 与 否 , 要 根据 z 是 否 d 的 倍数 来 确定 . 


6.9 Fermat 定理 的 遂 定 理 


Fermat 定理 的 直接 的 逆 命 题 是 不 正确 的 . 也 就 是 说 , “如 果 m fa 且 
a™-1=1 (mod m), (6.9.1) 


人 @ 常 称 为 指数 (index), 但 是 这 个 词 在 群 论 中 有 完全 不 同 的 含义 . 
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那么 m 一 定 是 一 个 素数 " 这 个 结论 是 不 正确 的 . 甚至 下 面 的 结论 也 是 不 正确 的 : 如 
果 (6.9.1) 对 所 有 与 m 互 素 的 a 皆 为 真 , 那么 m 是 素数 . 例如 , 假设 m = 561 = 
3 x 11x17. 如 果 3 /a, 11 fa, 17 /a, 则 根据 定理 71 有 
a?=1 (mod 3)，al0 三 1 (mod 11), al6 = 1 (mod 17). 

但 是 21560 ,101560 ,161560, 所 以 对 3, 7, 11 中 的 每 一 个 模 , 从 而 对 于 模 3x11x17 = 
561, 都 有 a560 = 1 成立. 

如 果 (6.9.1) 对 一 个 特别 的 a 和 一 个 合 数 m 为 真 , 则 称 m 是 关于 a 的 一 个 伪 素 
数 (pseudo-prime). 如 果 mm 关于 每 一 个 满足 (a,m) = 1 的 a 都 是 伪 素 数 , 则 称 m 为 
一 个 Carmichael 数 (Carmichael number). 现在 还 不 知道 是 否 有 无 穷 多 个 Carmichael 
数 , 甚至 也 不 知道 是 否 存在 无 穷 多 个 合 数 m, 使 得 有 2m = 22 和 3™ = 3 (mod m) 
成 立 . 但 是 可 以 证 明 


定理 89 ”关于 每 个 a > 1 都 有 无 穷 多 个 擅 素 数 存 在 . 


设 p 是 任意 一 个 不 整除 a(a? - 1) 的 奇 素数 . 取 
a2p 一 1 ap 一 1NY /ar+tl 
mm 生 汪 -() ( 守 )， 人 
故而 m 显然 是 合 数 . 现在 有 
(@2—1)(m—-1)=a?—a?=a(ar!— 1)(ar +a). 
由 于 a 和 az 两 者 同 为 奇数 或 者 同 为 偶数 , 故 有 2|(a? + a). 再 者 , ap-! 一 1 能 被 p 
整除 (根据 定理 71), az-:! - 1 还 能 被 a? - 1 整除 , 这 是 因为 p - 1 是 偶数 ， 由 于 
D(a? 一 1), 这 就 意味 着 有 p(a? 一 1) |(oz- 一 1). 于 是 
2p(a? — 1)|(@? — 1)(m—1), 
所 以 2p|(m 一 1), 且 对 某 个 整数 有 m = 1+2pu. 现在 , 关于 模 m 有 
aP=1+m(a?—1)=1, a™"-!=as=1, 
而 这 就 是 (6.9.1). 由 于 对 每 个 不 整除 a(a? - 1) 的 奇 素数 p, 我 们 都 有 m 的 一 个 不 
同 的 值 , 这 就 证 明了 定理 . 
定理 71 的 一 个 正确 的 逆 命 题 是 
定理 90 ”如 果 am-1 = 三 1 (mod m) 且 对 m 一 1 的 小 于 m 一 1 的 任何 因子 z， 
都 有 有 a7 关 1 (mod m), 那么 m 是 一 个 素数 . 
显然 (a,m) = 1. 如 果 d 是 a (mod m) 的 阶 , 则 根据 定理 88 有 dl(m 一 1) 以 
及 dlp(m). 由 于 ad = 1, 我 们 必定 有 d=m 一 1, 故而 (m 一 1) 16(m). 但 是 , 如 果 m 


是 合 数 , 就 有 
sm =m][ (it) <m-, 


pIm 


从 而 m 必 为 素数 . 
@ 最 好 改 为 2m 三 2. 以 下 同 此 , 不 再 重复 说 明 。 一 一 译 者 注 
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6.10 ”2?-1 一 1 能 否 被 p? 整除 


根据 Fermat 定理 , 如 果 p > 2, 就 有 
2p-1 一 1 三 0 (mod p). 
同 余 式 
2p-1 一 1 三 0 (mod p2) 
是 否 成 立 ? 这 个 问题 在 “Fermat 大 定理 ”的 理论 中 有 重要 意义 ( 见 第 13 章 ). 这 种 
情况 确实 有 出 现 , 不 过 非常 稀少 . 


定理 91 存在 一 个 素数 p, 使 得 有 
2p-! 一 1 三 0 (mod p?). 
事实 上 , 当 p = 1 093 时 它 是 成 立 的 , 这 可 以 通过 直接 计算 来 验证 . 我 们 给 出 一 个 更 
加 简短 的 证 明 , 其 中 的 所 有 同 余 式 都 是 关于 模 p? = 1 194 649 的 . 
首先 有 


37=2187=2p+1，314= (2p 十 1)2 三 和 十 1. (6.10.1) 
其 次 有 
214 = 16 384 = 15p 一 11， 228 三 一 330p + 121， 
32 x 228 = -2 970p 十 1 089 = -2 969p 一 4 三 -1 876p -- 4， 
所 以 


32 x 226 = 一 469p 一 1 
于 是 , 根据 二 项 定理 , 由 (6.10.1) 就 有 
314 x 2182 = ~(469p 十 1)7 三 -3 283p 一 1 三 一 4p 一 1 三 一 314. 
由 此 推出 
2182 = -1， 21 092 =1 (mod 1 0932). 
同样 的 结论 对 p = 3 511 也 为 真 , 但 对 其 他 的 p < 3 x 107 皆 不 成 立 . 
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如 果 是 一 个 奇 素数 , n (mod p) 就 恰好 有 一 个 剩余 "位 于 -3p 和 3p 之 间 . 
称 这 个 剩余 为 n (mod p) 的 最 小 (minimal) 剩余 . 最 小 剩余 是 正 数 还 是 负数 , 要 根 
据 n 的 最 小 非 负 剩 余 是 位 于 0 和 3p 之 间 还 是 位 于 3p 和 之 间 而 定 . 


现在 假设 m 是 一 个 正 的 或 者 负 的 整数 , 它 不 能 被 p 整除 , 考虑 下 面 3(p - 1) 
个 数 


m, 2m, 3m, ， jp- Dm (6.11.1) 


@ 当然 , 这 里 的 “剩余 " 有 它 通常 的 意义 , 而 不 是 “二 次 剩余 ”的 缩写 . 
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的 最 小 剩余 . 可 以 把 这 些 剩余 写成 形式 
TT 
其 中 1 1 1 
入 +A= 3p-1), 0 < ri < 2a? 0<r< aP: 

由 于 (6.11.1) 中 的 数 都 不 同 余 , 没有 任何 两 个 > 是 相等 的 , 也 没有 任何 两 个 " 是 相 
等 的 . 如 果 有 一 个 + 和 一 个 ” 是 相等 的 , 比方 说 7; = 7), 设 ar bm 是 (6.11.1) 中 
满足 

am 三 Tri， bm 三 一 I (mod p) 
的 两 个 数 , 那么 

am 十 bm 三 0 (mod p), 
所 以 有 
a+b=0 (mod p), 

然而 , 由 于 0 < a < 3p,0 <b< 3p, 故而 这 是 不 可 能 的 . 


由 此 推出 , 诸 数 rn, 是 诸 数 


1 2 
的 一 个 重新 排列 . 于 是 
1 -3p- Dm= (1x2x...x 3 (mod p), 
所 以 
nt(p-D = (-1)+ (mod p). 
但 是 根据 定理 83 有 
TY = mtp-1 . 
(2) map (mod p) 
这 样 就 得 到 : 
定理 92(Gauss 引 理 ) 
m 
Ce 
其 中 凡是 集合 
7n，2m，3m，… ， 3P— Dm 


中 最 小 正 剩 余 (mod p) 大 于 2p 的 数 的 个 数 . 
特别 地 , 取 m = 2, 故而 (6.11.1) 中 的 数 就 是 
2, 4, .…, p—1. 
此 时 , 就 是 其 中 小 于 2p 的 正 偶数 的 个 数 . 
这 里 引进 一 个 记号 , 以 后 会 频繁 地 使 用 它 . 用 [z] 来 表示 “z 的 整数 部 分 即 
不 超过 z 的 最 大 整数 . 于 是 


6.11 Gauss 引 理 和 2 的 二 次 特征 75 


其 中 0 和 f < 1. 例如 


利用 这 个 记号 , 就 有 
1 
= 8 | 。 
但 是 i 
A+A= 5(p— 1), 
所 以 


如 果 p 三 1 (mod 4), 那么 
= 和 -0-jo-D=io-D=[io+ 引 ， 
而 如 果 p 三 3 (mod 4), 则 有 
n=30-D-Io-)=Io+)= |#e+). 
嘱 (2) = = (ler) moa p) 
p 


这 就 是 说 
全 =1, 如 果 p= sn+1 或 者 p = sn - 1， 
@) = -1, 如 果 p = 8n+3 或 者 p= 8n 一 3. 
(p? - 1) 是 偶数 ; 而 当 p = 8n 土 3 时 , 它 是 奇数 . 从 而 有 
(~D[te+D] = (一 Dt?-D. 
总 结 起 来 , 有 下 面 的 定理 . 
定理 93 9 = (D+). 


如 果 p=8n 士 1, 那么 二 


定理 94 人 = (-1)#(P-D). 
定理 95 ”2 是 形 如 8n 土 1 的 素数 的 二 次 剩余 , 是 形 如 8n 士 3 的 素数 的 二 次 
非 剩 余 . 


Gauss 引 理 可 以 用 来 确定 以 任何 一 个 给 定 的 整数 m 作为 二 次 剩余 的 那 种 素数 . 
例如 , 取 m = -3, 并 假设 p > 3. 则 (6.1.1) 中 的 数 就 是 
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一 3a (se< yp), 


且 / 是 这 些 数 中 最 小 正 剩余 位 于 #p 和 之 间 的 那些 数 的 个 数 . 现在 有 
—3a=p— 3a (mod 7), 


而 当 1<a < 加 时,p- 3a 介 于 3p 和 pp 之 间 . 如 果 3p<a<3p, 那么 p30 就 
介 于 0 和 p 之 间 . 如 果 3p <a < 3p, 则 有 

—3a = 2p — 3a (mod 7), 
故而 2p - 3a 介 于 3p 和 之 间 . 于 是 满足 条 件 的 的 值 是 


加 加 富国 
-加 :图 -图 


如 果 p = 6 +1l 那么 =n+3n 一 2n 是 偶数 , 而 如 果 p = 6n+5, 那么 
HK=n+(3n+2)— (2n+1) 


从 而 


是 奇数 . 


定理 96 ”3 是 形 如 6n 十 1 的 素数 的 二 次 剩余 , 是 形 如 6n 十 5 的 素数 的 二 次 
非 剩余 . 


下 面 的 定理 是 一 个 进一步 的 例子 , 暂时 把 它 留 给 读者 考虑 .” 


定理 97 5 是 形 如 10n 士 1 的 素数 的 二 次 剩余 , 是 形 如 10n 士 3 的 素数 的 二 次 
非 剩 余 . 


6.12 ”二 次 互 倒 律 


这 个 领域 里 最 著名 的 一 个 定理 是 Gauss 的 “二 次 互 倒 律 ”. 
定理 98 ”如 果 p 和 qg 是 奇 素数 , 那么 


四 的 -er 


z= je-D0，Y= 3 
如 果 p 和 g 中 有 一 个 数 形 如 sn + 1, 那么 pq 是 偶数 , 而 如 果 p 和 9 都 形 如 
如 + 3, 那么 yd' 是 奇数 , 所 以 还 可 以 将 该 定理 表述 成 
定理 99 如果 p 和 9 都 是 奇 素数 , 那么 
中 一 个 依赖 于 Gauss 互 倒 律 的 证 明 见 6.13 节 . 


其 中 


6.12 ”二 次 互 倒 律 ?7 


我 们 需要 一 个 引 理 . 
定理 100” ”如果 
oo 
gp)= lz 
那么 
S(q,p) + S(p,q) = 
它 的 证 明 可 以 表述 成 几何 形式 . 在 图 中 (图 6), 4C 和 BC 是 z=p,y=9g, 而 
KM 和 LM 是 z=p,y =q. 如 果 (如 在 图 中 那样 )p > g, 那么 9%/p' <9g/p, 且 MM 
位 于 对 角 线 OC 的 下 方 . 由 于 


yg<T gty, 
卫 


所 以 在 KM = 9 和 KN = qp'/p 之 间 没 有 整数 存在 . 


可 以 用 两 种 不 同 的 方法 计算 长 方形 OKML 中 的 格 点 个 数 , KM 和 LM 上 的 
点 计 入 在 内 , 但 不 计 入 数 轴 上 的 那些 点 . 首先 , 这 个 数 显然 是 p'g'. 但 在 OC 上 没有 
格 点 (因为 p 和 9 是 素数 ), 在 三 角形 PMN 内 (除了 在 PM 上 可 能 有 格 点 以 外 ) 
没有 格 点 . 因此 在 OK ML 中 的 格 点 个 数 是 在 三 角形 OKN 和 OLP 中 的 格 点 个 数 
之 和 ( 计 入 在 KN 和 LP 上 的 格 点 , 但 不 计 入 在 数 轴 上 的 格 点 ). 
ST( 直 线 z = s) 上 的 格 点 个 数 是 sa/ 可, 这 是 因为 T 的 坐标 是 sqg/p， 故 而 
OKN 中 的 格 点 个 数 是 
中 
诺 | - S(q,p). 


@ 这 个 记号 与 5.6 节 中 的 记号 有 关 - 
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类 似 地 , OLP 中 的 格 点 个 数 是 S(p,q), 这 就 得 到 了 结论 . 


6.13 ”二 次 互 倒 律 的 证 明 


可 以 记 
Kg 一 了 图 | + Uk (6.13.1) 
其 中 
1<k<p, 1<ur<p-l. 
这 里 wk 是 kg (mod p) 的 最 小 正 剩余 . 如 果 wk = vi < p', 那么 wk 是 6.11 节 中 的 
诸 个 最 小 剩余 rm 中 的 一 个 , 而 当 wk = wk > p' 时 , 则 wk 一 p 是 诸 个 最 小 剩余 一 7 
中 的 一 个 . 于 是 , 对 每 个 i,j 以 及 某 个 上 有 


Ti = Vk, 他 一 也 一 MK- 


诸 ri 和 7/( 详 见 6.11 节 ) 是 诸 数 1,2,… ,p' 按照 某 种 次 序 的 一 个 排列 . 因此 ， 


如 果 
R=yn=yw， R=Dr=D -w= pp Dw 
( 详 见 6.11 节 , 其 中 的 py 是 7 的 个 数 ), 就 有 


人 2 

lp—1 1 一 1 

R+ 尼 =》 v= = 
pe 


2 8 
所 以 
Hp+ DW — Dw = Bp -1). (6.13.2) 
另 一 方面 , 对 (6.13.1) 从 大 = 1 到 大 = z 求 和 , 就 有 
Bop —D)=pS(g,p) + Du =p5(g,p) + Dv + Dw (6.13.3) 
由 (6.13.2) 和 (6.13.3) 可 以 推出 
i —D)(q—1)=pS(g,p) + 2 uk 一 Hp. (6.13.4) 


现在 g 一 1 是 偶数 ,而 gp? 一 1=0 (mod 8),? 所 以 (6.13.4) 的 左边 是 偶数 , 而 且 它 右 
边 的 第 二 项 也 是 偶数 . 于 是 (由 于 p 是 奇数 ) 
S(qp) = 4 (mod 2), 
从 而 根据 定理 92 有 
全 = (I) = (-1)s(n). 
最 后 由 定理 100 得 到 


9 全 = (1D)sGm+s@a = (二 1)mq 


四 如果 p= 2n 二 1 那么 2 一 1=4nn+1l) 三 0(mod 8). 


6.14 素数 的 判定 79 


现在 利用 互 倒 律 来 证 明定 理 97. 如 果 
p= 10n+k, 
其 中 上 是 1, 3,7 或 者 9, 那么 (因为 5 形 如 4n+1) 
5 10n+k k 
G0 
5 的 二 次 剩余 是 1 和 4. 因此 5 是 形 如 5n +1 和 5n 十 4 的 素数 的 二 次 剩余 , 也 即 
是 形 如 10n +1 和 10n +9 的 素数 的 二 次 剩余 , 而 是 其 他 奇 素数 的 二 次 非 剩 余 . 


6.14 ”素数 的 判定 


现在 来 证 明 两 个 定理 , 它们 提供 了 某 种 特殊 类 型 的 数 的 素性 判别 法 . 这 两 个 定 
理 都 与 Fermat 定理 密切 相关 . 


定理 101 如 果 p>2,h<p,n=hp+1 或 者 n=hp? 十 1, 且 
2h 夫 1， 2"-!=1 (mod n), (6.14.1) 
那么 n 是 一 个 素数 . 
记 n=hpb 二 1, 其 中 b= 1 或 者 2, 并 假设 d 是 2 (mod nn) 的 阶 . 根据 定理 88， 
由 (6.14.1) 推出 有 d fh 且 有 dl(n 一 1), 也 即 有 d|hps. 从 而 pld. 但 是 , 再 次 根据 
定理 88 有 dg(n), 故而 pld(n). 如 果 
有 一 到 PK 
就 有 
dm) = 2 — 1) (pk — 1), 
又 因为 p fm 故而 p 至 少 整除 pi 一 1,p2 一 1,… ,pk 一 1 中 的 一 个 . 于 是 nn 有 一 个 
素 因子 P= 1 (mod p). 
设 n= Pm. 由 于 n=1=P (mod p), 则 有 m=1(mod p). 如 果 m >1, 则 有 
n=(uwp+l)(wp+1,) lg<ugv (6.14.2) 
以 及 
hpb-! = uvp + ut+v. 
如 果 b=1, 这 就 是 = wvp 十 wu 十 v, 所 以 
p<up<h<p, 
这 是 一 对 矛盾 . 如 果 5 = 2, 则 有 
hp=up+ut+v, pl(u+v), ut+v>p, 
故而 有 
2v>ut+v>p, v> 5P 
以 及 
uw<h<p, wx<p—2, “< < <2 
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于 是 =1, 从 而 有 
v27-1, w2p-1, 


这 是 一 对 矛盾 . 于 是 (6.14.2) 是 不 可 能 的 , 从 而 有 m = 1 以 及 n= P. 


定理 102 设 m>2,h<2™m, 且 设 nn=2™mh+1 是 某 个 奇 素数 D 的 二 次 非 剩 
余 (mod p). 那么 是 素数 的 充分 必要 条 件 是 
pd 三 -1 (mod n). (6.14.3) 
首先 假设 n 是 素数 . 由 于 n == 1 (mod 4), 故而 根据 定理 99 有 


p n 
(2)=(2) = 
这 样 (6.14.3) 就 立即 由 定理 83 推出 . 从 而 条 件 是 必要 的 . 
现在 假设 (6.14.3) 为 真 . 设 已 是 n 的 任意 一 个 素 因 子 , 并 设 d 是 p (mod P) 
的 阶 . 则 有 
pi("-D)=-1, p"-!=1, pr-!1=1 (mod P), 
故而 根据 定理 88 有 
dt5an-D，dlm-D，dlP-D， 
这 也 就 是 
d 2m-1h， dl2mh, dl(P—1), 
故 有 2mld 以 及 2m|(P-1). 于 是 有 P=2mz+1. 
由 于 n=1=P (mod 2m), 我 人 有 n/P= 1 (mod 2™), 所 以 
n= (2m7z+1)(2"™y+1), rz>1, y>0. 
于 是 就 有 
2mzy <2m7y+I+Y=h<2™, y=0 
以 及 n = P. 从 而 定理 的 条 件 也 是 充分 的 . 
如 果 令 h = 1,m = 2*, 根据 2.4 节 中 的 记号 我 人 有 n = Fk. 由 于 1 = 22 三 
1 (mod 3), 且 有 及 = 2 (mod 3), 故而 及 是 一 个 非 剩余 (mod 3). 于 是 , 及 是 素 
数 的 一 个 充分 必要 条 件 是 Fi|(34(F*-D 十 1 


6.15 ”Mersenne 数 的 因子 ; Euler 的 一 个 定理 
暂时 回 到 2.5 节 中 提 到 的 Mersenne 数 这 个 问题 . 关于 Mp = 2? - 1 的 可 分 解 
性 , Euler 给 出 了 一 个 很 简单 的 判别 法 . 


定理 103 ”如 果 大 > 1 且 了 = 多 十 3 是 素数 , 那么 2p 十 1 是 素数 的 一 个 充分 
必要 条 件 是 
27=1 (mod 2p +1). (6.15.1) 


这 样 一 来 , 如 果 2p 十 1 是 素数 , 那么 就 有 (2p 十 1) |Mp，, 从 而 Mbp 是 合 数 . 
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首先 , 假设 2p + 1 = P 是 素数 . 由 于 P = 7 (mod 8), 故而 根据 定理 95 知 , 2 
是 一 个 二 次 剩余 (mod PP), 而 根据 定理 83, 有 
2p = 24(P-1 = 1 (mod P). 
于 是 条 件 (6.15.1) 是 必要 的 , 且 有 已 Mp. 但 是 大 > 1, 故 有 p>3 以 及 
Mp=2?—-1>2p+1=P. 
从 而 M 是 合 数 . 
其 次 , 假设 (6.15.1) 为 真 . 在 定理 101 中 取 h=2,n=2p+1. 显然 有 六 < 了 以 
及 2*=4 才 1 (mod n), 又 由 (6.15.1) 有 
2"-1 = 22p 三 1 (mod n). 
从 而 n 是 素数 , 且 条 件 (6.15.1) 是 充分 的 . 
定理 103 包含 了 有 关 Mersenne 数 的 特征 的 已 知 最 简单 的 判别 法 . 对 于 下 面 这 
些 数 
p=11, 23, 83, 131, 179, 191, 239, 251 
所 对 应 的 前 8 个 Mersenne 数 Mp, 这 个 判别 法 给 出 了 M 的 一 个 因子 . 


本 章 附 注 


6.1 节 . Fermat 于 1640 年 陈述 了 他 的 定理 ( (Buvres,ii. 209). Euler 于 1736 年 给 出 他 的 
第 一 个 证 明 , 1760 年 给 出 了 推广 的 结论 . 有 关 详 情 见 Dickson， History, i, 第 3 章 . 

6.5 节 . Legendre 在 1798 年 首次 出 版 的 Bssoi sur la thborie des nombres 一 书 中 引进 了 
“Legendre 符号 ”. 例如 , 参见 该 书 第 2 版 (1808 年 ) 第 135 章 . 

6.6 节 ， Wilson 的 定理 首先 是 由 Waring 发 表 的 [Meditationes algebraicae (1770), 288]. 
有 证 据 表明 Leibniz 在 这 之 前 很 早 就 已 经 知道 这 个 结果 . Goldberg [Journ. London Math. Soc. 
28(1953), 252-256] 对 于 p < 10 000 给 出 了 (p 一 1)!+1 关于 模 p? 的 剩余 . 有 关 (modp?) 的 
同 余 式 的 命题 , 见 E. H. Pearson[Math，Computation 17(1963), 194-195]， 到 2007 年 , 计算 
已 经 扩展 到 了 5 x 108, 但 未 发 现 进一步 的 例子 . 

6.7 节 . 我 们 可 以 用 定理 85 来 求 出 模 p 的 最 小 正 的 二 次 非 剩余 9 的 一 个 上 界 . 设 m = 
Pp/q]+1, 则 有 p<mg<p+g 由 于 0< mq-p<g, 我 们 看 到 mq 一 p 必定 是 一 个 二 次 
剩余 , 从 而 mg 也 必 为 一 个 二 次 剩余 . 于 是 m 是 一 个 二 次 非 剩余 , 从 而 有 9 < m， 这样 就 有 
<p+g 故而 9 < VOD 二 裤 十 二 Burgess [Mathematika 4(1957), 106-112] 证 明了 , 对 于 
任何 固定 的 a > 4e-1?, 当 p 一 co 时 有 4 = O(pe). 

6.9 节 . 定理 89 属于 Cipolla, Annali di Mat (3), 9(1903), 139-160. 下 面 这 些 数 , 也 就 
是 3x11x17,5x13x17,5x17x29,5x29x73,7x13x19 都 是 Carmichael 数 . 除了 
这 些 数 以 外 , 小 于 2 000 的 数 中 关于 2 的 伪 素数 还 有 

341=11x31, 645=3x5x43, 1387=19x73, 1905=3x5x127. 
见 Dickson, History, i, 91-95, Lehmer, Amer. Math. Monthly, 43(1936), 347-354 以 及 
Leveque, Reviews, 1, 47-53( 从 中 可 查 到 更 多 的 参考 资料 ). 
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Alford, Granville 以 及 Pomerance 证 明了 [Ann. of Math. (2) 139(1994), 703-722]: 事 
实 上 存在 无 穷 多 个 Carmichael 数 . 确实 , 他 们 构造 出 的 数 与 6 互 素 , 产生 出 满足 2” 三 2 以 及 
3m 三 3(modm) 的 合 数 m. 1899 年 , Korselt 曾经 证 明了 (L’inermédiaire des math. 6(1899)， 
142-143): n 是 一 个 Carmichael 数 , 当 且 仅 当 对 每 个 素数 plm 均 有 p 一 1|n 一 1. 

定理 90 属于 Lucas, Amer，Journal of Math. 1 (1878), 302. D. H. Lehme 以 及 其 他 一 
些 人 用 各 种 方法 对 这 个 结果 加 以 修改 , 以 期 能 对 给 定 的 大 数 m 作为 素数 或 者 合 数 的 特征 得 到 
有 实用 价值 的 判别 法 . 见 Lehmer 的 上 面 提 到 的 引文 和 Bulletin Amer. Math. Soc. 33(1927)， 
327-340 以 及 34(1928), 54-56, 还 有 Duparc, Simon Stevin 29(1952), 21-24. 

6.10 节 . 这 里 的 证 明 是 Landau，Vorlesungen, 诈 ，275 给 出 的 , 由 R.F.Whitehead 作 了 
改进 . 定理 91 关于 p = 3 511 的 结果 是 Beeger 给 出 的 有 关 该 节 末尾 的 数值 结果 , 可 参见 
Pearson 上 面 提 到 的 引文 以 及 Fr6berg [Computers in Math. Research, (North Holland, 1968)， 
84-88]， 现 在 (2007) 已 知 : 在 不 超过 1.25 x 1045 的 范围 内 没有 其 他 满足 所 描述 性 质 的 素数 
存在 . 

6.11 节 至 6.13 节 . 定理 95 是 由 Euler 首先 证 明 的 . 定理 98 是 由 Euler 和 Legendre 陈 
述 的 , 但 是 该 结论 的 第 一 批 令 人 满意 的 证 明 是 由 Gauss 给 出 的 . 关于 这 个 论题 的 历史 以 及 许 
多 其 他 的 证 明 , 见 Bachmann，Niedere Zahlentheorie, i, 第 6 章 . 

6.14 节 . Miller 和 Wheeler 在 定理 101 中 取 已 知 的 素数 2127 一 1 作为 p, 求 得 n = 190p? 十 1 
满足 该 判别 法 . 见 我 们 关于 2.5 节 的 附注 . 当 n = hp? + 1 时 , 定理 101 亦 为 真 , 只 要 h < VP 
且 hh 不 是 一 个 立方 数 即 可 . 见 Wright, Math. Gazette, 37(1953), 104-106. 

Robinson 推广 了 定理 102 [Amer，Math. Monthiy, 64(1957), 703-710], 他 还 和 Selfridge 
用 到 这 个 定理 关于 p = 3 的 情形 , 从 而 得 到 了 一 大 批 形 如 h. 2” + 1 的 素数 [Math，tables and 
other aids to computation, 11(1957), 21-22]. 其 中 有 一 些 素数 是 Fermat 数 的 因子 , 也 见 15.5 
节 的 注释 . 

Lucas[Théorie des nombres, i (1891), p. xii] 陈述 了 Fi 的 素性 的 判别 法 . Hurwitz [Math. 
Werke, 让 747] 给 出 了 一 个 证 明 . 人 们 用 这 个 判别 法 证 明了 Fr 和 Fio 是 合 数 , 虽然 它们 的 真 
实 的 因子 是 后 来 才 找 到 的 . 

这 方面 最 重要 的 进展 无 疑 是 Agrawal, Kayal 以 及 Saxena[Ann. of Math. (2) 160(2004)， 
781-793] 的 结果 , 它 给 出 一 个 素性 判别 法 , 它 最 终 以 Fermat 定理 作为 基础 , 可 在 时 间 (log n)* 
之 内 检验 数 n 的 素性 . 这 里 c 是 一 个 数值 常数 , 根据 Lenstra 与 Pomerance 的 工作 , 此 常数 
可 取 为 6. 

6.15 节 . 定理 103; Euler, Comm. Acad. Petro. 6(1732-1733), 103[Opera(1), 让 3]. 
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7.1 ” 同 余 式 的 根 


满足 同 余 式 
f(z) = coz" + clzn 1 + + cn=0 (mod m) 

的 一 个 整数 > 称 为 该 同 余 式 的 一 个 根 (root), 或 者 称 为 f(z)(mod m) 的 一 个 根 . 如 
果 a 是 这 样 一 个 根 , 那么 任何 与 a (mod m) 同 余 的 数 也 是 它 的 根 . 同 余 的 根 被 视 
为 是 等 价 的 . 当 我 们 说 该 同 余 式 有 ! 个 根 时 , 指 的 是 它 有 ! 个 不 同 余 的 根 . 

一 个 n 次 代数 方程 (在 适当 的 约定 下 ) 恰好 有 m 个 根 , 于 是 一 个 n 次 多 项 式 是 
nn 个 线性 因子 的 乘积 . 自然 要 问 , 对 于 同 余 式 是 否 有 类 似 的 定理 ? 研究 几 个 例子 即 
知 它们 不 可 能 这 么 简单 . 根据 定理 71, 同 余 方 程 


Zz?-1 — 1=0 (mod p) (7.1.1) 
有 p 一 1 个 根 , 也 就 是 
Lp 
同 余 方 程 
z4 — 1=0 (mod 16) (7.1.2) 
有 8 个 根 , 也 即 1, 3, 5, 7, 9, 11, 13, 15. 而 同 余 方程 
£4 — 2=0 (mod 16) (7.1.3) 


却 没有 根 . 根 的 可 能 性 显然 要 远 比 代数 方程 的 情形 复杂 得 多 . 


7.2 ” 整 多 项 式 和 恒 等 同 余 式 
如 果 co,c1,… ,cn 是 整数 , 那么 


coznm 十 clzn-1 十 … 十 cn 
就 称 作 一 个 整 多 项 式 (integral polynomial). 如 果 
f(z) = Do gD) = 


r=0 


且 对 每 个 > 都 有 cr 三 c; Ga 那么 就 称 f(z) 和 9(z) 是 关于 模 m 为 同 余 的 
(congruent), 并 记 为 

f(z)=g(z) (mod m). 
显然 , 如 果 h(z) 是 任何 一 个 整 多 项 式 , 则 有 
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f(z)=9(7) 一 f(z)h(z)=g(7)h(7). 

接 下 来 我 们 要 在 两 种 不 同 的 意义 下 使 用 符号 “==”. 一 种 是 在 5.2 节 的 意义 下 ， 
此 时 它 表示 数 与 数 之 间 的 关系 ; 另 一 种 是 刚刚 定义 的 含义 , 它 表 示 多 项 式 之 间 的 关 
系 . 这 里 应 该 不 会 产生 混淆 , 因为 除了 “ 同 余 式 f(z)==0” 这 样 的 说 法 以 外 , 变量 x 
仅 当 该 符号 用 在 第 二 种 意义 下 才 会 出 现 . 当 断 言 f(z) 二 g(z) 或 者 f(z) 三 0 时 , 我 们 
就 是 在 这 种 意义 下 使 用 它 , 而 且 并 不 涉及 z 的 任何 一 个 具体 值 . 但 是 当 对 “ 同 余 式 
f(z) 三 0 的 根 ” 作 出 结论 或 者 讨论 “ 同 余 式 的 根 ” 时,” 我 们 脑子 里 考虑 的 自然 是 第 
一 种 意义 . 

在 7.3 节 里 , 我 们 要 对 符号 “|” 引进 一 个 类 似 的 双重 用 法 . 

定理 104 (i) 如 果 p 是 素数 , 且 

f(z)g9(z2)=0 (mod p), 

那么 , 要 么 有 f(Z) 三 0, 要 么 有 g(z) 二 0 (mod p). 

(这 更 为 一 般 地 , 如 果 


f(z)g(z)=0 (mod pe) 


f(z) #0 (mod p), 
那么 就 有 
g(z)=0 (mod p?). 
(i) 我 们 从 f(z) 中 去 掉 可 以 被 p 整除 的 系数 对 应 的 项 , 就 得 到 一 个 多 项 式 f1(z)， 
类 似 地 , 由 g(z) 作出 om(z). 如 果 f(z) 关 0 且 g(z) 关 0, 那么 户 (z) 和 gi(z) 中 的 第 
一 个 系数 都 不 能 被 p 整除 , 于 是 广 (z)gi(z) 中 的 第 一 个 系数 不 能 被 p 整除 . 从 而 
jz)g(z) 王 户 (z)gl(z) #0 (mod 7). 
(ii) 可 以 从 f(z) 中 剔除 p 的 倍数 , 从 g(z) 中 剔除 ze 的 倍数 , 其 结论 可 以 用 同 
样 的 方式 得 出 . 定理 的 这 一 部 分 将 在 第 8 章 中 要 用 到 . 
如 果 f(z) 三 g(z), 那么 对 a 的 所 有 值 均 有 f(a) 三 9(a), 其 逆 命 题 不 真 . 于 是 , 根 
据 定理 70, 对 所 有 的 a 都 有 
a?=a (mod 7), 
然而 
Zz?=7 (mod p) 


却 是 错误 的 . 


7.3 ”多项式 (mod mm) 的 整除 性 


称 f(z) 关于 模 m 能 被 g(z) 整除 , 如 果 存 在 一 个 整 多 项 式 h(z), 使 得 
@ 例如 在 8.2 节 中 
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f(z)=g(z)h(z) (mod m). 
此 时 记 
g(z) f(z) (mod m). 
定理 105  (z 一 a)|f(z) (mod m) 成 立 的 一 个 充分 必要 条 件 是 
f(a)=0 (mod m). 
如 果 
(zr —a)|f(z) (mod m), 
那么 对 某 个 整 多 项 式 h(z) 有 
f(z)=(z — a)h(z) (mod m), 


从 而 

f(a)=0 (mod m). 
于 是 这 个 条 件 是 必要 的 . 

它 也 是 充分 的 . 如 果 

f(a)=0 (mod m), 

那么 
f(z)=f(7) ~ f(a) (mod m). 

但 是 

f(z) = > crzn 
且 有 

jz) — f(a) = (z ~ a)h(z), 

其 中 


EL EO SE ten 
是 一 个 吏 多 项 式 . h(z) 的 次 数 比 f(z) 的 次 数 少 


7.4 ”素数 模 同 余 式 的 根 


下 面 假设 模 m 是 素数 , 只 有 在 这 种 情形 下 才 有 简单 的 一 般 性 的 理论 . 用 p 来 


取代 m. 
定理 106 如果 p 是 素数 , 且 


f(z)=g(7)h(z) (mod p), 
那么 f(z) (mod p) 的 任意 一 个 根 要 么 是 g(z) 的 根 , 要 么 是 hz) 的 根 . 
如 果 a 是 f(z) (mod p) 的 一 个 根 , 那么 
f(a)=0 (mod p), 
也 就 是 
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g(a)h(a)=0 (mod 刀 ). 
i g(a) 三 0 (mod p) 或 者 h(a) 二 0 (mod 7p), 从 而 a 是 g(z) 或 h(z) (mod p) 的 
模 为 素数 这 个 条 件 是 绝对 必要 的 . 例如 , 由 于 
72=7? — 4=(7 — 2)(z + 2) (mod 4)， 
故而 4 是 z? 二 0 (mod 4) 的 一 个 根 , 但 它 既 不 是 z - 2 三 0 (mod 4) 的 根 , 也 不 是 
Zz 十 2 三 0 (mod 4) 的 根 . 
定理 107 如 果 f(z) 次 数 为 n, 且 有 多 于 n 个 根 (mod p), 那么 
f(z)=0 (mod p). 
这 个 定理 仅 当 n < p 时 才 是 有 意义 的 . 根据 定理 57, 它 对 n = 1 为 真 , 因而 可 
以 用 归纳 法 来 证 明 它 . 
假设 定理 对 于 次 数 小 于 n 的 多 项 式 已 经 成 立 . 如 果 f(z) 次 数 为 n, 且 f(a) 三 0 
(mod p), 那么 根据 定理 105 有 
f(z)=(7z ~ a)g(z) (mod p), 
其 中 g(z) 的 次 数 至 多 为 n 一 1. 根据 定理 106, f(z) 的 任意 一 个 根 要 么 是 a, 要 么 是 
g(z) 的 一 个 根 . 如 果 f(z) 有 多 于 mn 个 根 , 那么 g(z) 必 有 多 于 n 一 1 个 根 , 所 以 
g(z)=0 (mod 7), 
由 此 即 推出 
f(z)=0 (mod p). 
模 为 素数 这 一 条 件 仍 是 绝对 必要 的 . 例如 
24 一 1 三 0 (mod 16) 
有 8 个 根 . 
这 个 推理 方法 也 证 明了 : 
定理 108 ”如 果 f(z) 的 全 部 根 是 
al，a2，-… , an (mod 7), 
那么 
f(z)=co(z — a1)(z — a2)*… (7 — an) (mod p). 


7.5 ”一 般 定理 的 某 些 应 用 


(1) Fermat 定理 指出 ， 二 项 同 余 式 
z=1 (mod D) (7.5.1) 
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当 d =p 一 1 时 恰 有 它 全 部 的 根 . 现在 可 以 证 明 , 这 个 结论 对 于 p 一 1 的 任何 因子 4 
也 都 是 正确 的 . 


定理 109 ”如 果 p 是 素数 , 且 dp 一 1, 那么 同 余 式 (7.5.1) 有 d 个 根 . 
我 们 有 


zz 一 1= (2 — 1)g(z), 
其 中 
g(z) = 27 1 + oP ltt+1. 
现在 zr-!1 -1=0 有 ?一 1 个 根 , 而 g(z)=0 则 有 至 多 p-- 1 - d 个 根 . 因此 , 根据 定 
理 106 就 推出 , za -1 二 0 至 少 应 该 有 d 个 根 , 从 而 它 恰好 有 d 个 根 . 
在 (7.5.1) 的 d 个 根 中 , 有 一 些 根 在 6.8 节 的 意义 下 属于 dm, 而 其 他 的 根 ( 例 
如 1) 则 属于 p 1 的 更 小 的 因子 . 属于 d 的 数 由 下 面 的 定理 给 出 . 


定理 110 在 (7.5.1) 的 d 个 根 中 ,有 op(d) 个 属于 d. 特别 地 ,p 有 9(p 一 1) 个 
原 根 . 

如 果 w(d) 是 属于 d 的 根 的 个 数 , 那么 

5 vd) =p-1, 
dlp 一 1 
这 是 因为 1 2, … , p 一 1 中 每 个 数 都 属于 某 个 d. 根据 定理 63, 又 有 
> $0) =p-1. 
dlp—1 

如 果 能 证 明 yw(d) < $(q), 就 能 推出 对 每 个 4 都 有 V(d) = 9(d). 

如 果 W(d) > 0, 那么 无 论 如 何 1,2,… ,p - 1 中 总 会 有 一 个 数 (比方 说 f) 属于 
d. 考虑 d 个 数 

fn=f* (0<h<gd-1). 
由 于 fa=1 毕 含 fM=1, 故而 这 些 数 中 的 每 一 个 都 是 (7.5.1) 的 一 个 根 . 它们 都 是 
不 同 余 的 (mod p), 这 是 因为 J* 三 f* (其 中 jh < h < d) 蕴含 1* 二 1, 其 中 0<k= 
h 一 h' < d, 这 样 一 来 , f 就 不 属于 d. 于 是 , 根据 定理 109, 它们 全 部 都 是 (7.5.1) 的 
根 . 最 后 , 如 果 fs 属于 d, 则 有 (h,d) = 1. 这 是 因为 kh ,kld 以 及 k > 1 蕴含 
(内 光一 (的 人 

此 时 岂 就 会 属于 一 个 比 d 更 小 的 指数 . 从 而 h 必定 是 小 于 d 且 与 4 互 素 的 那 $(d) 
个 数 中 的 一 个 , 这 样 就 有 wW(d) < 9$(d). 

我 们 顺便 直接 了 当地 证 明了 : 


四 元 素 a 在 6.8 节 的 意义 下 属于 d, 用 现在 的 数论 语言 来 说 就 是 : d 是 使 得 a< 三 1( mod p) 成 立 的 最 小 
正 指数 , 也 即 d 是 元 素 a 的 阶 。 一 一 译 者 注 
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定理 111 如 果 p 是 一 个 奇 素数 , 则 存在 数 g, 使 得 诸 数 1,9,g?，… ,gP-2 关 
于 模 p 是 互 不 同 余 的 . 

(2) 多 项 式 

f(z) = 1 -1 

的 次 数 为 p 一 1, 而 由 Fermat 定理 知 , 它 有 p 一 1 个 根 1,2,… ,p 一 1 (mod p). 运用 
定理 108, 我 们 得 到 : 

定理 112 ”如果 p 是 素数 , 那么 

Zz?-1— 1=(z — 1)(z ~ 2):…(z—p+1) (mod p). (7.5.2) 

如 果 比 较 两 边 的 常数 项 , 就 得 到 Wilson 定理 的 一 个 新 证 明 ， 如 果 比 较 zz-?， 
zz-3 2 的 系数 , 就 得 到 : 

定理 113 ”如果 p 是 一 个 奇 素数 , 1 <1<p 一 1, 且 hl 是 集合 1,2,…,p 一 1 
中 【个 不 同 的 元 素 的 乘积 之 和 , 那么 Al 三 0 (mod p). 

可 以 利用 定理 112 来 证 明定 理 76. 假设 p 是 奇 素数 . 


假设 
n=7rp—s (r>1,0<s<p). 
那么 
全 _ (rp—st+p—-l)! (rp—s+l)(rp—s+2)...(rp—s+p—1) 
n Cp-s)p-D)! (Pp—1)! 


是 一 个 整数 i, 且 根据 Wilson 定理 (定理 80) 有 
(rp—s+l)(rp—s+2):..(rp—s+p—1)=(p— 1)ti= -i(mod p). 
但 是 , 根据 定理 112 可 知 , 它 的 左边 同 余 于 
(s—1)(s—2):..(s—p+1)=s7"!— 1 (mod p), 
因而 当 s 二 0 时 它 同 余 于 一 1, 否则 , 它 同 余 于 0. 


7.6 ”Fermat 定理 和 Wilson 定理 的 Lagrange 证 明 


我 们 将 定理 112 的 证 明 建立 在 Fermat 定理 以 及 定理 108 的 基础 之 上 . 该 定理 
的 发 现 者 Lagrange 是 直接 证 明 它 的 , 他 的 论证 方法 包含 了 Fermat 定理 的 另 一 个 
证 明 . 
假设 p 是 奇 的 . 那么 
(oD(z—2): (zp+l) = Ar? + 十 4 (7.6.1) 
其 中 4 .… 如 同 在 定理 113 中 那样 定义 . 如 果 用 z 来 乘 等 式 的 两 边 , 并 将 x 改写 
成 z 一 1， 就 有 
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(z—1)?—Ai(z—1)? lt-+Ap-1(7—1)= (2-1)(z—2).…(z—p) 
= (Z—p)(z?-1— A1z? ?+ + Ap-1). 
令 系 数 相等 , 得 到 


ae 
(+h =p+ ah 的 + 人 5 ) 和 + 生 =z4+ 生 


el 二 
(+; )a+ (7 ) + Ah =phs+ A 


如 此 等 等 . 第 一 个 方程 是 恒等式 , 由 其 他 的 方程 相继 得 到 
和 ov(aw 
7) 


(p—1)Api=1+Ai+Az+.…+ Ap-2. 


于 是 我 们 相继 得 出 
plA1; plAz2, … , plAp-2, (7.6.2) 
最 后 有 
(Pp—1)Ap-1=1 (mod 7), 
这 也 就 是 


4p-1 三 一 1 (mod p). (7.6.3) 
由 于 Ap_1 = (p 一 1)!, 故而 (7.6.3) 就 是 Wilson 定理 . 而 (7.6.2) 和 (7.6.3) 合 
在 一 起 就 给 出 定理 112. 最 后 , 由 于 对 于 任何 一 个 不 是 p 的 倍数 的 z 蕴 有 
(z—1)(z—2)..(z —p+1)=0 (mod p), 
从 而 就 推出 Fermat 定理 . 


7.7 3 wp- 的 剩余 


假设 是 一 个 奇 素数 , 且 
5=3p-1). 
根据 Wilson 定理 , 由 
w=12 0-3o-y| -ie-)-0-) 
=(-DP(cD* (mod D) 
就 推出 有 
(5!)?=(-1)?-! (mod 7). 
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现在 必须 区 分 p = 4n 十 1 和 p= 4n+3 这 两 种 情形 . 如 果 p= 4n+1, 那么 
(0) — 1 (mod 7), 
故而 (反之 则 如 同 我 们 在 6.6 节 中 所 证 明 的 那样 )-1 是 p 的 一 个 二 次 剩余 . 此 时 ， 
可 与 2 二 一 1 (mod p) 的 某 个 根 同 余 . 
如 果 p= 4 舌 +3, 则 有 

(5!)?=1 (mod 7p), (7.7.1) 
土 1 (mod p). (TT.2) 
由 于 -1 是 p 的 一 个 二 次 非 剩余 , 故而 (7.7.2) 中 的 符号 是 正 号 还 是 负 号 , 要 看 可 
是 模 p 的 剩余 还 是 非 剩余 来 确定 . 但 是 w! 是 小 于 jp 的 正 整数 的 乘积 , 这 样 一 来 ， 


根据 定理 85, (7.7.2) 中 的 符号 是 正 号 还 是 负 号 , 要 看 p 的 小 于 ip 的 非 剩余 个 数 是 
偶数 还 是 奇数 来 确定 . 


定理 114 如 果 p 是 一 个 形 如 hn 十 3 的 素数 , 那么 
B60- oh (moa 
其中 的 是 的 小 于 3p 的 二 次 非 撞 余 的 个 数 . 


可 三 


7.8 ”Wolstenholme 的 一 个 定理 
由 定理 113 推出 , 分 数 


Rr 
3 p—1 

的 分 子 可 以 被 p 整除 . 事实 上 , 这 个 分 子 就 是 那个 定理 中 的 4p->. 然而 , 我 们 还 可 
以 走 得 更 远 一 些 . 

定理 115 ”如果 p 是 一 个 大 于 3 的 素数 , 那么 分 数 

er (7.8.1) 
p 光 p—1 和 

的 分 子 能 被 D2 整除 . 

当 p = 3 时 这 个 结果 是 错误 的 . 至 于 这 个 分 数 是 否 化 成 了 最 简 分 数 , 这 是 无 关 
紧要 的 , 因为 在 任何 情形 下 其 分 母 都 不 能 被 p 整除 . 

此 定理 可 以 表述 成 不 同 的 形式 . 如 果 i 与 m 互 素 , 则 同 余 式 

这 三 1 (mod m) 

恰好 有 一 个 根 , 称 它 为 i (mod m) 的 相伴 元 .2 可 以 用 王 来 记 这 个 相伴 元 , 不 过 当 我 
们 只 关心 整数 时 , 采用 记号 


@ 与 在 6.5 节 中 一 样 , 6.5 节 中 的 a 现在 取 为 1. 
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1 


(或 者 1/i) 来 表示 相伴 元 常常 更 方便 . 更 一 般 地 , 在 类 似 的 情况 下 可 以 用 
b 


a 
(或 者 b/a) 来 记 ar= 的 解 . 
然后 就 可 以 将 Wolstenholme 定理 表述 成 以 下 形式 . 
定理 116 如 果 p>3, 且 1/i 是 i(mod p?) 的 相伴 元 , 那么 
1+ 2+3 t+ 0 (mod p2). 
可 以 首先 证 明 


1+$++t. + 0 (mod mo (7.8.2) 
由 此 可 对 这 个 符号 作 一 诠释 . 为 此 , 只 需 注意 , 如 果 0 < < p, 那么 
i 了 = -i=1 (mod p). 


从 而 


求 和 即 得 欲 证 之 结果 . 
其 次 来 证 明 Wolstenholme 定理 的 两 种 形式 (定理 115 和 定理 116) 等 价 . 如 果 
0<z<p, 且 FH 是 x (mod p?) 的 相伴 元 , 那么 
zp—1)!= Ed Db- (mod pz2). 
于 是 有 S 
(p— I+23+.…+7-D)=(p— 1)! 人 十 十 … 十 局) (mod p2)， 
衣 分 数 包 含 了 这 两 个 定理 中 的 结论 的 解释 , 由 此 推出 它们 的 等 价 性 . 
为 证 明定 理 本 身 , 在 恒等式 (7.6.1) 中 取 z = p. 于 是 得 
@-DL= pp-1- 4ipp-2 二 一 名 -ap 十 如 
但 是 4p-1 = (p 一 1)!, 于 是 
pr -2 一 Aipr 3+..*+ Ap_ap — Ap-2 =0. 
由 于 p > 3, 根据 定理 113 有 
PlA1, plA2, +… , plAp-s, 


@ 自然 , 这 里 的 1/i 是 i (mod p) 的 相伴 元 . 它 对 (mod p) 是 确定 的 , 但 就 p 的 任意 倍数 而 言 , 它 对 
(mod p?) 是 不 确定 的 . 
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由 此 推出 p?|4,-2, 也 即 有 
1 1 
2 p(ytta) k 
这 等 价 于 Wolstenholme 定理 . 
Ge 


了 


二 
22 (二 15 


的 分 子 是 42_。 - 24p-14p-s, 从 而 它 能 被 p 整除 , 这 样 就 得 到 : 
定理 117 如 果 p>3, 则 有 Cb=0 (mod p). 


7.9 von Staudt 定理 


我 们 用 证 明 von Staudt 关于 Bernoulli 数 的 一 个 著名 定理 来 结束 本 章 . 
Bernoulli 数 通 常 定义 为 展开 式 ? 
z A 
er—l 2 2! 4! 6! 
中 的 系数 . 我 们 将 会 发 现 , 将 这 个 展开 式 写成 下 述 形式 


有 ba B: 
Er 
是 很 方便 的 , 所 以 有 po =1,B4 = -以 及 
Bak = (—1)*-1Bk, Barti =0, (k>1). 


这 些 数 的 重要 性 主要 在 于 , 它们 出 现在 关于 守 mk 的 “Euler-Maclaurin 求 和 公式 ” 
中 . 实际 上 , 对 于 k>1 有 


k 
大 本 二 2 1 k\ kt1-r 
十 2 十 二 一] = rj Br. (7.9.1) 
这 是 因为 它 的 左边 是 
1 一 enz Ed 
1 = 十 e2z 十 .十 etn-Dz) 二 有 一 避 nz 
blz(1 十 ee 十 e2 十 十 el ) hls er pe (e 1) 


3 
下 (+ 全 (w+ 吕 +) 


中 zs+l 的 系数 . 将 这 个 乘积 里 的 系数 提取 出 来 , 就 得 到 (7.9.1). 
von Staudt 定理 确定 了 Bi 的 分 数 部 分 . 
定理 118 ”如 果 大 >1, 那么 


(-1)*B.= Dt (mod 1), (7.9.2) 


@ 只 要 |z| < 2r, 这 个 展开 式 就 是 收敛 的 . 
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这 里 的 求 和 取 遍 满足 (p 一 1) |2k 的 所 有 素数 p. 


例如 , 如 果 大 = 1, 那么 (p -1)|2, 这 对 p = 2 或 者 p = 3 是 成 立 的 ， 从 而 
1 


一 有 三 + 一 .事实 上 有 Bi = 十. 当 用 字母 8 来 重新 表述 (7.9.2) 时 , 它 就 变 成 


Br (7.9.3) 


-Dk? 
其 中 
k=1,2,4,6,.., (7.9.4) 
而 i 是 一 个 整数 . 如 果 将 ek(p) 定义 为 


_ 1， 车 (p--DIk 
< 位 若 p 一 1) Ak 
那么 (7.9.3) 就 取 下 述 形式 


B+ 二 名 (7.9.5) 
现在 这 里 的 p 取 遍 所 有 的 素数 . 


特别 地 , von Staudt 定理 表明 , 任何 Bernoulli 数 的 分 母 都 没有 平方 因子 . 
7.10 ”von Staudt 定理 的 证 明 
定理 118 的 证 明 依 赖 于 下 面 的 引 理 . 


一 全 
定理 119 到 mt= — ek(p) (mod p). 
T 


如 果 (p 一 1)|k, 那么 , 根据 Fermat 定理 有 m* 二 1, 且 
Dm*=p -1= -1 -exr(p) (mod p). 
如 果 (p 一 1) 4k, 且 9g 是 p 的 一 个 原 根 , 那么 根据 定理 88 有 
g* #1 (mod p). (7.10.1) 

集合 9,29,… , (p - 1)g 与 集合 1,2,… ,p 一 1 关于 模 p 是 等 价 的 , 从 而 有 

(mg 二 > ms (mod p), 

(g* —1) Dm*=0 (mod p), 
以 及 

Dm*=0 = -exr(p) (mod p) 
[根据 (7.10.1)]. 于 是 在 任何 情形 下 都 有 于 ms 三 一 ex(p). 
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现在 用 归纳 法 来 证 明定 理 118, 假设 它 对 序列 (7.9.4) 中 任何 小 于 大 的 数 1 都 
已 成 立 , 要 推出 它 对 大 也 成 立 . 下 面 k 和 ! 都 属于 (7.9.4), r 从 0 取 到 k, bo = 1， 
而 ps = bs =… = 0. 我 们 已 经 对 上 = 2 验证 了 定理 , 现在 可 以 假设 上 > 2. 
由 (7.9.1) 和 定理 119 推出 , 如 果 右 是 任意 一 个 素数 , 则 有 


大 
1 k 
er(w) + > 二 二 人 ja (mod 7), 
大 十 1 一 r \7 


这 也 就 是 


所 + 四 4 守 1 (Ko-1-r(g8,)=0 (mod 1) 7.10.2 
于 rr CE (7.10.2) 


由 于 Bk-1 = 0, 故而 此 式 中 不 含 B_1 项 . 我 们 来 研究 
wr 于 (sep 


一 +I 二 7 
的 分 母 是 否 能 被 羡 整除 . 
如 果 r 不 是 某 个 1, 则 B. 是 1 或 者 0. 如 果 r 是 某 个 1, 那么 根据 归纳 假设 , B 


的 分 母 没 有 平方 因子 , 而 5B; 的 分 母 不 能 被 整除 . 因子 人 是 整数 . 从 而 仅 当 


wh-l-r ge-l 


k+li-r s+1 
的 分 母 能 被 五 整除 时 , wkr 的 分 母 也 才能 被 世 整除 . 此 时 有 
8+12>w. 
但 是 s=k 一 r > 2, 于 是 有 
s+1<2<w. 


这 是 一 对 矛盾 . 由 此 推 得 , wk 的 分 母 不 能 被 到 整除 . 


这 样 就 有 并 
大 十 4 加 ) 和， 
其 中 避 /bxk, 而 
2 pz 可 
显然 有 同样 的 形式 . 由 此 推 得 
p+Y 有 = 倚 ， (7.10.3) 


其 中 Bi 不 能 被 可 整除. 由 于 五 是 任意 一 个 素数 , 故 Bk 必定 为 1. 从 而 (7.10.3) 的 
右边 是 一 个 整数 , 这 就 证 明了 定理 . 

特别 地 , 假设 是 一 个 形 如 3n+1 的 素数 . 那么 仅 当 p 是 2,3,k 二 1,2k 十 1 中 
之 一 时 , 才 有 (p -1) |2k. 但 是 大 +1 是 偶数 , 且 2k+1= 6n+3 能 被 3 整除 , 从 而 


@ 应 该 注意 到 ， 我 们 并 不 需要 全 部 归纳 假设 
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2 和 3 是 p 的 仅 有 的 可 能 取 的 值 . 于 是 有 
定理 120 ”如 果 大 是 一 个 形 如 3n 十 1 的 素数 , 那么 
B= (mod 1). 


可 以 进一步 推广 使 用 这 一 论证 方法 来 证 明 : 如 果 给 定 k, 则 存在 无 穷 多 个 1, 使 
得 Bi 与 Bk 有 相同 的 分 数 部 分 . 但 是 为 此 我 们 需要 用 到 Dirichlet 的 定理 15( 或 者 
用 到 该 定理 b= 1 时 的 特殊 情形 ). 


本 章 附 注 


7.2 节 至 7.4 节 . 其 中 大 部 分 内 容 遵循 的 是 Hecke 的 书 中 的 第 3 章 . 

7.6 节 . Lagrange, Nouveaur mémoires de LAcadémie royale de Berlin, 2 (1773), 125 
(Buvres, 说 .425). 这 是 Wilson 定理 的 第 一 个 发 表 的 证 明 . 

7.7 节 . Dirichlet, Journal fiir Math. 3 (1828), 407-408 ( Werke, i. 107-108). 

7.8 节 . Wolstenholme，Quarterly Journal of Math. 5 (1862), 35-39. 定理 115 有 许多 推 
广 , 其 中 有 一 些 也 是 定理 113 的 推广 . 见 8.7 节 . 

这 个 定理 被 广泛 称 为 “Wolstenholme 定理 ”, 我 们 遵循 这 一 惯例 ， 但 是 N. Rama Rao 
[Bull, Calcutta Math. Soc. 29 (1938), 167-170] 曾经 指出 , Waring [Meditationes algebraicae, 
第 二 版 (1782), 383] 曾经 参与 了 这 个 定理 以 及 它 的 许多 推广 的 工作 . 

7.9 节 至 7.10 节 ，Von Staudt，Journal fir Math，21 (1840), 372-374， 该 定理 也 是 由 
Clausen [Astronomische Nachrichten, 17 (1840), 352] 独立 所 发 现 . 我 们 遵循 的 是 R. Rado 
[Journal London Math. Soc. 9 (1934), 85-88] 的 证 明 . 


许多 作者 用 到 记号 a 
并 z" 
ET 一 Em 
所 以 他 们 的 B。 就 是 我 们 的 Bn. 
定理 120 以 及 与 之 相关 的 更 为 一 般 性 的 定理 属于 Rado[ 同 一 杂志 ,88-90]， 的 确 ，Erdé6s 


与 Wagstaff (Jllinois J. Math. 24 (1980), 104-112) 证 明了 : 对 于 给 定 的 ,对 于 m 的 一 个 正 
的 比例 的 值 有 Bm = B (mod1). 
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8.1 ”线性 同 余 式 


自从 7.4 节 开 始 (除了 在 7.8 节 中 有 偏离 之 外 ) 我 们 一 直 假设 模 m 是 一 个 素 
数 . 本 章 要 证 明 几 个 有 关 一 般 的 模 的 同 余 式 的 定理 . 当 模 是 合 数 时 , 其 理论 远 非 那 
样 简单 , 我 们 也 不 打算 对 此 作 系 统 的 讨论 . 

5.4 节 中 考虑 过 一 般 的 线性 同 余 式 


ar==b (mod m), (8.1.1) 
在 此 回忆 一 下 有 关 的 结果 将 会 很 有 用 . 该 同 余 式 是 不 可 解 的 , 除非 有 
d= (a,m)lb. (8.1.2) 


如 果 满足 这 个 条 件 , 那么 (8.1.1) 恰 有 d 个 解 , 也 就 是 
b+ €+2F. + (dD 
其 中 是 


的 唯一 解 . 
接 下 来 考虑 关于 互 素 的 模 ml, m2,… ,mx 的 一 个 线性 同 余 式 组 
a1z==b1 (mod m1i),a27=b2 (mod ma2),…… ,akT=bk (mod my). (8.1.3) 
这 个 同 余 式 组 是 不 可 解 的 , 除非 对 每 个 i 都 有 (ai, msi) |b;. 如 果 满足 这 个 条 件 , 就 可 
以 分 别 求解 每 一 个 同 余 式 , 该 问题 就 转化 成 求解 同 余 式 组 
T=c1 (mod m1), z=c2 (mod m2), … , Tck (mod mx). (8.1.4) 
这 里 的 诸 个 mi 与 (8.1.3) 中 的 不 完全 一 样 . 事实 上 , 按照 (8.1.3) 的 记号 ， (8.1.4) 中 
的 mi 是 mi/(ai, mi)- 
记 


m= mim2 mk = mM = maM2 = = my Mey. 
由 于 (mi, Mi) = 1, 故而 存在 一 个 (对 于 模 ms 来 说 唯一 的 ) ni, 使 得 
mMi=1 (mod mi). 
如 果 
T=nMic +n2M2c2 t+: + ngMEkck, (8.1.5) 
则 对 每 个 i 有 z 三 nMici 三 ci (mod mi), 所 以 z 满足 (8.1.4). 如 果 y 满足 (8.1.4)， 
那么 对 每 个 i 有 
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y= (mod mi), 
从 而 (由 于 诸 mi 互 素 )y==z (mod m). 因此 解 z 是 唯一 的 (mod m). 


定理 121 “如果 mi,m2z,… ,mk 互 素 , 则 同 余 式 组 (8.1.4) 有 由 (8.1.5) 给 出 
的 唯一 解 (mod m). 


当 模 不 互 素 时 , 问题 更 加 复杂 . 我 们 只 用 一 个 实例 来 说 明 就 行 了 . 

6 位 教授 分 别 从 星期 一 、 星 期 二 、 星 期 三 、 星 期 四 、 星 期 五 以 及 星期 六 开始 上 
课 , 并 且 宣 布 他 们 分 别 打算 每 2 天 、 每 3 天 、 每 4 天 、 每 1 天 、 每 6 天 以 及 每 5 天 
上 一 次 课 . 学 校规 定 星期 天 禁止 上 课 (因此 凡 有 星期 天 的 课程 必须 略 去 不 上 ). 问 什 
么 时 候 这 6 位 教授 会 第 一 次 发 现 他 们 不 得 不 同时 略 去 一 次 课 不 上 ? 

如 果 满 足 问题 中 要 求 的 日 子 是 第 日 (从 第 一 个 星期 一 开始 计数 , 且 包 括 第 一 
个 星期 一 在 内 ), 那么 


z=1+2ki =2+3k2 =3+4k3 =4+k=5+6ks=6+5k = 7k7, 
其 中 诸 个 k 都 是 整数 , 也 即 
(1)z=1 (mod 2)， (2)z=2 (mod 3),，(3)z=3 (mod 4)，(4)z=4 (mod 1) 
(5)z=5 (mod 6)，(6)z=6 (mod 5),，(7)z=0 (mod 7) . 
这 些 同 余 式 中 , (4) 没有 限制 , (1) 和 (2) 包含 在 (3) 和 (5) 之 中 . 后 面 这 两 个 同 余 式 
中 , (3) 表明 z 同 余 于 3, 7 或 者 11 (mod 12), 而 (5) 表明 z 同 余 于 5 或 者 11, 所 
以 (3) 和 (5) 合 起 来 等 价 于 z 三 11 (mod 12). 于 是 问题 转化 为 求解 


Z 三 11 (mod 12), Zz=6 (mod 5),，Z==0 (mod 7) ， 


也 即 求解 
7 三 一 1 (mod 12), z=]1 (mod 5), Zz=0 (mod 7) . 
这 是 一 个 可 以 用 定理 121 来 求解 的 问题 . 其 中 有 
m=12, m=5, ms=7, m= 420, 
Mi=35, M2=84, Ms=60. 
诸 个 n 由 下 列 同 余 式 组 的 解 给 出 : 
35n1=1 (mod 12)， 84n2==1 (mod 5)， 60ns==1 (mod 7) . 

或 者 


一 ma 三 1 (mod 12),，—n2=1 (mod 5)，4n3 三 1 (mod 7) . 
可 以 取 ni = 一 1,n2 = 一 1,ns = 2. 这 样 就 有 
z=(—1)(-1)35+ (1)1 x 84+2x0x60= -49 三 371 (mod 420). 
第 一 个 满足 条 件 的 z 是 371. 
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现在 可 以 将 一 般 同 余 式 ” 
f(z)=0 (mod m) (8.2.1) 
的 求解 问题 转化 成 若干 个 素数 寡 为 模 的 同 余 式 的 求解 问题 , 其 中 f(z) 是 任意 一 个 
整 多 项 式 . 
假设 
m= mm2 mk, 


其 中 任何 两 个 mi 都 没有 公约 数 . (8.2.1) 的 每 个 解 都 满足 


f(z)=0 (mod mi) (i= 1,2,.…,k). (8.2.2) 
如 果 c1,c2,… ,ck 是 (8.2.2) 的 一 组 解 , 而 z 是 
Zci (mod mi) (i=1,2,...,k) (8.2.3) 


的 由 定理 121 给 出 的 解 , 那么 
f(z)=f (ci)=0 (mod mi), 
于 是 有 f(z) 三 0 (mod m). 这 样 一 来 , (8.2.2) 的 每 一 组 解 给 出 (8.2.1) 的 一 个 解 , 反 
之 亦 然 . 特别 地 有 
定理 122 (8.2.1) 的 根 的 个 数 是 (8.2.2) 中 每 个 同 余 式 的 根 的 个 数 之 乘积 . 


如 果 m = 2 2p22 pt 可 以 取 mi = p?*. 


8.3 ”素数 曲 模 的 同 余 式 


现在 考虑 同 余 式 
f(z)=0 (mod p’), (8.3.1) 
其 中 p 是 素数 , 而 a > 1. 
首先 假设 > 是 (8.3.1) 的 一 个 根 , 它 满足 


0<zr<p. (8.3.2) 
此 时 z 满足 
f(z)=0 (mod pe )， (8.3.3) 
故而 它 有 形式 
€+sp"! (0<s<p), (8.3.4) 
其 中 上 是 (8.3.3) 的 满足 
0 和 5<pe (8.3.5) 


@ 见 7.2 节 . 


的 一 个 根 . 
其 次 , 如 果 & 是 (8.3.3) 的 一 个 满足 (8.3.5) 的 根 , 那么 
f(E + 9p) =f(€) + sp -1f(€) + B92p7 7) + 


三 f(€) + sp !f'(é) (mod p?)， 
这 是 因为 24 -2>w3a-3>ow-…, 且 


FW(€) 
四 
中 的 系数 都 是 整数 . 现在 必须 区 分 两 种 情形 . 
(1) 假设 
f'(€) 0 (mod p). (8.3.6) 


那么 ,6+ spe-:! 是 (8.3.1) 的 一 个 根 , 当 且 仅 当 
f(€) + sp*-1'(€)=0 (mod p°), 
:1(0=- J9 oa 由 
且 恰好 有 一 个 (mod 中 满足 这 个 条 件 . 从 而 (8.3.3) 的 根 的 个 数 与 (8.3.1) 的 根 的 
个 数 是 相同 的 . 
(2) 假设 


也 即 当 且 仅 当 


f'(€)=0 (mod p). (8.3.7) 
此 时 有 
f(€ + sp 1)=f(€) (mod p°). 
如 果 f(&) 关 0 (mod pe), 那么 (8.3.1) 是 不 可 解 的 . 如 果 f(&) 三 0 (mod p"), 则 对 每 
个 s, (8.3.4) 都 是 (8.3.1) 的 一 个 解 , 且 对 于 (8.3.3) 的 每 一 个 解 , (8.3.1) 都 有 p 个 解 
与 之 对 应 . 
定理 123 ”对 应 于 (8.3.3) 的 每 一 个 解 6, (8.3.1) 所 具有 的 解 的 个 数 是 
(a) 0, 如 果 站 (€) 三 0 (mod p) 且 不 是 (8.3.1) 的 解 ; 
(b) 1, 如 果 f(€) 关 0 (mod 7p); 
(0) p, 如果 f7(&) 三 0 (mod p) 且 & 是 (8.3.1) 的 一 个 解 . 
(8.3.1) 与 对 应 的 解 可 以 由 & 得 出 . 在 情形 (b) 中 , 它 可 以 通过 求解 一 个 线性 同 余 
式 得 到 ; 而 在 情形 (c) 中 , 则 可 以 通过 向 & 增加 pe-! 的 任意 倍数 来 得 到 . 


8.4 例 于 


(1) 同 余 式 
f(7) = zz-1 一 1=0(mod 7p) 
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有 p 一 1 个 根 1,2,… ,p 一 1. 如 果 & 是 这 些 根 中 间 的 一 个 , 那么 
f'(€) = (p— 1)é°-? #0 (mod p). 
从 而 f(z)=0 (mod p?) 恰 有 p 一 1 个 根 . 重复 这 个 讨论 , 得 到 
定理 124 同 余 式 
z7-1 — 1=0 (mod po) 
对 每 个 a 都 恰 有 p 一 1 个 根 . 
(2) 其 次 考虑 同 余 式 
f(z) = zipp-0 ~ 1=0 (mod p?), (8.4.1) 
其 中 p 是 一 个 奇 素数 . 此 时 对 每 个 5 有 
f(€)= 3 一 1)5 经 (Op-0-1 王 0 (mod p). 
于 是 对 于 f(z)==0 (mod p) 的 每 一 个 根 , (8.4.1) 有 p 个 根 与 之 对 应 . 


现在 , 根据 定理 83 有 
zi- 三 士 1 (mod p), 


其 正 负 号 根据 > 是 p 的 二 次 剩余 或 是 非 剩余 来 决定 , 且 在 同样 的 情形 下 ， 
ziP(p-)= +1 (mod p). 
于 是 , f(z)=0 (mod p) 有 3p 一 个 根 ,而 (8.41) 有 3p(p ~ 1) 个 根 . 
如 同 在 6.5 节 中 对 p 定义 二 次 剩余 和 非 剩余 一 样 , 我 们 来 对 p? 定义 二 次 剩余 
和 非 剩 余 . 只 考虑 与 p 互 素 的 数 , 称 > 是 p? 的 一 个 二 次 剩余 , 如 果 (i)(z,p) = 1 以 
及 (ii 存在 一 个 y 使 得 


y=7 (mod p?)， 
称 > 是 肪 的 一 个 二 次 非 剩余 , 如果 (i)(z,p) = 1 以 及 (i) 不 存在 这 样 的 也 
如 果 z 是 pp 的 一 个 二 次 剩余 , 则 由 定理 72 得 
Zip(p-D)=yP(p-)=1 (mod p?), 
所 以 > 是 (84.1) 的 那 3p(p 一 1) 个 根 中 的 一 个 . 另 一 方面 ,如果 与 是 小 于 灵 


且 与 p? 互 素 的 plp - 1) 个 数 中 的 两 个 , 且 如 二 她 , 那么 或 者 有 yo = 到 一 yi, 或 者 
人 一 多 与 册 十 加 两 者 都 能 被 p 整除 , 而 这 是 不 可 能 的 , 因为 yy 和 yo 两 者 都 不 能 


被 整除 . 所 以 诸 数 y 就 给 出 了 恰好 3p(p - 1) 个 不 同 余 的 剩余 类 (mod Z2), 模 
态 有 3p(p 1) 个 二 次 剩余 , 它们 也 就 是 (8.4.1) 的 根 . 

定理 125 ” 模 太 有 Jp(p -1) 个 二 次 利 余 , 这 些 剩余 都 是 (8.4.1) 的 要 

(3) 最 后 考虑 同 余 式 
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f(z) = z2 — c=0 (mod pe)， (8.4.2) 
其 中 p jc. 如 果 p 是 奇数 , 那么 对 任何 不 被 p 整除 的 & 有 
f'(€) = 2€ #0 (mod p). 

于 是 (8.4.2) 的 根 的 个 数 与 分 别 以 pr-!,p*-?,… ,p 为 模 的 类 似 的 同 余 式 的 根 的 个 
数 相同 . 这 也 就 是 说 , 根据 是 否 p 的 二 次 剩余 可 知 其 解数 为 2 或 者 0. 可 以 用 这 
个 论证 方法 取代 (2) 的 最 后 一 段 . 

当 p = 2 时 ,情形 要 稍微 复杂 一 些 , 这 是 因为 此 时 对 每 个 5 有 f'(€) 二 0 ( mod p). 
我 们 留 给 读者 自己 去 证 明 : 当 a = 2 时 , 它 有 两 个 根 或 者 没有 根 ; 当 a > 3 时 , 则 有 
四 个 根 或 者 没有 根 . 


8.5 ”Bauer 的 恒 等 同 余 式 


用 t 来 记 小 于 mm 且 与 m 互 素 的 $(m) 个 数 中 的 一 个 , 用 t(m) 来 记 这 种 数 的 
集合 , 而 用 
fn(z)= I[[ (2 (8.5.1) 
t(m) 
来 记 取 遍 t(m) 中 所 有 t 的 乘积 . Lagrange 的 定理 112 说 的 是 , 当 m 为 素数 时 ， 
fn(7)=7°"™) 一 1 (mod m). (8.5.2) 
由 于 
ze(m) 一 1 三 0 (mod m) 
恒 有 %(m) 个 根 t, 故我 们 可 能 认为 (8.5.2) 对 所 有 m 为 真 , 但 这 是 错 的 .例如 当 
m = 9 时 ,上 有 六 个 值 士 1, 士 2, 士 4 (mod 9), 且 有 
jnm(z) 三 (z2 — 12)(z2 — 22)(z2 — 42)=2° — 374 十 3z2 一 1 (mod 9). 
正确 的 推广 近期 才 被 Bauer 发 现 , 它 包 含 在 下 面 两 个 定理 之 中 . 


定理 126 ”如 果 p 是 m 的 一 个 奇 素 因子 , 且 pe 是 p 能 整除 m 的 最 高 畴 次 ， 
那么 


fm(z)= [| (c -9b=(ze 一 1)s(m)/-D (mod p°). (8.5.3) 
t(m) 

特别 地 有 

frolz)= 工 (z -= — 1) (mod p°). (8.5.4) 
t(p") 
定理 127 如 果 m 是 偶数 , m > 2, 且 2* 是 2 能 整除 mn 的 最 高 团 次 , 那么 
fn(7)=(7? — 1)49(™ (mod 2°). (8.5.5) 
特别 地 , 当 a > 1 时 有 

faa (1)=(72 -112 (mod 2°). (8.5.6) 
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在 m=2 这 一 平凡 的 情形 下 , fo(z) = z 一 1. 这 符合 (8.5.3) 的 结果 , 但 不 符合 
(8.5.5). 

首先 假设 p > 2, 先 来 证 明 (8.5.4). 它 对 a = 1 为 真 . 如 果 a > 1, t(pa) 中 的 数 
是 下 列 诸 数 
t+vp"! (0g<v<p), 
其 中 上 是 t(p*-!) 中 的 一 个 数 . 因此 


p-—1 
fo (7) = [I foe-1(z - wp). 
v=0 


但 是 
fe: (Z — vp!)fpe1 (7) — Vp"! fs (7) (mod p°). 
故 有 
fo (2)= {fe-: (2) — Do vp {fon: (2)}™ fo (2) 
= {foe-:(2)} (mod p°), 
这 是 因为 


Dv = jr -1)=0 (mod p). 
这 就 用 归纳 法 证 明了 (8.5.4). 
现在 假设 m = peM, 且 p 人 M. 设 上 取 遍 tp*) 中 的 yze) 个 数 , 而 T 取 遍 
t(M) 中 的 %aM) 个 数 . 根据 定理 61, 所 产生 的 由 %(m) 个 数 
tM + Tp® 
组 成 的 集合 经 过 模 m 化 简 , 刚好 就 是 集合 t(m). 于 是 
=I[(:-= II I (-tM- Tr") (mod m). 
t(m) TEet(M) tet(p*) 
由 于 (pe, M) = 1 故 对 任意 固定 的 T 有 
II ce- -7oo= I (GG-iM)= II (一 区 = 户 (z) (mod p°). 
tet(p°) tEt(pa) tEt(pa) 
因为 tM) 中 有 %(M) 个 数 , 从 而 根据 (8.5.4) 有 
fm(z)=(27-1 一 TDP ea) (mod po). 
但 由 于 


pg) = SE = 2 


这 就 立即 得 出 (8.5.3). 
8.6 ”Bauer 的 同 余 式 : p= 二 2 的 情形 


现在 需要 考虑 p = 2 的 情形 . 首先 证 明 (8.5.6). 
如 果 a = 2， 
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fa(z) = (7 ~ D(z — 3)=7? — 1 (mod 4)， 
这 就 是 (8.5.6). 当 a > 2 时 , 采用 归纳 法 . 如 果 
fz-i(z)=(72 — 1)” "(mod 2°71), 
那么 
fl. (7)=0 (mod 2). 
因此 
fao (7) = foa-1(7)f2ae-1(z — 2°71) 
= {fae-1 (2)}? — 2°71 fo (2)fs (7) 
= {fe-1(7)} =(72 — 1)* (mod 2°). 
现在 转向 (8.5.5) 的 证 明 , 需要 区 分 两 种 情况 . 
(1) 如 果 m=2M 且 M > 1, 其 中 M 是 奇数 , 那么 
fn(z)=(7 — 1)m=(72 — 1)4¢(m) (mod 2), 
这 是 因为 (z -1)?=z? -1 (mod 2). 
(2) 如 果 m = 2aM, 其 中 M 是 奇数 且 a > 1, 如 同 在 8.5 节 中 那样 讨论 , 但 是 
改 用 (8.5.6) 代替 (8.5.4). $(m) = 2°-10(M) 个 数 
tM +T2° 
组 成 的 集合 经 过 模 m 化 简 , 恰好 就 是 集合 t(m). 于 是 
fmn(z)= [I[(-d= II I ec=-tx=-27) (modm) 
t(m) Tet(M) tet(2°) 
= {foe(z)}") (mod 2), 


恰 如 在 8.5 节 中 一 样 . 由 此 并 根据 (8.5.6) 就 立即 推出 (8.5.5). 
8.7 Leudesdorf 的 一 个 定理 


可 以 利用 Bauer 的 定理 得 出 Wolstenholme 的 定理 115 的 一 个 大 范围 的 推广 . 
定理 128 ”如果 


Sn= DF, 
t(m) 
则 当 241m,34m 时 有 
Sm=0 (mod m?); (8.7.1) 
当 21m,3lm 时 有 
Sm=0 (moa jm); (8.7.2) 


当 2|m,3/m, 且 m 不 是 2 的 回 时 有 
Sm=0 (mo 各) (8.7.3) 
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当 2|m ,3lm 时 有 
Sm=0 (mo jm); (8.7.4) 
当 m=2° 时 有 
Sm=0 (ma jo?)， (8.7.5) 
用 对 ,II 分 别 表示 取 遍 tm) 中 的 数 的 和 与 乘积 , 而 用 于 和 ,TI' 分 别 表 示 取 遍 
tlm) 中 小 于 3m 的 那 一 部 分 数 t 的 和 与 乘积 , 并 假设 m = pegtre ，…， 
如 果 p > 2, 则 由 定理 126 有 
(zz 一 Deoo- 拓 TI-b=II'c-bc=-m+t 
三 IT’ {fz2 +t(m —t)} (mod p"). (8.7.6) 
对 (8.7.6) 两 边 z2 生生 如 果 p > 3, 左边 的 系数 为 0, 而 且 


o=T {tm-) 2 'mm 5 i -31]: Toms (mod p°). (8.7.7) 


be b 1 I 
“IEE (ra) 
高 zmllt Dm =0 (mod Pp? 2), 


Sm 二 0 (mod p?°). (8.7.8) 
如 果 2 fm, 3 14m, 则 对 m 的 每 个 素 因 子 应 用 (8.7.8), 就 得 到 (8.7.1). 
如 果 p = 3, 则 (8.7.7) 必须 代 之 以 


ee 
(—1)39(m) 130(m)= ;IT 二 (mod 3°), 


这 也 就 是 


故 有 | 

a I mg(m) (mod 32°). 
由 于 gm) 是 偶数 , 且 能 被 3°-! 整除 , 这 就 给 出 

Sm=0 (mod 32°-1). 
这 样 就 得 到 (8.7.2). 
如 果 p = 2, 则 根据 定理 127 有 
(z2 — 1)4%(m) = II’{z* +t(m—t)} (mod 2°), 

所 以 

(Dm -130(m )=31I: Dim -可 ， 


8.8 Bauer 定理 的 进一步 的 推论 
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SnIlt= 把 开导 =D metm) (mod 22°). 

如 果 m = 2aM, 其 中 M 是 大 于 1 的 奇数 , 那么 
(om = 2°-?6(M) 

能 被 2*-! 整除 , 且 
Sm=0 (mod 22"-1). 

这 和 上 面 的 结果 一 起 就 得 出 (8.7.3) 和 (8.7.4). 

最 后 , 如 果 m = 2*, 则 有 36(m) = 2*-2, 故 有 
: Sm 三 0 (mod 22°-?). 
这 就 是 (8.7.5). 


8.8 ”Bauer 定理 的 进一步 的 推论 


(1) 假设 
m>2, m=JIr", “= Bm), Up= 2 (p> 2). 
那么 dm) 是 偶数 , 且 当 我 们 在 (8.5.3) 和 (8.5.5) 中 令 常 数 项 相等 时 , 就 得 到 
Hi=(-D)" (mod p°). 


t(m) 


容易 验证 , 除了 当 mm 是 4,p* 以 及 2p* 这 几 种 特殊 情形 以 外 , 数 v 和 up 都 
是 偶数 , 所 以 除了 这 几 种 情形 以 外 , 我 们 总 有 [It 三 1 (mod m). 如 果 mm = 4, 那 
么 [It = 1x 3 二 一 1 (mod 4)， 如 果 m 是 pr 或 者 2p*, 那么 up 是 奇数 , 故 有 


IIt= -1 (mod ze), 于 是 有 (由 于 It 是 奇数 )T]t 二 一 1 (mod m). 


定理 129 ”Tt= 士 1 (mod m), 其 中 当 m 取 值 为 4,p* 或 者 2p” 时 取 负 号 ， 


t(m) 
这 里 p 是 一 个 奇 素数 , 而 在 所 有 其 他 情形 均 取 正 号 . 
m =p 的 情形 正 是 Wilson 定理 . 
(2) 如 果 p>2 且 
jlz)= I (2 =) Ars)! + 
tlp®) 
那么 f(z) = f(p” 一 Zz). 于 是 
24lze(p)-1 + 2AsroP) 3+... =f(-7) — f(z) = f(p* +7)— f(z) 
=p*f'(z) (mod p*). 
但 是 , 根据 定理 126 有 
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pej(z) 三 pza-l(p 一 1)zp-2(zpz-1 二 1)z "一 一 1 (mod pe). 
由 此 推出 , 除了 当 
Gp") -2 -1=p -2 (mod p —1), 
也 即 除 了 
2v=0 (mod p — 1) 
的 情形 之 外 , 4A2zu+1 都 是 pza 的 倍数 . 
定理 130 如果 4av+l 是 tp?) 中 每 次 取 2v 十 1 个 数 所 得 的 齐 次 末 积 之 和 ， 
且 27 不 是 p 一 1 的 倍数 , 那么 
42v+1 三 0 (mod p2a). 


Wolstenholme 定理 是 当 
a=1, 2v+1=p—2, p>3 
时 的 情形 . 
(3) 关于 和 式 


1 
S2v+1 = pb er 

也 有 一 些 有 趣 的 定理 . 为 了 简单 起 见 , 我 们 仅 限于 讨论 a = lm =p 的 情形 ,? 又 假 
设 p> 2. 则 有 f(z) = f(p 一 7z), 且 对 模 p? 有 

f(-7)=f(p+7)=f(7) + pf’(z), 

f'(-7)=-f'(p+7)= — f(r)— pf"(), 

f(z)f'(-z) + f(z)f(-z)=p {f(z) — f(z)f"(2)}. 
由 于 f(z)=z?-! 一 1 (mod p), 故 有 
f(z) - f(z)f" (2)=27773 — zp- (mod p), 


从 而 
f(z)f'(-7) + f'(7)f(-z)=p {277™3 一 zZ2p 一 } (mod p?). (8.8.1) 
现在 
2 = i = -8 一 zS2 -725s 一 … 2 
所 以 
{OF GDS - -oa -aa 人 aa 
我 们 又 有 


人 @ 在 这 种 情形 下 , 定理 112 足够 实现 我 们 的 目的 , 并 不 需要 Bauer 定理 的 更 一 般 形式 . 
@ 后 面 的 级 数 全 都 是 关于 变量 z 的 通常 的 宕 级 数 . 


8.9 2? 1 和 (p-1)! 关于 模 p? 的 同 余 式 


和 foO=IIe-9=Ie-a=z(+ 喷 


, 
于 党 + 最 +) 
人 
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1 = clz2 coz4 
f(z)f(-z) ”部 人 + + + ， (8.8.3) 
其 中 右 = (p 一 1)!, 而 诸 数 a,b 和 c 都 是 整数 . 由 (8.8.1), (8.8.2) 以 及 (8.8.3) 就 推出 


2 p—3 _ 了 2p 一 4 2, 
2 p(s) 


2 4 
C1T Cox 
3 1 十 下 + 
w? ( Ba 三 


其 中 g(z) 是 一 个 整 多 项 式 . 这 样 一 来 , 如 果 2v < p - 3, 那么 52u+1 的 分 子 就 能 被 
Pp? 整除 . 


定理 131 如 果 p 是 一 个 素数 , 2/ < 卫 一 3, 且 
1 1 
So 一 1+ at + 
那么 Sav+1 的 分 子 能 被 p? 整除 . 
v = 0 的 情形 即 为 Wolstenholme 定理 . 当 v = 1 时 , p 必须 大 于 5. 
1 1 1 
1+ 现 十 更 十 再 
的 分 子 能 被 5 整除 , 但 不 能 被 52 整除 . 
还 有 许多 与 此 同一 类 型 的 更 为 精致 的 定理 . 


8.9 2z-! 和 (p 一 1)! 关于 模 p? 的 同 余 式 


Fermat 和 Wilson 的 定理 表明 , 2?-! 和 (p 一 1)! 有 剩余 1 和 -1 (mod p). 但 它 
们 关于 模 p? 的 剩余 我 们 知道 得 很 少 , 不 过 它们 可 以 用 很 有 趣 的 方法 加 以 变换 . 
定理 132 如 果 p 是 一 个 奇 素数 , 那么 
rs (mod p). 
卫 3 5 2 一 2 
换 句 话说 , 2-1 (mod p?) 的 剩余 是 


1+p(1+ 二 + 二 + 二) 
其 中 的 分 数 指 的 都 是 相伴 元 (mod p). 


我 们 有 
rr 


(8.9.1) 
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除了 第 一 项 之 外 , 右边 的 每 一 项 部 能 被 了 区 除 且 (?) = pa 其 中 
to = -DP- Dp y= D (mod p), 
也 就 是 
lz1=(—1)""! (mod p). 
从 而 有 
mi=(-DC (mod p), 


@) =p2=(-1)!p? (mod p?), 


所 以 (8.9.2) 等 价 于 (8.9.1). 
另 一 种 方法 是 , 根据 定理 116 得 知 (8.9.1) 中 的 剩余 是 
1 1 


2 4 并 一 入 
定理 133 ”如果 p 是 一 个 奇 素数 , 那么 
2 
人 -DIE(CLDH-D22p-2 (三 (mod p?). 
设 p= 2n+1. 那么 根据 定理 116 和 定理 132, 有 


QO x 3x x 2n = po)p -Sp 2n) 


2"n! 
(—1)" G0) 三 2"™n! ~ 2™nlp G 十 了 十 …- 十 去 ) (mod p?) 
=2"™n! + 2"n! (22" 一 1) (mod p?), 
人 (2n)!=(—1)"24"(n!)? (mod p2). 
四 根据 定理 75. 


加 我 们 只 需要 (7.8.2). 


本 章 附 注 109 


本 章 附 注 


8.1 节 . 定理 121(Gauss, D.A., 836) 早 在 公元 1 世纪 时 就 已 经 为 中 国 数学 家 孙子 所 知 . 见 
Bachmann, Niedere Zahlentheorie, i. 83. 

8.5 节 . Bauer, Nouvelles annales (4), 2 (1902), 256-264. Rear-Admiral C. R. Darlington 
建议 了 这 个 方法 , 我 用 这 个 方法 从 (8.5.4) 推导 出 了 (8.5.3). 这 比 在 早先 由 Hardy 和 Wright 
给 出 [Journal London Math.，Soc，9 (1934), 38-41 以 及 240] 的 版 本 中 所 用 的 方法 要 简单 
得 多 . 

Wylie 博士 向 我 们 指出 : 用 2 代替 p, 除了 mm 是 2 的 寡 以 外 ，(8.5.5) 都 与 (8.5.3) 等 价 ， 
这 是 因为 , 当 m = 2*M 且 M 为 大 于 1 的 奇数 时 容易 验证 有 

(z2 — 1)teem) = (z — 1)°™ (mod2°). 

8.7 节 . Leudesdorf, Proc. London Math. Soc. (1) 20 (1889), 199-212. 也 见 S. Chowla, 
Journal London Math. Soc. 9 (1934), 246; N. Rama Rao, 同一 杂志 , 12 (1937), 247-250; 以 
及 E. Jacobstal, Forhand K. Norske Vidensk. Selskab, 22 (1949), nos. 12, 13, 41. 

8.8 节 . 定理 129(Gauss, D.A., 第 78 章 ) 有 时 称 为 “推广 的 Wilson 定理 ”. 

在 上 面 提 到 的 Leudesdorf 的 论文 以 及 Glaisher 在 Quarterly Journal of Mathematics 的 
第 31 和 32 卷 所 发 表 的 论文 中 , 可 以 找到 许多 像 定理 130 和 131 这 种 类 型 的 定理 . 

8.9 节 . 定理 132 属于 Eisenstein (1850). 有 关 后 来 的 证 明 以 及 推广 的 完整 的 参考 文献 可 
以 在 Dickson, History, i, 第 4 章 中 找到 . 也 见 6.6 节 后 面 的 附注 . 
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9.1 与 给 定 的 数 相伴 的 十 进 制 小 数 
在 初等 算术 中 有 一 个 众所周知 的 程序 可 以 把 任何 正 数 表示 成 一 个 “十进制 


小 数 ”. 
记 
€=[+z=X+7, (9.1.1) 
其 中 是 一 个 整数 , 0 < z < 1,” 而 对 X 和 z 分 开 来 考虑 . 
如 果 X>0 且 


10" < X < 10°+1, 
而 hi 和 XX 是 X 被 10’ 除 所 得 的 商 和 余数 , 那么 
下 二 外 :10 十 各 |， 


其 中 
0< 41 = [10-"X] < 10， 0<X <10s. 

类 似 地 , 有 

XI =42.10*-1+Xo2 (0< A2<10, 0<X2< 10°~1), 

Xa = hs .10*-2 十 Xa (0< As<10 0< Xs< 10"2), 

Xs-1 =A, :10+X, (0< As<10, 0 xX, < 10), 

Xs, =Ast1 (0 < 4.+1 < 10). 
从 而 六 可 以 唯一 地 表示 成 形式 

天 = 4 .10 十 42.105-1 十 … 十 4 10+Asti, (9.1.2) 
其 中 每 个 4 都 是 0,1,2,… ,9 中 之 一 , 且 hi 不 为 0. 将 此 表达 式 简 记 成 

X= Ai ho .Ash (9.1.3) 
这 就 是 X 在 十 进 制 记号 下 的 通常 的 表示 法 . 
转向 讨论 z, 记 


r=fi (0<fi<y). 
假设 ai = [10fi], 于 是 eT 
al al 
五 < 和 户 < 一 0 ， 


”加 于 是 固 与 在 611 节 中 有 同样 的 意义 . 
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al 是 0,1,2,…,9 中 之 一 , 且 


al = [10f], 10f =a+f, (0< fo<1). 


类 似 地 , 用 


a2 = [10f2], 10f2 =a2+fs, (0< fa<1), 
as= [10fs], 10fs3=as+fa, (0< fa<1), 


来 定义 a2,as,…. 每 一 个 on 都 是 0,1,2,… ,9 中 之 一 . 从 而 


T= TInt gntl, 


其 中 
机 
T= 10t I0 t+ Ion" 
fnt1 . 
0 < gnt1 = on < in 


由 此 我 们 对 z 定义 一 个 与 之 相伴 的 十 进 制 小 数 0.a14za3… an… 


这 个 小 数 的 第 一 位 数字 (digit)、 第 二 位 数字 、.……: 
由 于 a,, < 10, 故而 级 数 
an 


T 10" 
收敛 . 又 因为 gon+i 一 0, 从 而 它 的 和 是 z. 于 是 可 以 记 
T=0.aa243.…， 


它 的 右边 是 级 数 (9.1.7) 的 缩写 . 


如 果 对 某 个 n 有 f+1 = 0, 也 即 某 个 10"z 是 一 个 整数 , 那么 


an+1 一 an+2 三 "…=0. 
此 时 就 说 这 个 小 数 是 有 限 (terminate) 的 . 例如 
2 = 0.042 500 0.…» 


(9.1.4) 


(9.1.5) 


(9.1.6) 


… 称 aa, 是 


(9.1.7) 


(9.1.8) 


400 
可 以 将 它 简 记 为 365 = 0.042 5. 显然 , > 的 小 数 是 有 限 的 , 当 且 仅 当 = 是 一 个 分 母 
形 如 2a58 的 有 理 分 数 . 
由 于 
in- nn- 1 
2 售 壤 十 … 一 gn+l<< 10™ 


9 9 9 


+ 十 …: 一 一 
10n+1 ”10n+2 Tt @ a 盐 ) 10n， 
10. 
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故而 不 可 能 从 某 处 开始 往 后 所 有 的 an 均 为 9. 在 这 个 保留 的 限制 下 , 每 一 个 可 能 
的 序列 {an} 都 是 由 某 个 z 给 出 的 . 定义 z 为 级 数 (9.1.7) 的 和 , za 和 gn+i 如 在 
(9.1.4) 和 (9.1.5) 中 所 给 出 的 那样 . 那么 对 每 个 n 有 gn+1 < 10-", 于 是 z 就 给 出 
所 要 求 的 序列 . 

最 后 , 如 果 


沪 条 这 = 全 (9.1.9) 


且 诸 jn 满足 对 an 所 加 的 条 件 那么 对 每 个 n 都 有 an = bn. 如 果 不 然 , 设 aw 和 
bw 是 第 一 对 不 相等 的 数 , 则 有 |an -bn| > 1. 那么 


bn ln bl > 
条 - > -> > 二 io 一 0 


这 与 (9.1.9) 矛盾 , 除非 等 号 成 立 . 如 果 有 等 号 成 立 , 则 所 有 的 avw+l 一 bn, aw+2 一 
bnN+2，,… 必定 都 有 同样 的 符号 , 且 绝对 值 均 为 9. 但 是 这 样 的 话 , 就 有 要 么 对 每 个 
n>N an = 9, 加 = 0, 要 么 对 每 个 n>N 有 an = 0,b。 = 9, 我 们 已 经 看 到 这 两 种 
情形 都 是 不 可 能 的 .从 而 对 所 有 n 有 on = bn. 换言之 , 不 同 的 十 进 制 小 数 对 应 不 
同 的 数 . 

现在 将 (9.1.1), (9.1.3), (9.1.8) 组 合成 下 述 形式 ， 

E= 大 二 ZI=4i42…4s4+1. ala2a3… . (9.1.10) 

可 以 将 结论 总 结 如 下 ; 

定理 134 ”任何 正 数 么 可 以 表示 成 十 进 制 小 数 


4142 … 4s+1. ala2q3 


其 中 
0< A1<10,0< A2 <10…,0<an<10， 
所 有 的 A 和 a 不 全 为 0, 且 有 无 穷 多 个 an 小 于 9. 如 果 & 之 1, 那么 41 > 0. 在 数 
与 十 进 制 小 数 之 间 有 一 个 一 一 对 应 , 且 
Q2 


Ql 
€=A1:10 + + hnt+I0+ 10 + 


以 后 , 通常 假设 0< <1, 故 及 =0,€=z. 此 时 所 有 4 都 为 0. 有 时 为 了 
简略 起 见 , 我们 对 于 数 > 和 表示 它 的 十 进 制 小 数 不 加 区 分 , 例如 说 襄 的 第 二 位 
数字 是 4. 


9.2 ”有 限 小 数 和 循环 小 数 
非 有 限 的 小 数 可 以 循环 (recur). 例如 
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3 =0.333 3… 了 $=0.142 857 142 857 14.… . 
可 以 更 简略 地 把 它们 表示 成 
1 
3 区 
这 些 是 纯 循 环 (pure recurring) 小 数 , 其 中 循环 的 周期 从 小 数 的 起 点 开始 . 另 一 方面 ， 
=0.166 6…= 0.16 


是 一 个 混 循 环 (mixed recurring) 小 数 , 其 中 循环 的 周期 前 面 有 一 个 不 循环 的 数位 . 
现在 来 确定 分 数 是 有 限 或 者 循环 的 条 件 . 


=0.3,， ==0.142 857. 


(1) 如 果 
a 
9 2°58’ 
其 中 (p,qg)=1 且 
k= max(a, P), (9.2.1) 
则 对 = /以 及 不 小 于 它 的 n 的 值 , 10"z 都 是 整数 , 因此 z 在 a 处 终止 . 反 过 来 ， 
a a2 ou _P _p 
六 + 于 + + 下 10 到 


其 中 9 仅 有 素 因子 2 和 5. 

(2) 其 次 假设 z = p/g, (p,q) = 1, 且 (gq,10) = 1 则 9 不 能 被 2 或 者 5 整除 . 这 
种 情形 的 讨论 有 赖 于 第 6 章 的 定理 . 

根据 定理 88, 对 某 个 v 有 

10’=1 (mod 9)， 
满足 此 式 的 最 小 的 v 是 $(q) 的 一 个 因子 . 假设 v 取 最 小 可 能 的 值 , 或 者 用 6.8 节 
中 的 语言 说 成 10 属于 v (mod 9) 或 者 > 是 10 (mod 9) 的 阶 . 这 样 就 有 
l0’p _ (mg+ lp 
gg gq 
其 中 m 是 一 个 整数 . 但 是 由 (9.1.4) 得 
10*z = 10"zv + 10"gu+1 = 10"zv + fur. 


由 于 0 < z < 1,fu+1 = z, 故而 构造 十 进 制 小 数 的 程序 从 f+1 开始 一 直 往 后 是 重 
复 的 . 从 而 z 就 是 一 个 周期 至 多 有 > 位 的 纯 循环 小 数 . 
另 一 方面 , 纯 循环 小 数 0.alaz …ax 等 于 


al ,az QA 1 1 10>-1lal 十 10A-2a2 十 …. 十 OA _p 
a 1 We 一 二， 
( 呈 + 选 + + 褒 ) ( +10x+102+ ) 10%—1 g 


10’z= 


=mp+ 5 =mp+z, (9.2.2) 
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其 中 最 后 一 步 已 将 它 约 分 成 最 简 分 数 . 这 里 有 4 |(10> - 1), 故 有 和 > 人 由 此 推 得 ， 
如 果 (q,10) = 1 且 10 (mod gq) 的 阶 为 w 那么 z 是 一 个 周期 惟有 v 位 数字 的 纯 循 
环 小 数 , 反之 亦 然 . 
(3) 最 后 , 假设 
Pg 二 去 2， (9.2.3) 
其 中 (p,q) =1 且 (@,10) = 1,k 如同 在 (9.2.1) 中 那样 定义 ,> 是 10 (mod 8@) 的 阶 
那么 
10*7z = 四 = 六 + 
其 中 p/,X,P 是 整数 , 且 
OX 0<P<Q, (可 二 


如 果 X > 0, 那么 10* < X < 10s+1 (对 某 个 s< 门 且 X = 442…4s+ 而 P/Q 
的 十 进 制 小 数 是 纯 循 环 的 且 有 > 位 的 周期 . 这 样 一 来 就 有 


10*z = A1A2:…: As+1.d1a2 av 
以 及 
z= 0.b1b2 .buaaa2 av， (9.2.4) 
其 中 最 后 的 。+1 个 是 4i, 42,… As+1, 而 其 余 的 5 (如 果 还 有 的 话 ) 均 为 0. 
反 过 来 , 显然 任何 十 进 制 小 数 (9.2.4) 都 表示 一 个 分 数 (9.2.3). 这 样 就 证 明了 


定理 135 ” 介 于 0 和 1 之 间 的 有 理 数 p/g 的 十 进 制 小 数 是 有 限 或 是 循环 
的 ， 且 任何 有 限 或 循环 的 小 数 都 等 于 一 个 有 理 数 ， 如 果 (p,q) = 1, 9 = 2*59， 且 
max(aB) = 1, 则 小 数 在 LL 位 数字 以 后 终止 . 如 果 (p,9) = 1 4 = 2*55@, 其 中 
Q>1,(Q,10)=1, 且 v 是 10 (mod @) 的 阶 , 那么 它 的 十 进 制 小 数 有 位 不 循环 
数字 和 位 循环 数字 . 


9.3 ”用 其 他 进位 制 表示 数 


除了 熟悉 之 外 , 我 们 没有 任何 理由 解释 为 什么 特别 要 选择 数 10, 也 可 以 用 数 2 
或 任何 更 大 的 数 > 来 代替 10. 于 是 有 


1 0 0 
二 

和 1 0 二 0 ; 
0 
2 4 4 4 二 

了 = 了 + 元 十 两 十 一 0 
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前 两 个 小 数 是 “二 进 制 * 小 数 或 称 为 “以 2 为 进位 制 的 小 数 ”, 而 第 三 个 是 “以 7 为 
进位 制 的 小 数 ”.” 一 般 地 , 我 们 说 “以 7 为 进位 制 的 小 数 ”. 

前 面 几 节 的 讨论 可 以 经 过 一 定 的 修改 后 重新 予以 表述 , 这 在 当 ” 是 一 个 素数 
或 者 是 不 同 素数 的 乘积 ( 像 2 或 者 10 这 样 ) 时 是 很 显然 的 , 但 是 如 果 > 有 平方 
子 ( 像 12 或 者 8 这 样 ), 则 需要 再 多 做 一 些 考虑 . 为 简洁 起 见 , 我 们 仅 考虑 第 一 种 情 
形 , 此 时 的 论证 只 要 求 作 一 点 平凡 的 改动 . 在 9.1 节 中 , 10 必须 代 之 以 7, 而 9 须 代 
之 以 + 一 1. 在 9.2 节 中 , 2 和 5 所 起 的 作用 要 由 r 的 素 因 子 来 替代 . 


定理 136 设 7 是 一 个 素数 或 是 不 同 素数 的 乘积 . 则 任何 正 数 5 可 以 被 唯一 
地 表示 成 一 个 7 进位 制 的 小 数 . 该 小 数 有 无 穷 多 位 数字 都 小 于 7 一 1, 在 此 限制 之 
下 , 数 与 小 数 之 间 的 对 应 是 一 对 一 的 . 

进一步 假设 


0<z<l， = 一 区 (p,q9) = 1. 
如 果 
qg = sc 要. an， 
其 中 s,t,… ,uU 是 7 的 素 因子 , 且 
由 = max(oa BT7)， 
那么 z 的 小 数 在 第 几 位 数字 终止 . 如 果 9 与 7 互 素 , 且 ! 是 7 (mod 9) 的 阶 , 那么 
该 小 数 是 纯 循 环 的 且 有 v 位 数字 的 周期 . 如 果 
gq = stnQ (Q >1), 
@ 与 r 互 素 , 且 v 是 7 (mod @) 的 阶 , 那么 该 小 数 是 混 循环 的 , 且 有 / 位 不 循环 的 
数字 和 位 循环 的 数字 .” 


9.4 ”用 小 数 定义 无 理 数 


由 定理 136 推出 : 一 个 既 不 有 限 终止 也 不 循环 的 小 数 (在 任何 进位 制 F”) 必 
定 表示 一 个 无 理 数 . 于 是 
z=0.010 010 0010…, 


(每 一 段 中 0 的 个 数 都 增加 1) 是 无 理 数 . 来 考虑 若干 个 不 那么 显然 的 例子 . 


@ 我 们 忽略 在 使 用 “小 数 ”这 个 单词 时 所 涉及 的 文字 上 的 矛盾 ， 因 为 没有 其 他 合适 的 词语 - 
加 一 般 地 说 , 当 r = s4tB… uC 时 , 必须 定义 上 是 
a 有 7 
we (生生 … 必 )， 
如 果 这 个 数 是 整数 的 话 , 反之 则 定义 js 是 第 一 个 更 大 的 整数 . 
图 严格 地 说 , 这 里 指 的 是 任何 “无 平方 因子 ”的 进位 制 ( 即 进位 制 的 基数 是 素数 或 者 是 不 同 素数 的 乘 
积 ). 实际 上 这 是 定理 覆盖 的 仅 有 的 情形 , 不 过 对 它 进行 推广 并 不 困难 - 
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定理 137 ”0.011 010 100 010.… 是 无 理 数 , 其 中 第 nn 位 数字 an 当 n 为 素数 
时 其 值 为 1, 反之 则 为 0. 

定理 4 表明 该 十 进 制 小 数 不 会 终止 . 如 果 它 循环 , 就 存在 一 个 函数 An + B, 它 
对 于 从 某 个 点 开始 往 后 所 有 的 n 都 是 素数 , 而 定理 21 表明 这 也 是 不 可 能 的 . 

这 个 定理 在 任何 进位 制 下 均 为 真 . 我 们 要 对 十 进位 制 陈述 下 一 个 定理 , 而 把 其 
他 进位 制 所 需要 的 改动 留 给 读者 自己 完成 . 


定理 138 ”0.235 711 131 719 232 9.… 是 无 理 数 , 其 中 各 位 数字 作成 的 序列 是 
由 素数 按照 递增 次 序 排列 的 . 


定理 138 的 证 明 有 一 点 儿 困难 . 我 们 给 出 两 个 可 供 选择 的 证 明 . 
(1) 假设 任何 形 如 


k-10+1+1 (k=1,2,3,...) 

的 算术 级 数 都 包含 有 素数 . 这 样 一 来 就 存在 素数 , 它 的 十 进 制 下 表达 式 中 包含 有 任 
意 数目 s 个 0, 后 面 跟着 一 个 1. 既然 它 的 十 进 制 小 数 含 有 这 样 的 序列 , 所 以 它 不 会 
终止 , 也 不 会 循环 . 

(2) 假设 : 对 每 个 N > 1, 在 N 与 10N 之 间 有 一 个 素数 . 那么 , 给 定 s, 就 有 恰好 
具有 s 位 数字 的 素数 存在 . 如 果 该 十 进 制 小 数 是 循环 的 , 它 就 有 形式 

“ara2 aklalaz ak , (9.4.1) 
这 里 的 竖 线 指出 了 它 的 周期 , 第 一 条 竖 线 位 于 第 一 个 周期 开始 的 地 方 . 可 以 选取 
1 > 1, 使 得 有 s = kl 位 数字 的 所 有 素数 在 该 小 数 中 都 处 在 第 一 道 竖 线 的 后 面 . 如 
果 p 是 第 一 个 这 样 的 素数 , 则 它 必定 有 形式 
p= ala2 …ak|aia2 ak| jala2… ak 
或 者 
也 一 am+1 akjala2 ak| |ala2 ak|lala2 am 

之 一 , 且 它 能 被 uiaz .… ak 或 者 am+1…aka1a2…am 整除 , 这 是 一 对 矛盾 . 

在 第 一 个 证 明 中 , 假定 了 Dirichlet 定理 15 的 一 个 特例 成 立 . 这 一 特例 的 证 明 
要 比 一 般 情形 容易 , 但 在 本 书 中 不 对 它 加 以 证 明 , 因此 (1) 依然 是 不 完全 的 . 在 (2) 
中 我 们 假设 了 一 个 结果 成 立 , 这 个 结果 可 以 从 定理 418( 第 22 章 将 证 明 这 个 定理 ) 
立即 推出 . 后 者 断言 : 对 每 个 N > 1, 至 少 有 一 个 素数 满足 N < p < 2N. 由 此 更 有 
N<p<10N. 


9.5 ”整除 性 判别 法 
在 本 节 和 以 下 几 节 的 大 部 分 篇 幅 中 , 我 们 要 来 关注 一 些 浅 易 的 趣味 智力 题 . 
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并 没有 很 多 有 用 的 判别 法 用 来 判断 一 个 整数 被 像 2, 3, 5, … 这 样 的 一 些 特别 
的 整数 来 除 的 整除 性 . 一 个 数 能 被 2 整除 , 如 果 它 的 最 后 一 位 数字 是 偶数 . 更 一 般 
地 , 它 能 被 2” 整除 , 当 且 仅 当 它 的 最 后 v 位 数字 表示 的 数 能 被 2* 整除 . 它 的 理由 
当然 就 是 2* |10", 对 5 和 5" 有 类 似 的 法 则 . 

其 次 , 对 每 个 > 有 

10"=1 (mod 9)， 

于 是 有 

41 .10s 十 42.10s-1 十 … 十 4s.10+4sH1 王 4 十 4 十 … 十 4s+l (mod 9). 
这 对 mod 3 也 更 是 正确 的 . 这 样 就 得 到 了 熟知 的 法 则 : 一 个 数 能 被 9(3) 整除 , 当 
且 仅 当 它 的 各 位 数字 之 和 能 被 9(3) 整除 . 

对 于 11 有 一 个 相当 类 似 的 法 则 . 由 于 10== 一 1 (mod 11), 从 而 

10*7=1，102"+!1= -1 (mod 11), 
故而 
4i1 .10* + 42 101+..:+ As:10+ Asti=As+1 — As + 4。-1 一 … (mod 11). 

一 个 数 能 被 11 整除 , 当 且 仅 当 它 的 奇数 位 数字 之 和 减 去 偶数 位 数字 之 和 所 得 的 差 
能 被 11 整除 . 

我 们 还 知道 另外 一 个 有 些 实际 用 处 的 法 则 . 即 被 7, 11, 13 中 任意 一 个 数 整除 
的 判别 法 , 此 法 依赖 于 7 x 11 x 13 = 1 001 这 一 事实 . 它 的 判别 过 程 最 好 用 一 个 例 
子 来 说 明 : 如 果 29 310 478 561 能 被 7, 11, 13 整除 , 那么 

561— 478+310—29=364=4x7x13 


也 应 如 此 . 由 此 可 见 , 原来 所 给 的 数 能 被 7 和 13 整除 , 但 不 能 被 11 整除 . 


9.6 ”有 最 大 周期 的 十 进 制 小 数 


在 学 习 初 等 算术 时 我 们 注意 到 
了 = 0.142 857, 了 二 0.285 714,.…， 3 = 0.857 142， 
在 它们 的 每 一 个 周期 里 的 数字 仅 相差 一 个 循环 排列 . 
更 一 般 地 , 考虑 一 个 素数 4 的 倒数 的 十 进 制 小 数 ， 它 的 周期 中 数字 的 个 数 是 
10 (mod g) 的 阶 , 且 是 w(g) = 4 一 1 的 一 个 因子 . 如 果 这 个 因子 是 4 一 1, 也 即 10 是 
4 的 一 个 原 根 , 那么 它 的 周期 就 有 4 一 1 位 数字 , 这 是 最 大 可 能 的 个 数 . 
通过 将 10 的 连续 的 宕 用 9 来 除 , 从 而 把 1/4 转换 成 十 进 制 小 数 . 按照 9.1 节 
中 的 记号 , 这 样 就 有 
10" 
= 10°zn 十 所 +1. 
后 面 的 步骤 仅 与 f+1 的 值 有 关 , 且 只 要 刀 +1 重复 一 个 值 , 这 个 过 程 就 出 现 循环 . 
如 同 这 里 一 样 , 如 果 它 的 周期 含有 9 一 1 位 数字 , 那么 诸 余数 
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fo,fa,… ,fa 
必定 各 不 相同 , 而 且 必定 是 诸 分 数 


a 
IpaIlv 
ao 


的 一 个 排列 . 最 后 那个 余数 fo 就 是 > 
当 将 p/a 变换 成 十 进 制 小 数 时 , 对 应 得 到 的 余数 按照 mod 1 化 简 是 
pf2, pfa,*** ,pfa: 
根据 定理 58, 这 些 是 (与 户 , fs,… , f) 完全 同样 的 数 , 只 是 次 序 不 同 而 已 , 且 在 一 
个 特殊 的 余数 s/d 后 面 的 数字 序列 和 以 前 出 现 的 s/g 的 后 面 的 数字 序列 完全 相同 . 
于 是 这 两 个 小 数 仅仅 相差 周期 的 一 个 循环 排列 . 
数字 7 所 具有 的 性 质 对 于 任何 以 10 为 其 原 根 的 g 也 都 同样 成 立 . 对 于 这 样 的 
4 所 知 甚 少 , 但 不 超过 50 且 满 足 这 个 条 件 的 g 是 
7,17, 19, 23, 29, 47. 
定理 139 ”如果 4 是 一 个 素数 , 且 10 是 9 的 一 个 原 根 , 那么 
3 (p=1,2,.…,4—1) 
的 十 进 制 小 数 均 有 长 为 9 一 1 的 周期 且 它 们 的 周期 仅 相差 一 个 循环 排列 . 


9.7 Bachet 的 称 重 问题 


要 想 称 量 40 磅 以 内 的 任何 整 磅 重量 , 最 少 需要 几 个 硅 码 : (a) 如 果 夸 码 只 能 放 
在 天 平 的 某 一 边 ; (b) 如 果 硅 码 可 以 放 在 天 平 的 两 边 ? 

第 二 个 问题 更 为 有 趣 . 可 以 先 证 明 下 面 的 定理 以 解决 第 一 个 问题 . 

定理 140 ” 夸 码 1,2,4,… ,2"-1 可 以 称 量 出 2" 一 1 以 内 的 任何 整数 重量 , 且 
没有 其 他 的 仅 由 nn 个 夸 码 组 成 的 集合 有 同等 的 称 量 效果 (也 就 是 说 , 能 称 量 出 与 此 
同样 多 的 一 列 从 1 开始 的 连续 重量 ). 

直到 2" -1 的 任何 正 整数 都 可 以 无 例外 地 用 唯一 的 方式 表示 成 一 个 ”位 二 进 
制 数 , 也 就 是 表 作 和 式 er 

> ao2"， 
0 

其 中 每 个 us 是 0 或 者 1. 从 而 这 样 的 夺 码 就 可 以 实现 我 们 的 目标 且 “ 没 有 浪费 ”( 没 
有 两 种 硅 码 的 组 合 会 产生 相同 的 结果 ). 既然 没有 浪费 , 故 没 有 另外 选择 的 硅 码 能 称 
量 更 长 的 一 列 重量 . 

最 后 , 有 一 个 硅 码 必 须 是 1( 为 称 量 1); 有 一 个 硅 码 必须 是 2( 为 称 量 2); 有 一 个 
硅 码 必须 是 4( 为 称 量 4). 如 此 等 等 . 因此 1,2,4,…: ,2"-1 就 是 能 实现 我 们 目标 的 
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仅 有 的 一 组 硅 码 . 
注意 到 Bachet 的 数 40 不 是 形 如 2" -- 1 的 数 , 对 这 个 问题 来 说 是 选取 得 不 太 
适当 的 . 硅 码 1, 2, 4, 8, 16, 32 可 以 称 量 出 63 以 下 的 任何 重量 , 而 没有 五 个 硅 码 的 


出 40 以 内 的 任何 重量 . 

现在 转向 第 二 个 问题, 来 证 明 

定理 141 当政 码 可 以 放 在 两 边 时 ， 夸 码 1,3,3?,… ,3"! 可 以 称 量 出 3(3" 
1) 以 内 的 任何 重量 , 没有 任何 其 他 的 少 到 n 个 夸 码 的 组 合 能 够 有 与 它 同等 的 称 量 
效果 . 

(1) 3" 一 1 以 内 的 任何 正 整 数 都 可 以 无 例外 地 用 唯一 一 种 方式 表示 成 一 个 n 位 
的 三 进 制 数 , 即 表示 成 和 守 as3*, 其 中 每 个 on 是 0, 1 或 者 2. 减 去 

0 


1+3 二 32 十 .… 十 3"-! 一 3(3" -1), 
可 以 看 到 , 介 于 一 (3" - 1) 和 3(3" -- 1) 之 间 的 每 个 正 的 或 者 负 的 整数 篆 无 例外 


n—l 
地 可 以 用 唯一 一 种 方式 表示 成 形式 》 ,bs3”, 其 中 每 个 b。 是 -1, 0 或 者 1. 这 样 一 


来 , 将 夺 码 放 在 随便 哪个 盘子 中 ， 就 能 称 量 出 这 些 界限 之 间 的 任何 重量 "因为 没有 
浪费 , 故 没有 其 他 由 n 个 硅 码 作成 的 组 合 能 称 量 出 更 长 的 一 列 重量 . 

(2) 证 明 没有 其 他 的 硅 码 组 合 能 称 量 出 这 样 一 列 重量 稍微 有 点 麻烦 由 于 必须 
没有 浪费 , 故而 显然 这 些 硅 码 必 须 各 不 相同 . 假设 它们 是 

W1 < Wa < + < wn: 
两 个 最 大 的 可 称 量 的 重量 显然 是 
W=w+wt+ +wn, Wi= wt + Wn. 

由 于 JJ = 酌 一 1 故 u 必 为 1. 

下 一 个 可 称 出 的 重量 是 

一 ol + 十 3 十 … 十 tn 三 太一 2， 
再 下 一 个 必定 是 
Wl + Wa + Wa 十 …… 十 mn. 

从 而 w+s+…+wn= 友 -3 且 w=3. 

现在 假设 已 经 证 明了 


Wi = 1,w2 = 3,.… ,Ws = 3°71, 


Q@ 如 果 一 个 硅 码 放 在 天 平 的 一 边 ， 该 夸 码 记 成 正 值 , 则 当 它 放 在 另 一 边 时 就 记 成 负 值 . 
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如 果 能 证 明 ws+l = 35, 则 结论 就 由 归纳 法 得 出 . 
最 大 可 以 称 量 的 重量 是 号 
W= Dw + dw. 


1 s+1 
保持 夸 码 w+1,… ,wn 不 变 , 但 从 其 他 的 硅 码 中 去 掉 一 些 , 或 者 将 它们 转移 到 另 一 
个 盘子 里 , 这 样 就 可 以 称 量 出 不 少 于 
-w+ w=W— (3 —1) 
1 


s+1 
的 每 一 个 重量 . 下 一 个 小 于 它 的 重量 是 W - 3*, 这 必须 是 


WU1 十 2 十 … 十 Us 十 Us+2 十 as+3 十 … 十 Wn. 


于 是 有 
ts+1 一 2(uwl + 十 … 十 us) 十 1=3*， 
如 所 欲 证 . 
Bachet 的 问题 对 应 于 n = 4 的 情形 . 


9.8 Nim 博 弈 


Nim 博弈 玩法 如 下 . 任意 多 根 火柴 被 分 成 若干 堆 , 火柴 的 堆 数 以 及 每 一 堆 中 火 
柴 的 根 数 都 是 任意 的 . 有 两 位 玩家 4 和 B. 第 一 位 玩家 4 从 一 堆 中 取 走 任意 根 数 
的 火柴 , 可 以 是 一 根 , 也 可 以 是 整 堆 火柴 , 但 他 必须 只 在 一 堆 中 取 . 然后 B 按照 条 
件 要 求 类 似 地 取 走 火柴 , 接 下 去 两 位 玩家 交 蔡 取 走火 柴 . 能 取 到 最 后 一 根 火柴 者 为 
胜 者 . 

我 们 定义 取胜 的 (winning) 位 置 是 这 样 一 种 位 置 , 如 果 一 个 玩家 P(4 或 者 B) 
可 以 通过 移动 火柴 确保 得 到 这 个 位 置 , 让 他 的 竞争 对 手 8(B 或 者 4) 走 下 一 步 时 ， 
无 论 8 怎么 走 , P 都 可 以 走 下 去 直到 取胜 . 任何 其 他 的 位 置 就 称 为 失败 的 (losing) 
位 置 . 

例如 , 位 置 
也 即 (2, 2) 就 是 一 个 取胜 的 位 置 . 如 果 4 把 这 个 位 置 留 给 B, B 必须 从 一 堆 中 取 一 
根 或 者 两 根 . 如 果 B 取 两 根 , 4 就 取 剩 下 的 两 根 ; 如 果 B 取 一 根 , 4 就 从 另外 一 堆 
中 取 一 根 . 无 论 哪 种 情形 都 是 4 取胜 . 类 似 地 , 读者 容易 验证 
也 即 (1, 2, 3) 是 一 个 取胜 的 位 置 . 

下 面 定义 正确 的 (correct) 位 置 . 用 二 进 制 数 来 表示 每 一 堆 中 火柴 的 根 数 , 然后 
把 这 些 二 进 制 数 中 的 每 一 个 都 写 在 另 一 个 的 下 面 , 就 成 了 一 个 图 表 F， 比方 说 (2， 
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2), (1, 2, 3) 和 (2, 3, 6, 7) 就 给 出 下 图 : 
1 0 0 1 
1 0 二 
4 


PP 口 口 


1 
1 
1 
1 


~or~ro 


2 2 Ca 
2 4 2 
用 01, 010, .… 来 代替 1, 10, .… 以 便 使 得 每 一 行 里 的 每 位 数字 能 够 对 齐 , 这 是 很 方 
便 的 . 然后 如 图 所 指出 的 那样 逐 列 相 加 ， 如果 每 一 列 的 和 都 是 偶数 (如 同 例子 中 给 
出 的 那样 ), 那么 这 个 位 置 就 是 “正确 的 *. 反之 就 是 一 个 不 正确 的 (incorrect) 位 置 ， 
例如 (1, 3, 4) 就 是 不 正确 的 . 


定理 142 Nim 博弈 中 一 个 位 置 是 取胜 的 位 置 当 且 仅 当 它 是 正确 的 位 置 . 


(1) 首先 考虑 特殊 情形 : 没有 哪 一 堆 中 有 多 于 一 根 火柴 .显然 , 一 个 位 置 是 取 
胜 的 位 置 , 如 果 剩 下 的 火柴 有 偶数 根 ; 该 位 置 是 失败 的 位 置 , 如 果 剩 下 的 火柴 根 数 
是 奇数 . 同样 的 条 件 定义 正确 的 位 置 和 不 正确 的 位 置 . 

(2) 假设 P 必须 从 一 个 正确 的 位 置 取 走 火柴 . 他 必须 在 图 FF 中 用 一 个 更 小 的 
数 来 替代 表示 其 中 某 一 行 的 那个 数 ， 如果 我 们 用 一 个 更 小 的 数 来 替换 用 二 进 制 表 
示 的 任何 一 个 数 , 我 们 就 改变 了 这 个 数 的 至 少 一 位 数字 的 奇偶 性 . 于 是 当 P 从 一 
个 正确 的 位 置 取 走火 此 时, 他 必定 把 它 变 成 一 个 不 正确 的 位 置 . 

(3) 如 果 一 个 位 置 是 不 正确 的 , 则 下 中 至 少 有 一 列 的 和 是 奇数 .为 确定 起 见 ， 
我 们 假设 各 列 的 和 是 


偶 , 偶 , 奇 , 偶 , 奇 , 偶 . 

那么 在 第 三 列 至 少 有 一 个 1( 它 是 第 一 个 和 为 奇数 的 列 ). 假设 (再 次 为 确定 起 见 这 
样 来 假设 ) 其 中 出 现 这 种 情况 的 一 行 是 

011101, 
星 号 指出 的 是 : 星 号 下 面 的 数 所 在 列 中 诸 数 之 和 是 奇数 . 我 们 可 以 用 更 小 的 数 

0101i0 
来 代替 这 个 数 , 也 仅仅 是 带 有 星 号 的 这 些 数字 发 生 了 改变 . 显然 , 这 个 改变 对 应 一 
着 可 能 的 走 法 , 且 使 得 每 一 列 的 和 为 偶数 . 而 且 这 个 论证 是 一 般 性 的 . 因此 , 如 果 
给 尸 一 个 不 正确 的 位 置 , 则 他 总 是 能 将 它 变 成 一 个 正确 的 位 置 . 

(4) 如 果 4 留 下 一 个 正确 的 位 置 , B 被 迫 将 它 变 成 一 个 不 正确 的 位 置 ,而 4 可 

以 再 次 移动 它 使 之 保持 是 一 个 正确 的 位 置 . 这 个 过 程 可 以 继续 下 去 直到 每 一 堆 都 被 
拿 光 , 或 者 每 一 堆 只 有 一 根 火柴 为 止 . 这 样 就 归结 为 我 们 已 经 证 明 过 的 特殊 情形 . 
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现在 这 个 游戏 的 结果 已 经 很 清楚 了 . 一 般 说 来 , 初始 的 位 置 可 能 是 不 正确 的 位 
置 , 如 果 第 一 个 玩家 走 法 正确 的 话 , 他 将 获胜 . 而 如 果 原 来 的 位 置 碰 巧 是 正确 的 位 
置 , 且 第 二 个 玩家 采用 适当 的 走 法 , 则 第 一 个 玩家 就 会 输 掉 . 

此 游戏 的 一 个 变种 是 改 为 取 最 后 一 根 火 柴 者 为 输 (lose). 只 要 有 一 堆 里 有 多 于 
一 根 火 柴 , 它 的 理论 是 一 样 的 . 于 是 (2, 2) 和 (1, 2, 3) 仍然 都 是 取胜 的 位 置 . 我 们 
留 给 读者 去 仔细 考虑 在 游戏 结尾 时 策略 上 的 小 变化 . 


9.9 ”缺失 数字 的 整数 


有 一 个 熟知 的 关于 某 种 整数 的 悖 论 , 这 种 整数 的 十 进 制 表示 法 中 有 某 个 特别 的 
数字 (比如 说 像 9) 缺失 了 .2 初 看 起 来 , 似乎 这 个 限制 仅 会 排除 掉 “大约 十 分 之 一 " 
的 整数 , 但 这 离 真实 的 结果 相距 甚 远 . 

定理 143 ”几乎 所 有 的 数 ? 都 包含 一 个 9, 或 者 包含 一 个 像 937 这 样 任意 给 定 
的 数字 序列 . 更 一 般 地 , 几乎 所 有 的 数 在 用 任何 一 种 进位 制 表示 时 , 都 包含 每 一 个 
可 能 的 数字 , 或 者 任何 可 能 的 数字 序列 . 

假设 进位 制 的 基数 是 7, 且 v 是 这 样 一 个 数 , 它 的 十 进 制 表示 法 中 缺失 数字 b. 
那么 满足 rt-!1 < v < r! 的 v 的 个 数 是 (7 一 1)!( 如 果 5=0) 和 (7 一 2)(7 一 1)"!( 如 
果 4 关 0), 且 在 任何 情形 下 wv 的 个 数 都 不 会 超过 (r - 1) 这 样 一 来 , 如 果 

Li 
则 n 以 内 的 v 的 个 数 N(n) 不 超过 
r—1l+(r—1)?+.+(r— 1)* < kr—1)*. 


且 有 
—1)k Ey 
Wo 
n 多 * 
@ 当 你 和 一 个 不 懂 博 弈 论 的 人 玩 这 个 游戏 时 ， 不 必 严 格 按照 规则 行动 . 有 经 验 的 玩家 可 以 先 随机 动作 ， 
直到 他 辨认 出 一 个 相对 比较 简单 的 取胜 位 置 为 止 . 知道 
1,2n,2n+1, n,7—n,7, 2,3,4,5 
都 是 取胜 的 位 置 , 1, 2n + 1, 2n 十 2 都 是 失败 的 位 置 ， 且 两 个 取胜 的 位 置 的 组 合 仍 是 一 个 取胜 的 位 置 ， 
这 就 足够 了 . 
取胜 的 走 法 并 不 总 是 唯一 的 . 位 置 
1, 3, 9, 27 
是 不 正确 的 位 置 , 将 它 变 为 正确 的 位 置 的 唯一 的 走 法 是 从 27 的 那 堆 中 取 走 16 根 火 柴 . 位 置 
3, 5, 7, 8, 11 
也 是 不 正确 的 位 置 , 但 是 从 3 根 或 从 7 根 或 从 11 根 中 取 走 2 根 , 都 可 以 将 它 变 为 正确 的 位 置 . 


@ 与 电话 号 码 筹 的 争论 有 关 . 
图 在 1.6 节 的 意义 下 . 
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它 当 一 co 时 趋向 于 0. 

有 关 数 字 序 列 的 命题 不 需要 额外 的 证 明 , 比方 说 , 这 是 由 于 在 十 进 制 中 序列 937 
可 以 在 基数 为 1 000 的 进位 制 下 视 为 单独 的 一 位 数字 . 

该 “ 悖 论 ” 通常 表述 成 更 强 一 点 的 形式 , 也 就 是 : 

定理 144 ”缺失 一 个 给 定数 字 的 数 的 倒数 之 和 是 收 伊 的 、 

介 于 rk-! 和 六 之 间 的 > 的 个 数 至 多 为 (7 一 1)*. 从 而 

oo oo _ 1k ee < 大 一 1 
DI- DT (TT) = 
=1 


k=1 rk-1Sv<rk k=1 


下 面 来 讨论 无 限 小 数 的 某 些 类 似 的 、 然 而 更 加 有 意思 的 性 质 . 我 们 需要 几 个 有 
关 点 集 测度 或 者 实数 集合 的 测度 的 初等 概念 . 


9.10 ”测度 为 零 的 集合 


一 个 实数 z 定义 了 连续 统 的 一 个 “点 ". 下 面 将 不 加 区 别 地 使 用 词汇 “ 数 " 和 
“点 ”比方 我 们 会 说 “P 是 点 2”. 
一 个 实数 的 集合 称 为 一 个 点 集 (set of points). 例如 由 


1 
多 (n=1,2,3,..…) 


所 定义 的 集合 7, 介 于 0 与 1 之 间 (0 和 1 包含 在 内 ) 的 所 有 有 理 数 的 集合 R, 以 
及 介 于 0 与 1 之 间 (0 和 1 包含 在 内 ) 的 所 有 实数 的 集合 C 都 是 点 集 . 

一 个 区 间 (z 一 6,z+6)( 其 中 5 是 正 数 ) 称 为 z 的 一 个 邻 域 (neighbourhood). 如 
果 5 是 一 个 点 集 , 且 z 的 每 一 个 邻 域 都 包含 z 的 无 穷 多 个 点 , 则 z 称 为 5 的 一 个 
极限 点 (limit point)， 极限 点 可 以 属于 也 可 以 不 属于 S, 但 是 5 中 有 可 以 任意 接近 
它 的 点 . 例如 人 有 一 个 极限 点 z = 0, 它 不 属于 T. 介 于 0 和 1 之 间 的 每 个 z 都 是 
R 的 极限 点 . 

5 的 极限 点 的 集合 5' 称 为 5 的 导出 集 或 者 导 集 (derivative). 从 而 C 就 是 忆 
的 导 集 . 如 果 8 包含 5', 也 即 如 果 5 的 每 个 极限 点 都 属于 5, 那么 S 就 称 为 是 闭 
的 (closed). 于 是 C 就 是 闭 的 . 如 果 5' 包含 5, 也 即 如 果 3 的 每 个 点 都 是 5 的 一 个 
极限 点 , 那么 S 称 为 是 在 自身 稠密 的 (dense in itself). 如 果 5 和 3' 是 相同 的 (故而 
3 既是 闭 的 , 也 是 在 自身 中 稠密 的 ), 那么 8 就 说 成 是 完全 的 (perfect). 所 以 C 就 是 
完全 的 . 一 个 不 那么 平凡 的 例子 可 以 在 9.11 节 中 找到 . 

一 个 集合 5 说 成 是 在 一 个 区 间 (a,b) 中 是 稠密 的 (dense in an interval), 如 果 
(a,b) 的 每 个 点 都 属于 5'. 从 而 RR 在 (0,1) 中 是 稠密 的 . 

如 果 5 能 被 包含 在 一 个 由 有 限 多 个 或 者 无 限 多 个 区 间 组 成 的 集合 J 中, 这 些 
区 间 的 总 长 度 可 以 任意 小 , 那么 5 就 说 成 是 测度 为 零 (of measure zero) 的 . 由 是 集 
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合 T 就 是 测度 为 零 的 . 在 长 为 2-"6 人 
二 25， 寺 二 2-16 


中 含有 点 1/n， 且 所 有 这 些 区 间 的 长 度 之 和 | (不 允许 有 重 释 ) 等 于 


7 2" 6, 
1 


可 以 假设 这 个 数 任意 的 小 . 

一 般 说 来 , 任何 可 数 集 都 是 测度 为 零 的 . 一 个 集合 是 可 数 的 (enumerable), 如 果 
它 的 元 素 可 以 和 整数 1,2,… ,n,… 之 间 建立 一 个 像 

Tl) Ta es) Tn (9.10.1) 

这 样 的 对 应 关系 . 我 们 把 zn 放 进 一 个 长 度 为 2-"6 的 区 间 中 , 则 所 要 证 的 结论 就 可 
以 和 集合 7 这 一 特例 一 样 得 出 . 

可 数 集 的 子 集 是 有 限 集 或 者 可 数 集 . 可 数 多 个 可 数 集 的 和 仍 是 可 数 集 . 

有 理 数 可 以 排列 成 


因而 可 以 写成 (9.10.1) 的 形式 . 故而 R 是 可 数 的 ， 于 是 也 是 测度 为 的 测度 为 零 
的 集合 有 时 也 称 为 零 集 . 因此 RR 是 零 集 . 零 集 在 许多 数学 问题 中 , 特别 是 在 积分 理 
论 中 是 可 以 忽略 不 计 的 . 

可 数 无 穷 多 个 零 集 Sn 的 和 S( 也 就 是 由 所 有 属于 某 个 Sn 的 点 所 组 成 的 集合 ) 
是 零 集 ， 因为 我 们 可 以 把 5 放 进 一 个 总 长 为 2-"6 的 区 间 之 中 , 从 而 5 包含 在 一 
组 总 长 不 超过 5 于 2 = 6 的 区 间 之 中 . 

最 后 , 我 们 说 区 间 工 中 几乎 所 有 的 (almost all) 点 都 具有 某 个 性 质 , 如 果 不 具 有 
此 性 质 的 点 集 是 零 集 . 应 该 将 这 个 术语 的 意义 和 在 1.6 节 中 所 定义 以 及 在 9.9 节 中 
所 用 过 的 定义 加 以 比较 . 在 每 一 种 情形 里 , 所 考虑 的 数 (在 1.6 节 和 9.9 节 中 所 考 
虑 的 是 正 整数 , 而 在 这 里 考虑 的 是 实数 ) 中 的 “大 多 数 ” 都 具有 该 性 质 , 而 其 他 的 数 
则 是 “例外 的 "2 


9.11 ”缺失 数字 的 十 进 制 小 数 


十 进 制 小 数 
7= 0.142 857 
@ 在 这 里 所 作 的 说 明 包含 了 为 了 理解 9.11 节 至 9.13 节 以 及 本 书 中 后 面 几 段 内 容 必 需 的 知识 . 特别 
地 , 我 们 并 没有 给 出 集合 测度 的 一 般 定义 . 在 标准 的 分 析 专著 中 有 关于 所 有 这 些 思想 的 更 加 完全 的 说 
明 [例如 P. R. Halrhos 的 经 典 著作 Measure Theory 一 书 (该 书 有 中 译本 ,《 测 度 论 》, 译 者 王建 华 ， 
科学 出 版 社 出 版 , 1958 年 第 1 版 ) 或 其 他 任何 一 本 实 变 函数 论 的 教科 书 . 一 一 译 者 注 ]. 
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中 缺 了 四 个 数字 , 也 即 0，3, 6, 9， 但 是 容易 证 明 , 缺失 数字 的 十 进 制 小 数 是 例 
外 的 ". 

定义 5S 是 介 于 0( 包 含 0 在 内 ) 与 1( 包 含 1 在 内 ) 之 间 所 有 这 样 的 点 的 集合 , 在 
7 进位 制 下 这 些 点 对 应 的 小 数 中 都 缺失 了 数字 b. 这 个 集合 可 以 如 下 来 生成 . 

把 (0,1) 分 成 7 个 相等 的 部 分 

<z<o (s=0,1,.… ,7r— 1). 
ET 它 的 左 端 点 ， 但 不 包含 右 端点 第 s 个 部 分 恰好 包含 了 其 首位 数字 
是 s -1 这 样 的 小 数 , 而 且 , 如 果 从 中 删 去 第 5 + 1 个 部 分 , 我 们 就 排除 了 其 首位 数 

字 为 5b 的 那些 数 . 

接 下 来 把 这 7 一 1 个 剩 下 的 区 间 中 的 每 一 个 小 区 间 再 分 成 + 个 相等 的 部 分 , 并 
在 它们 每 一 个 所 分 成 的 > 个 小 区 间 中 去 掉 第 b+1 个 部 分 . 这 样 我 们 就 排除 了 小 数 
中 第 一 位 或 者 第 二 位 数字 是 b 的 那些 数 . 无 限 重复 这 个 过 程 , 就 排除 了 所 有 那些 小 
数 中 含有 数字 b 的 数 , 从 而 5 就 是 剩 下 的 数组 成 的 集合 . 

在 上 述 构 造 的 第 一 步 中 , 我 们 去 掉 了 一 个 长 度 为 1/r 的 区 间 ; 在 第 二 步 中 去 掉 
了 "+ 一 1 个 长 度 均 为 1/r2 的 区 间 , 即 去 掉 的 这 + 一 1 个 小 区 间 的 总 长 为 (7 一 1)/r?; 
在 第 三 步 中 , 去 掉 的 (7 - 1)2 个 小 区 间 的 总 长 为 (r 一 1)?/r3. 如 此 下 去 . 在 经 过 
步 之 后 剩 下 来 的 是 一 个 区 间 的 集合 大, 它 的 总 长 度 是 


1 1 


且 对 每 一 个 汪汪 合生 全 5. 由 于 当 k 一 00 时 有 


rr-D) 了 1 了 一 1 时 
A 
故 当 很 大 时 ,六 eR 从 而 S 是 零 集 . 
定理 145 ”在 任何 进位 制 下 , 小 数 缺 失 任何 一 位 数字 的 点 组 成 的 集合 都 是 堆 
集 : 几乎 所 有 的 小 数 都 包含 所 有 可 能 的 数字 . 


这 个 结果 可 以 延 拓 到 获 盖 数字 的 组 合 . 如 果 在 z 通常 的 十 进 制 小 数 中 从 不 出 
现 937 这 个 数字 序列 , 那么 在 这 个 数 表示 成 1 000 进位 制 下 的 小 数 时 数字 “937” 就 
从 不 出 现 . 从 而 有 : 

定理 146 ”在 任何 进位 制 下 , 几乎 所 有 的 小 数 都 包含 一 切 可 能 的 由 任意 多 位 
数字 所 组 成 的 序列 . 

回 到 定理 145, 假设 > = 3 以 及 b = 1. 集合 5S 就 是 从 (0,1) 中 去 掉 中 间 的 


Q@ 这 里 “例外 的 ”一 词 的 定义 首次 出 现在 9.10 节 的 末尾 处 , 其 含义 表示 这 种 小 数 的 全 体 组 成 一 个 测度 
为 零 的 集合 , 参见 9.10 节 中 有 关 定 义 和 论述 . 一 一 译 者 注 
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第 三 个 (二), 然后 再 去 掉 (0,3) 和 (名 1) 的 各 自 的 中 同 第 三 个 《3 ) 和 
(了 号) ， 如 此 一 直下 去 而 得 到 的 . 剩 下 的 数组 成 的 集合 是 一 个 办 集 ; 


对 于 这 个 结论 而 言 , 去 掉 还 是 保留 被 去 除 的 区 间 的 端点 (end point), 这 是 无 关 
紧要 的 , 因为 端点 组 成 的 集合 是 可 数 的 , 从 而 是 个 零 集 . 事实 上 我 们 的 定义 去 掉 了 


某 些 端点 , 比如 3 = 0.1, 也 包含 了 另外 革 些 端点 , 比如 像 了 0.2. 


如 果 保 留 所 有 的 端点 , 则 此 集合 会 变 得 更 加 有 趣 . 在 这 种 情形 下 (如 果 希 望 保 
留 算术 定义 的 话 ), 我 们 就 必须 允许 三 进 制 小 数 以 2 作 结束 (但 本 章 开头 有 关 小 数 的 
说 明 中 排除 了 这 种 情形 ). 所 有 分 数 p/3" 都 会 有 两 种 表示 , 例如 3 =0.1=0.02( 正 


为 这 个 原因 我 们 才 作 此 限制 的 ), 被 去 掉 的 区 间 的 端点 永远 是 一 个 没有 一 个 1 的 
小 数 . 

这 样 定义 的 集合 5 称 为 Cantor 三 分 点 集 (Cantor’s ternary set). 

假设 z 是 (0,1) 中 除了 0 和 1 以 外 的 任意 一 点 . 如 果 z 不 属于 5, 它 就 在 一 个 
被 去 掉 的 区 间 的 内 部 , 于 是 就 有 z 的 邻 域 存在 , 该 邻 域 中 不 含 8 的 点 , 从 而 z 不 属 
于 5S'. 如 果 zx 的 确 属于 5, 那么 它 的 所 有 的 邻 域 都 包含 5S 的 其 他 点 . 不 然 的 话 , 就 
会 有 一 个 邻 域 只 包含 z, 从 而 两 个 被 去 掉 的 区 间 就 会 相连 接 . 从 而 z 属于 3 这 样 
一 来 9 和 3' 就 是 相同 的 , 从 而 S 是 完全 的 . 


定理 147 Cantor 三 分 点 集 是 一 个 测度 为 零 的 完全 集 . 


9.12 正规 数 


9.11 节 里 证 明 的 定理 表示 出 来 的 东西 要 比 全 部 实际 真实 的 结果 少 得 多 ， 例 如 ， 
实际 上 不 仅 几乎 所 有 的 十 进 制 小 数 都 包含 数字 9 是 正确 的 , 而 且 同样 正确 的 是 , 在 
几乎 所 有 的 十 进 制 小 数 中 数字 9 都 会 以 一 个 适当 的 频率 出 现 (也 就 是 说 在 可 能 的 
位 置 中 的 大 约 十 分 之 一 的 位 置 上 出 现 ). 

假设 z 被 表示 成 + 进位 制 数 , 且 数 字 》 在 它 的 前 n 位 中 出 现 了 ns 次 . 如 果 当 
n 一 o0 时 

no 


一 一 有 
就 说 上 有 频率 (frequency)B. 自然 , 这 样 一 个 极限 不 一 定 存在 . ns/n 可 以 振动 , 而 且 
我 们 可 以 预料 它 通常 是 作 振动 . 与 我 们 的 预料 相反 , 接 下 来 的 几 个 定理 证 明了 通常 
有 一 个 确定 的 频率 存在 . 这 里 极限 的 存在 性 是 在 通常 的 意义 下 说 的 . 
说 z 在 > 进位 制 下 是 单 正规 的 (simply normal), 如 果 对 5b 的 7 个 可 能 的 值 中 
的 每 一 个 值 都 有 


np 1 
Sy 9.12.1 
元 “了 ( ) 
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于 是 
z=0.012 345 6789 
在 十 进 制 下 是 单 正规 的 . 同样 的 > 可 以 在 1019 进位 制 下 表示 , 此 时 它 的 表达 式 是 
z=0.b, 
a 5 二 123 456 789. 显然 , 在 这 个 进位 制 下 z 不 是 单 正规 的 , 它 有 1010 一 1 个 数 
字 缺 失 . 
es 称 z 在 7 进位 制 下 是 正规 的 , 如 果 所 
数 


7DiT27 


在 基数 为 

T7273, 
的 所 有 进位 制 下 都 是 单 正规 的 . 由 此 立即 得 出 , 当 z 在 > 进位 制 下 表示 时 , 每 一 种 
数字 组 合 

bib2 -bk 
都 以 适当 的 频率 出 现 . 也 就 是 说 , 如 果 mn 是 这 个 数字 组 合 在 z 的 前 ”位 数字 中 出 
现 的 次 数 , 那么 当 n 一 co 时 就 有 


他 去 . (9.12.2) 


我 们 的 主要 定理 是 : 
定理 148 ”在 任何 进位 制 下 , 几乎 所 有 的 数 都 是 正规 的 . 
这 个 定理 包含 且 超 出 了 9.11 节 中 的 那些 结果 . 


9.13 ”几乎 所 有 的 数 都 是 正规 数 的 证 明 


只 需要 证 明 在 一 个 给 定 的 进位 制 下 几乎 所 有 的 数 都 是 单 正规 的 就 足够 了 ， 这 
是 因为 假设 这 点 已 被 证 明 , 且 5(z,r) 是 在 7 进位 制 下 不 是 单 正规 的 数 > 所 组 成 的 
集合 . 那么 S(z,7), S(z,7?), S(z,73),… 都 是 零 集 , 因而 它们 的 和 仍 是 零 集 于 是 ， 
在 以 mr2,.…… 为 基数 的 所 有 进位 制 下 都 不 是 单 正规 的 数 的 集合 T(z,7) 是 零 集 . 使 
得 rz 在 所 有 这 些 进位 制 下 都 不 是 单 正规 的 数组 成 的 集合 T(rzr,r) 也 是 零 集 , 同样 
的 结论 对 T(r2z,7),T(r3z,7),… 也 成 立 . 因此 , 这 些 集合 的 和 , 也 就 是 在 7 进位 制 
下 不 是 正规 的 那 种 数 的 集合 U(z,r) 再 次 是 零 集 . 最 后 , U(z,2),U(z,3),… 的 和 是 
零 集 , 这 就 证 明了 定理 . 


@ 严格 地 说 ， 是 指 这 些 数 的 分 数 部 分 (因为 我 们 一 直 在 考虑 介 于 0 和 1 之 间 的 数 ). 一 个 大 于 1 的 数 
是 单 正规 的 或 是 正规 的 , 如 果 它 的 分 数 部 分 是 单 正 规 的 或 是 正规 的 . 
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这 样 一 来 , 我 们 就 只 需要 证 明 (9.12.1) 对 几乎 所 有 的 数 为 真 即 可 . 可 以 假设 
n 作为 7 的 倍数 趋向 于 无 穷 , 这 是 因为 , 如 果 它 对 这 样 加 以 限制 的 ” 为 真 的 话 , 那 
么 一 般 来 说 (9.12.1) 也 为 真 . 
有 mn 位 数字 的 > 进位 制 小 数 的 个 数 (在 其 中 指定 的 位 置 上 恰 有 mm 个 b) 是 
(7 一 1)"-m. 因此 , 在 某 些 位 置 上 正好 有 m 个 的 这 样 的 小 数 的 个 数 是 " 
nl! 


p(n,m) = ir- Dr， 


mi!(n — m) 
考虑 任何 小 数 , 且 诸 b 出 现在 它 的 前 n 个 数字 上 , 并 称 
k=m— 2 =m-n" 
是 5 的 n 超 值 (n-excess)(b 的 实际 个 数 比 所 期 望 的 个 数 超出 的 部 分 ) 由 于 m 是 
的 倍数 , 故而 n* 和 jy 是 整数 . 且 还 有 


-ti<t<1-l. (9.13.1) 
我 们 有 
Ot (13 
从 而 有 
2 >1 (p=-1,-2,.…), LL <1 (= 012….). 
故而 当 


4=0, m=n" 
时 , p(n,m) 取 到 最 大 值 . 如 果 /> 0, 则 由 (9.13.2) 有 


pn,m+1) (r—1)n—rp = rk 
pum) (rr—l)n+tr(r—l)(u+1) r—1ln <exp ( r—l 多 (9.13.3) 
如 果 j<0 且 v= jul, 那么 
pm 一 ll) (rr-Dm _(r-ln-rr-l)v 
pm) nm+l (r-ln+r(v+1) 


闪 昌 一 对 <exp (- 民 ) 一 exp (- 下 )， (9.13.4) 
现在 固定 一 个 正 数 5, 并 考虑 对 一 个 给 定 的 n 满足 
lal > on (9.13.5) 


@ p(nm) 是 
{1+(r-D}" 


的 二 项 展开 式 中 含 (r 一 1)"-™m 的 那 一 项 - 
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的 小 数 . 因为 n 将 会 很 大 , 可 以 假设 lw| > 2. 如 果 /是正 的 , 则 由 (9.13.3) 有 
Pm) pmm) pm-l).. pnm-pt+l) 
pm 一 AN ph,m—1)pn,m—2) p,m— HW) 
7 (4 一 IJ)+( -2) 十 … 十 1 
a = } 


_rp—- Dp Kp2/n 
-ep{ 2 二 bn <。 ， 


其 中 K 是 一 个 正 数 , 它 只 与 + 有 关 . 由 于 


pm—p)=pn,n) < rm 


由 此 即 得 
p(n,m) < rre~Ke/n. (9.13.6) 
类 似 地 , 由 (9.13.4) 得 知 (9.13.6) 对 于 负 的 / 也 为 真 . 
令 Sn(1) 是 由 nn 超 值 是 的 数组 成 的 集合 . 存在 p= p(n,m) 个 数 &1, 2，… ,人 p， 
它们 由 n 位 数字 且 超 值 为 y 的 有 限 小 数 表 出 , 且 Sn(/) 中 的 数 包含 在 诸 区 间 
人， 人 +r (s=1,2,..,p) 
之 中 . 从 而 Sn(w) 包含 在 一 族 总 长 不 超过 
r—np(n,m) < e-Ke/n 
的 区 间 之 中 . 又 如 果 Th(6) 是 所 有 n 超 值 满足 (9.13.5) 的 数组 成 的 集合 , 那么 T,(6) 
可 以 包含 在 一 族 总 长 不 超过 
bp e-Ku/no 2 5 e-Km/m 和 2 > @-$Kp/ne-$Kp/n 


lul26n HZ26n H>6n 


< 2 Es 0 < Lne-3Ken 
的 区 间 之 中 , 其 中 L 和 K 一 样 , 都 只 与 > 有 关 . 
现在 固定 N ( 它 是 r 的 一 个 倍数 N*r), 并 且 考 虑 对 某 个 
n=nr>N=N'r 
使 得 (9.13.5) 为 真 的 那 种 数 的 集合 Un(5). 则 Un(6) 是 诸 集 合 
TN(6), Tw+r(6), Tw+2r(6), 
[也 就 是 满足 n= kr 以 及 > N* 的 诸 个 集合 T,(6)] 的 和 . 于 是 它 可 以 包含 在 一 族 
总 长 不 超过 
LD) kre iKkr = n(N") 
k=N* 


”OD 确实 ,对 所 有 均 有 p(n,m) < rn-。 
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的 区 间 之 中 , 且 当 n* 和 N* 趋向 于 无 穷 时 有 7(N*) 一 0. 

如 果 U(6) 是 所 有 那些 对 无 穷 多 个 n(r 的 所 有 倍数 ) 其 n 超 值 满足 (9.13.5) 的 
数 的 集合 , 那么 对 每 个 N, U(6) 都 包含 在 Uw(5) 之 中 , 从 而 可 以 包含 在 一 族 总 长 可 
以 任意 小 的 区 间 之 中 . 这 就 是 说 , [(5) 是 零 集 . 

最 后 , 如 果 z 不 是 单 正规 的 , 则 (9.12.1) 不 真 (即便 当 限 制 n 是 > 的 倍数 时 亦 
如 此 ), 且 对 某 个 正 数 5 以 及 对 r 的 倍数 n 的 无 穷 多 个 值 都 有 


Il > Cn 
a! 


这 个 ¢ 大 于 数列 5,55, 56 … 中 的 某 一 个 数 , 从 而 z 就 属于 集合 


U6), v (#5), Uv (2), a 
中 的 某 一 个 , 所 有 这 些 集合 都 是 零 集 . 故而 所 有 这 样 的 z 组 成 的 集合 也 是 零 集 . 
由 于 几乎 所 有 的 数 都 是 正规 的 , 故 不 妨 可 以 设想 构造 出 正规 数 的 例子 并 不 困 
难 . 事实 上 存在 简单 的 构造 方法 ， 比 如 在 十 进 制 下 依次 写 出 所 有 的 正 整数 所 得 到 
的 数 


0.123 456 789 101 112 … 
就 是 正规 的 . 但 是 要 证 明 这 一 点 却 比 想象 的 更 为 困难 . 
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9.4 节 . 有 关 定 理 138, 参见 P6lya 和 Szegé 的 书 No. 257. 该 结论 在 W. H. Young 和 G. 
C. Young，The theory of sets of points, 3 中 未 加 证 明 地 给 出 过 . 

9.5 节 . 见 Dickson, History, 第 1 卷 第 12 章 . 有 关 7, 11 和 13 的 整除 性 判别 法 没有 明显 
提 到 . 它 由 Grunert, Archiv der Math. und Phys. 42 (1864), 478-482 给 出 了 说 明 . Grunert 
稍 早 时 候 给 Brilka 和 V. A. Lebesgue 提供 了 参考 . 

9.7 节 至 9.8 节 . 见 Ahrens 的 书 第 3 章 . 

在 Nim 博弈 的 “失败 的 ” 位 置 的 定义 中 有 一 个 有 趣 的 逻辑 点 .我 们 定义 一 个 失败 的 位 置 
是 它 不 是 取胜 的 位 置 , 也 就 是 说 玩家 PP 把 这 个 位 置 留 给 8 之 后 , P 不 可 能 强制 取得 胜利 . 从 我 
们 对 游戏 的 分 析 推出 , 在 这 个 意义 下 的 一 个 失败 的 位 置 也 是 在 下 面 意义 下 的 失败 的 位 置 : 如 果 
书 将 此 位 置 留 给 @, 则 Q 能 强制 取得 胜利 . 这 是 一 般 定理 ( 它 属于 Zermelo 和 Von Neumann) 
的 一 种 情形 , 这 个 一 般 定理 对 只 有 两 个 可 能 的 结果 且 每 一 步 都 只 有 有 限 多 种 “ 走 法 ”可 供 选择 
的 任何 游戏 都 是 正确 的 . 见 D. Kinig, Acta Univ. Hungaricae (Szeged), 3 (1927), 121-130. 

9.10 节 . 我 们 的 “limit point (极限 点 )” 就 是 Hobson, Theory of functions of a real vari- 
able 中 的 “limiting point (极限 点 )” 或 者 Hausdorff, Mengenlehre? 中 的 “Hiiufungsprunkt®”. 

9.12 节 至 9.13 节 . Niven 和 Zuckerman [Pacific Journal of Math. 1 (1951), 103-109] 以 
及 Cassels[ 同 一 杂志 , 2(1952), 555-557] 证 明了 : 如 果 (9.12.2) 对 每 个 数字 序列 都 成 立 , 那么 


@ 此 书 有 中 译本 ,，《 集 论 》, 译 者 张 义 良 、 颜 家 驹 ,科学 出 版 社 出 版 , 1960 年 第 一 版 . 一 一 译 者 注 
加 聚 点 一 一 这 是 德语 词汇 . 一 一 译 者 注 
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z 是 正规 的 .这 是 我 们 所 陈述 的 “(9.12.2) 可 以 从 定义 得 出 ”这 一 结论 的 逆 命 题 , 这 个 逆 命 题 
的 证 明 并 不 是 微不足道 的 . 

有 关 这 几 节 的 主要 内 容 , 请 见 Borel，Fecons sur la théorie des functions (1914 年 第 二 
版 ), 182-216 页 . 定理 148 被 人 们 用 多 种 方法 作 了 拓展 , 此 定理 原来 是 由 Borel 在 1909 年 证 
明 的 . 有 关 的 说 明 以 及 参考 文献 目录 , 见 Kuipers 和 Niederreiter 的 书 , 69-78 页 . 

Champernowne [Journal London Math.Soc. 8 (1933), 254-260] 证 明了 0.123... 是 正 
规 的 ，Copeland 和 Erd6 [Bulletin Amer，Math，Soc，52 (1946), 857-860] 证 明了 : 如 果 
a1,a2，,… 是 任何 整数 的 递增 序列 ， 且 对 于 每 个 <。 > 0 以 及 n > nole) 都 有 an < ma+*, 那么 
小 数 

aaazas …， 


( 它 是 在 任何 进位 制 下 依次 写 出 an 的 各 位 数字 所 形成 的 数 ) 在 该 进位 制 下 是 正规 的 . 
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10.1 有限 连 分 数 
称 N+1 个 变量 
Qo Ql ,Any ,ON 
的 函数 
汪 
而 市 一 (10.1.1) 
A 
Qa2+ 
a3 十 … 

1 

Ss 

QN 


为 一 个 有 限 连 分 数 (finite continued fraction), 或 者 在 不 会 产生 混淆 时 , 简称 它 是 一 
个 连 分 数 . 连 分 数 在 数学 的 许多 分 支 中 都 很 重要 , 尤其 在 用 有 理 数 逼近 实数 的 理论 
中 更 是 如 此 . 形式 上 更 为 一 般 的 连 分 数 (其 中 的 “分 子 ” 不 全 是 1) 也 有 很 多 , 不 过 
这 里 并 不 需要 它们 . 
公式 (10.1.1) 繁琐 而 不 方便 , 我 们 通常 用 
1 
或 者 
[oo a1,02,.…* ,aN]. 
来 记 连 分 数 . 称 a1,a2,… ,ax 是 连 分 数 的 部 分 商 (partial quotient), 或 者 简称 为 商 . 
通过 计算 得 :” 


-0 _ aaao 十 1 _ 22al1a0 十 a2 十 ao 
[aol= 工 ，[eooj= 一 0，[ooaloo] 一 pT 
显然 对 1<n<N 有 
1 
[ao,alj] = a0+ {10.1.2) 
Ql 
1 
[oo al，… san an] = |a0, Ql … ,an-2,an-1 十 一 | ， (10.1.3) 
an 


@D 这 里 的 记号 和 6.11 节 的 记号 之 间 有 一 点 冲突 ， 本章 后 面 (例如 10.5 节 中 ) 还 要 再 次 用 到 这 个 记号 . 
在 6.11 节 中 , [z] 定义 为 z 的 整数 部 分 , 而 在 这 里 [ao] 就 是 指 的 ao， 由 于 这 里 仅仅 将 [ao] 作为 
[ao, ai, … ,an] 的 特殊 情形 , 这 种 多 义 性 应 该 不 会 使 读者 产生 混淆 . 这 种 意义 的 方 括号 很 少 出 现 括 
号 内 只 有 单个 字母 的 情形 , 因而 不 那么 重要 . 
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[oo ml 一 oo 说 一 [aolouvo on (10.1.4) 
1021 7 ,an 


可 以 用 (10.1.2) 来 定义 连 分 数 , 也 可 以 用 (10.1.3) 或 者 用 (10.1.4) 来 定义 连 分 数 . 更 
一 般 地 ,对 1<m<nsgsN 有 
[ao al ,an] = [ao al am-l [am; am+1, an]]. (10.1.5) 


10.2 ” 连 分 数 的 渐 近 分 数 
称 


[aoa ,an] (0<n<N) 
是 [a0,a1,… ,an] 的 第 n 个 渐 近 分 数 (convergent). 用 下 面 的 定理 容易 计算 出 渐 近 
分 数 . 
定理 149 如 果 pn 和 gn 定义 为 


po =ao，Pli = alao 十 1，Ppn = anpn-1 十 pn-2 (2<n<N), (10.2.1) 
qo=1, q=a, qn=angn-1+qgn-2 (2< nN), (10.2.2) 

那么 
[CT (10.2.3) 


我 们 已 经 检验 了 定理 对 n = 0 和 = 1 成 立 .假设 它 对 n < m 为 真 , 其 中 
m < N. 则 有 
| A 
gm Qmqm-—1 + gm 一 2 
且 pm-1pm-2,gm-l, gm-2 只 与 
Qo,Q1… ，Qm 一 1 


有 关 . 这 样 一 来 , 利用 (10.1.3) 可 以 得 到 


1 
[ao, ai，，… ,am-lyamyam+i] 一 | ,am-1yam 十 | 
Qm+1 


1 
) Pm-1 + pm—2 


丰 
(~ Qm+1 


可 I 
(on 十 去) Gm-1 十 gm-—2 
Qm+1l 
_ am+l(ampm-1 十 pm-2) + pm-1 
Qm+i(amgm-1 十 gm-2) + gm—1 
一 qm+lpm 十 pm-1 _ Pm+l 


Qm+iqm + qm—1l Gm+1” 
根据 归纳 法 定理 获 证 . 
由 (10.2.1) 和 (10.2.2) 推出 
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-1a 
Pn _ anpn-1 十 Pr 2 (10.2.4) 


gn angn-1+ gn-2 
又 有 
Pnqn-1 — Pn-1gn = (anpn-1 十 pn-2)gn-1 — Pn-1(angn-1 + gn-2) 
= —(pn-1gn-2 ~ pn-2gn-1). 
依次 用 n 一 1,n 一 2,… ,2 代替 这 里 的 n 并 重复 这 个 论证 , 就 得 到 
Pngn-1 一 pn-1gn = (~—1)"™ (pigo 一 pogl) = (—1)™1. 
还 有 
Dngn-2 一 pn-2gn = (anpn-1 十 pn-2)gn-2 一 Pn-2(angn-1 + gn-2) 
= an(pn-1gn-2 一 pn-29gn-1) = (—1)"an. 
定理 150 ”函数 pn 和 gn 满足 


Pnqn-1 一 pn-1gn = (—1)"™!, (10.2.5) 
即 
jn pr- _ "1 
Pp CD (10.2.6) 


Gn  gn-1 gn-ign 
定理 151 ”函数 pn 和 gn 满足 
Dngn-2 一 Pn-2gn = (—1)"an, (10.2.7) 
即 
把 -ln 
了 一 Pr-2 二 :人 Do (10.2.8) 


Gn gn-2 gn-2gn 


10.3 ”有 正 的 商 的 连 分 数 


现在 来 给 部 分 商 an 指定 数值 , 这 样 就 对 分 数 (10.1.1) 以 及 它 的 渐 近 分 数 给 定 
了 数值 . 我 们 总 是 假设 
al > 0 an > 02 (10.3.1) 
且 通 常 on 也 都 是 整数 (integral), 在 这 种 情形 下 , 连 分 数 称 为 简单 (simple) 连 分 数 . 
为 方便 起 见 , 首先 证 明 三 个 定理 (下 面 的 定理 152~154), 这 些 定理 对 部 分 商 满足 
(10.3.1) 的 所 有 连 分 数 均 成 立 . 记 


Zn 一 县 T=ZN, 
因此 该 连 分 数 的 值 是 =w 或 者 zx. 
由 (10.1.5) 推出 ,对 2<n<N 有 
T= [ao,al……,aN] = [aoal…… ,an-l,[anan+l…:,aN]] 
_ [nan+rl，aN]jpn-l1 十 pn-2 (10.3.2) 
[an, ant1,*** ,aN]gn—1 + gn—2 站 


@ ao 可 以 是 负数 . 


10.4 简单 连 分 数 135 


定理 152 ” 偶 项 的 渐 近 分 数 zzn 随 n 的 增加 而 严格 递增 , 而 奇 项 的 渐 近 分 数 
Ton+1 随 n 的 增加 而 严格 递减 . 
定理 153 ”每 一 个 奇 项 的 渐 近 分 数 大 于 任意 一 个 偶 项 的 渐 近 分 数 . 
定理 154 ” 连 分 数 的 值 大 于 它 的 任意 一 个 偶 项 渐 近 分 数 的 值 , 而 小 于 它 的 任 
意 一 个 奇 项 渐 近 分 数 的 值 [除非 它 等 于 它 的 最 后 一 个 渐 近 分 数 (无 论 该 渐进 分 数 是 
偶 项 还 是 奇 项 ) 的 值 ]. 
首先 每 一 个 qn 都 是 正 的 , 因而 , 根据 (10.2.8) 和 (10.3.1), zn 一 zn-2 的 符号 是 
(1)". 这 就 证 明了 定理 152. 
其 次 , 根据 (10.2.6), zn 一 zn_1 的 符号 是 (1)"1, 故 有 
Z2m+l > Z2m- (10.3.3) 
如 果 定 理 153 不 真 , 则 对 某 一 对 mm, 人 就 有 
T2m+l < T2p: 
如 果 / < m, 则 根据 定理 152 有 zzm+l < zzm, 而 如 果 / > m, 则 有 z2+1 < za 
而 每 一 个 不 等 式 都 与 (10.3.3) 矛盾 . 
最 后 , z = zw 是 偶 项 渐 近 分 数 中 的 最 大 值 , 也 是 奇 项 渐 近 分 数 的 最 小 值 , 故而 
无 论 哪 一 种 情形 , 定理 154 皆 为 真 . 


10.4 ”简单 连 分 数 


现在 假设 诸 on 均 为 整数 , 且 该 连 分 数 是 简单 连 分 数 ， 本 章 其 余部 分 将 关注 简 
单 连 分 数 的 特殊 性 质 , 而 其 他 的 连 分 数 则 仅仅 偶尔 出 现 一 下 . 显然 , pn 和 gn 均 为 
整数 , 且 gq 还 是 正 数 . 如 果 
[ao, Qa1, a2, ,aN] = Em 一 TD) 
就 说 数 z( 它 一 定 是 一 个 有 理 数 ) 避 可 以 用 连 分 数 来 表达 . 下 面 就 将 看 到 , 在 一 个 约束 
限制 下 , 该 表达 式 是 唯一 的 . 
定理 155 对 n>1 有 gn 之 gn-1, 不 等 号 当 n>1 时 成 立 . 
定理 156 ”我 们 有 gn > m 不 等 号 当 n> 3 时 成 立 . 
首先 有 qo = 1,q1 = al > 1. 如 果 > 2, 那么 
qn = angn-1 十 gn-2 > gn-1+1, 
所 以 wm > qn-1 且 gn 之 n. 如 果 n>3, 那 么 
Gn qn-1+gn-2> gn-1+1>n, 


故 有 gn >n. 
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渐 近 分 数 的 一 个 更 为 重要 的 性 质 是 : 
定理 157 ”简单 连 分 数 的 渐 近 分 数 均 为 最 简 分 数 . 


这 是 因为 根据 定理 150 有 
dlpn, dlan = dl(-D)™ = dll. 


10.5 ”用 简单 连 分 数 表 示 不 可 约 有 理 分 数 
任何 简单 连 分 数 [ao, ou,… ,ax] 表示 一 个 有 理 数 


2 一 ZN. 

在 本 节 以 及 10.6 节 中 我 们 要 证 明 : 反 过 来 , 每 个 正 有 理 数 > 都 可 以 用 一 个 简单 连 
分 数 来 表示 , 且 除 了 有 一 点 歧义 外 , 这 个 表达 式 是 唯一 的 . 

定理 158 ”如 果 z 可 以 用 一 个 有 奇数 个 (偶数 个 ) 渐 近 分 数 的 简单 连 分 数 来 
表示 , 那么 它 也 可 以 用 一 个 有 偶数 个 (奇数 个 ) 渐 近 分 数 的 简单 连 分 数 来 表示 . 

这 是 因为 如 果 an > 2, 则 有 

[oo, al, … ,an] = [ao,al…… ,an — 1,1), 
而 如 果 on = 1, 则 有 
[oo, ai，…… ,an_1,1] = [ao,al,…… ,an-2, an-1 + 1]. 


例如 
[2,2, 3] = [2, 2, 2, 1]. 


选择 另 一 种 表示 法 常常 是 有 用 的 . 


称 
a =[anantly san] (0<ngN) 

为 连 分 数 

[ao,a1,.** ,an,*** ,aN] 
的 第 n 个 完全 商 (complete quotient). 这 样 就 有 

1 adao 十 1 
Z= ad，z= 二 一 一 
a 
以 及 
, 
z= pn-1 十 pn-2 (2<n<N). (10.51) 


ahqgn-1 + gn-2 
定理 159 除了 当 av 一 1 时 有 


aN-1=[oN-i] 一 1 
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以 外 , 我 们 有 an = [oj], 即 an 等 于 a4 的 整数 部 分 .了 

如 果 N = 0, 那么 ao = o = [a9]. 如 果 N > 0, 那么 

必 =o+ 丰 - (x<ngN-1). 
现在 除了 当 n= N 一 1 时 有 ahyi 二 1 以 及 an =1 以 外 ,我 们 有 
an>1 (<ngN-1). 
从 而 在 除了 指出 的 情形 之 外 均 有 
an<a<ant+l (Og<ngN-1) (10.5.2) 
以 及 
am =[o (<ngN-1). 
因此 在 任何 情形 下 都 有 
aN =a = [ow]、 
定理 160 ”如 果 两 个 简单 连 分 数 
[oo aaN]， [bo,b,... ,bm)] 

有 同样 的 值 z, 且 av > 1,bm > 1, 那么 就 有 M = N 且 这 两 个 连 分 数 完全 相同 . 

说 两 个 连 分 数 完 全 相同 , 指 的 是 它们 由 同样 的 部 分 商 序列 构成 . 

根据 定理 159, ao = [z] = bo. 假设 两 个 连 分 数 中 前 面 n 个 部 分 商 已 经 相等 , 且 
ou 思 是 它们 的 第 nn 个 完全 商 . 那么 

z= [aoalt ,an-laj] = [ao,al，… an-1, bn]. 
如 果 n=1, 则 
1 二 
Q0 十 0 * 页， 

a4 二 站, 于 是 根据 定理 159 有 aa = bi. 如 果 n>1, 则 由 (10.5.1) 有 


ahpn-1 十 pn-2 加 bnpn-1+ Pn-2 
aqn-1 十 gn-2 的 gn-1 十 dgn-2” 


(a% — Bb)(pn-14n-2 一 pn-2gn-1) = 0. 
但 根据 定理 150 有 pn_19n-2 一 pn-24n-1 = (1)", 故 有 o = b%. 由 定理 159 就 扒 


出 on = bn. 
例如 , 现在 假设 N < M. 那么 我 们 的 论证 表明 : 对 n<N 有 
an = bn- 
如 果 M > N, 则 根据 (10.5.1) 就 有 
b A 
ee = [ao,ol av] = [oo al ，aNbN+D bd] = | 


@ 在 这 里 , 我 们 将 方 括号 的 习惯 用 法 回归 到 与 6.11 节 中 的 定义 相 一 致 . 
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这 也 就 是 
PNgN-1 一 PN-19gN = 0, 


然而 这 是 错误 的 . 于 是 有 M = N 且 这 两 个 连 分 数 是 完全 相等 的 . 


10.6 ”和 连 分 数 算法 和 Euclid 算法 
令 z 为 任意 的 实数 , 且 设 ao = 四 .那么 


T=a0+éo, 0géo<l1. 
如 果 0 冯 0, 可 以 记 


1 
=0, [lal]=@, dA=at+6, Ost<l. 


人 
如 果 & 去 0, 可 以 记 


1 
H+ 0 和 所 <1， 


由 此 一 直下 去 . 又 有 of = 1/&n-_1 > 1, 故而 对 m > 1 有 an > 1. 从 而 有 


1 
zlo 罗 = [oa+ 直 | = [eowar ed = [ooar en og] =… 


其 中 ao,a1,… 均 为 整数 且 
a1>0, a2>0,.…. 
方程 组 
Z=a+c (0<éto<1) 
LL =a =a+k (0g&<1) 
如 
记性 =oa+ (0O< 和 <1) 


; 


称 为 连 分 数 算法 (continued fraction algorithm). 只 要 En 关 0, 这 个 算法 就 一 直 继续 
下 去 ， 如 果 最 终 得 到 ” 的 某 个 值 (比如 说 N), 使 得 有 &v = 0, 那么 该 算法 就 终 


止 , 且 


z= [ao,al,az，……，,QN]. 


此 时 z 可 以 用 一 个 简单 连 分 数 来 表示 , 且 它 是 有 理 数 . 诸 数 a4 是 该 连 分 数 的 各 个 


完全 商 . 
定理 161 ”任何 有 理 数 均 可 用 一 个 有 限 的 简单 连 分 数 来 表示 . 


如 果 z 是 一 个 整数 , 那么 6 = 0 且 z = ao. 如 果 z 不 是 整数 , 那么 


中 
x 


名 二 
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其 中 和 上 是 整数 且 k>1. 由 于 
Le h = aok + éok, 


天 
故而 当 h 被 上 除 时 , ao 是 商 , 而 kh = fok 是 余数 . 
如 果 &0 关 0, 则 有 和 

A 
一 盖 太 
以 及 


十 =a+6, k=aki+éhk. 
于 是 当 上 被 ki 除 时 , al 是 商 , 而 ks = &1k1 是 余数 . 这 样 就 得 到 一 系列 等 式 
h=aokt+k, k=akit+k, k= a2kz+ks,... 
只 要 名 关 0, 这 个 过 程 就 一 直 继续 下 去 , 或 者 也 可 以 改 成 等 价 的 说 法 : 只 要 kn41 # 0， 
这 个 过 程 就 一 直 继 续 下 去 . 

这 些 非 负 整数 k,k1,k2,… 就 构成 了 一 个 严格 递减 的 序列 , 故而 对 某 个 N 有 
kn+1 = 0, 由 此 推 得 , 对 某 个 N 有 Ex = 0, 从 而 该 连 分 数 算法 终止 . 这 就 证 明了 定 
理 161. 

这 一 组 等 式 

h=aok+k (0< ki <k), 

k=akit+ka (0<kz<h), 
kn-2=aNn-ikN-1+ky (0< kN <kN-i), 
kn-1= QNKN 


称 为 Euclid 算法 (Euclid's algorithm). 读者 可 以 辨认 出 这 个 程序 就 是 在 初等 算术 中 


求 h 和 上 的 最 大 公约 数 kw 所 采用 的 算法 . 
因为 Ew = 0,aw =an, 又 有 
和 
QN QN 


故 有 av > 2， 因此 该 算法 确定 了 在 定理 160 中 被 证 明了 是 唯一 的 那 种 表达 形式 ， 
还 可 以 对 定理 158 做 出 变形 . 
将 我 们 的 结果 总 结 起 来 就 得 到 


人 @ 在 这 里 以 及 下 面 ,“ 余 数 ” 指 的 是 非 负 余数 (这 里 指 的 是 正 的 余数 ). 如 果 ao > 0, 那么 = 和 都 是 
正 数 , 且 ja 是 在 通常 算术 意义 下 的 余数 . 如 果 ao < 0, 那么 = 和 h 都 是 负数 , 且 “ 余 数 ”是 


(z — [ED)k. 
于 是 , 如 果 h = 一 7, 上 二 5, 那么 余数 就 是 


CED 
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定理 162 ”一 个 有 理 数 恰好 可 以 用 两 种 方式 表示 成 一 个 有 限 简单 连 分 数 ,一 
种 形式 带 有 偶数 个 渐 近 分 数 ,而 另 一 种 形式 则 带 有 奇数 个 渐 近 分 数 .在 一 种 形式 中 ， 


最 后 的 那个 部 分 商 是 1, 而 在 另 一 种 形式 中 , 最 后 那个 部 分 商 大 于 1. 


10.7 ” 连 分 数 与 其 渐 近 分 数 的 差 


整个 10.7 节 里 将 始终 假设 N > 1 以 及 n > 0. 根据 (10.5.1), 对 1<n< 


N-1 有 
本 ah+lpn + Pn-1 
az+1gn + qn-1 * 
从 而 
pn __ Pnqn-l1—Pn-ign _ (-D)" 
2 一 三 一 了 = 7 
gm gn(ah+lgn 十 gn-1) 9gn(an+lign + gn-1) 
我 们 还 有 7 
z- 包 =z-- ao = 一 
go a 
如 果 记 


QM = m=angn-1t+gn-2 (1 <ngN) 
(于 是 , 特别 有 gy = qv), 则 得 : 
定理 163 如 果 1<n<N 一 1, 那么 
Pr CD™ 
gn ngn+l 
这 个 公式 给 出 了 定理 154 的 另 一 个 证 明 . 
其 次 , 根据 (10.5.2), 除了 当 ax = 1 时 有 
aN_1=aN-1+1 
这 一 情形 以 外 , 对 n<N 一 2 总 有 
an+l < a < an+l 十 1. 
这 样 一 来 , 如 果 暂 时 忽略 这 种 例外 的 情形 , 就 有 
ga=a<a<a+l<s9， 
且 对 1<n<N-2 有 


gf+1 = af+1gn 十 gn-1 > an+1gn + qn-1 = gn+l) 


tl < an+lgn 十 gn-1 十 gn = qn+1+ gn < ant+2gn+1 + gn = gn+2. 


由 此 得 到 


1 1 
一 -<lmn 一 zl< 一 一 (ngN-2), 
Gn+2 Gn+tl 

而 


(10.7.1) 


(10.7.2) 


(10.7.3) 
(10.7.4) 


(10.7.5) 
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lpw-1 — gw-iz| = Pw -avz=0 (10.7.6) 
对 于 例外 情形 , (10.7.4) 必须 用 
qr-1= (aN-1+1)gN-2+gN-3= gqN-1+gN-2=qgN 


来 代替 , 且 (10.7.5) 中 第 一 个 不 等 式 要 用 等 号 来 代替 . 无 论 如 何 , (10.7.5) 都 表明 了 ， 
当 n 增加 时 , |pn 一 qnz| 递减 . 又 因为 gn 是 递增 的 , 故 更 加 有 


是 递减 的 . 
现在 可 以 把 最 重要 的 结论 总 结 成 : 


定理 164 如果 NN > tnm> 0, 那 么 差 


了 一 pt qnT— pn 


的 绝对 值 当 nn 增加 时 递减 . 我 们 还 有 
_ (DD"én 


qnT—Pn= ， 
gn+1 


其 中 
0<i<1l1 (1gngN-2), dn-i=1, 
且 对 mn 和 N-1 有 
| 
gn gngn+1 gn 


其 中 除了 n= 二 NN 一 1 的 情形 之 外 , 两 处 均 只 有 不 等 号 成 立 . 


加 


(10.7.7) 
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到 目前 为 止 我 们 只 考虑 了 有 限 连 分 数 , 当 它们 还 是 简单 连 分 数 时, 它们 表示 有 
理 数 . 然而 , 连 分 数 的 主要 意义 在 于 它们 在 无 理 数 表 示 中 的 应 用 , 为 此 我 们 需要 无 
限 (infinite) 连 分 数 . 

假设 ao, a1,02,… 是 一 个 满足 (10.3.1) 的 整数 序列 , 它 使 得 对 每 个 n， 

Zn = ao,al，…… ,an) 
都 是 一 个 表示 有 理 数 rn 的 简单 连 分 数 . 如 同 我 们 马上 要 证 明 的 那样 , 如果 当 n 一 oo 
时 zn 趋向 一 个 极限 z, 那么 我 们 很 自然 会 说 简单 连 分 数 
[a0, a1, 42,…] (10.8.1) 
收敛 于 值 z, 并 记 成 
z= [ao,al,a2…]. (10.8.2) 
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定理 165 ”如 果 ao,al,az,… 是 一 个 满足 (10.3.1) 的 整数 序列 , 那么 zn = 
[a0,a1,… ,an] 当 n 一 o0 时 趋向 一 个 极限 
可 以 把 这 个 结果 更 简洁 地 表述 成 : 

定理 166 ”所 有 无 限 简单 连 分 数 都 是 收敛 的 . 

如 在 10.3 节 中 那样 , 记 

天 地 全 二 [aeo, al， … ,an], 

并 称 这 些 分 数 是 (10.8.1) 的 渐 近 分 数 . 我 们 要 证 明 这 些 渐 近 分 数 趋向 一 个 极限 . 

如 果 N > n, 则 渐 近 分 数 zn 也 是 [a0,a1,… ,av] 的 一 个 渐 近 分 数 . 因而 根据 
定理 152, 它 的 偶 项 渐 近 分 数 构成 一 个 递增 的 序列 , 而 奇偶 项 渐 近 分 数 构成 一 个 递 
减 的 序列 . 

根据 定理 153, 每 个 偶 项 渐 近 分 数 都 小 于 z1, 因而 偶 项 渐 近 分 数组 成 的 递增 序 
列 有 上 界 ; 而 每 个 奇 项 渐 近 分 数 都 大 于 zo, 故而 奇 项 渐 近 分 数组 成 的 递减 序列 有 
下 界 . 从 而 偶 项 渐 近 分 数 趋向 于 一 个 极限 &1, 奇 项 渐 近 分 数 趋向 于 一 个 极限 ez, 且 


< 6&2. 
最 后 , 根据 定理 150 和 定理 156 有 
Pan _ pzn-1| 1 < 1 0 
gan qan-l qanq2an-1 ~ 2n(2n—1) 


从 而 有 &1 = 所 = z(z 是 某 个 实数 ), 因此 连 分 数 (10.8.1) 收敛 于 z. 
附带 我 们 还 看 出 有 


定理 167 ”一 个 无 限 简单 连 分 数 小 于 它 的 任何 一 个 奇 项 的 渐 近 分 数 ， 且 大 于 
它 的 任何 一 个 偶 项 的 渐 近 分 数 . 


在 这 里 以 及 后 面 , 我 们 经 常用 “ 连 分 数 ” 来 作为 “ 连 分 数 的 值 ”的 缩写 . 


10.9 ”用 无 限 连 分 数 表示 无 理 数 


称 

a = [an, an+1,**] 

是 连 分 数 
T= [ao,a1,.…*] 
的 第 mn 个 完全 商 (n 一 th complete quotient). 显然 
a = lim [aan+l ,avN] 
N 一 oo 
_ 1 1 
于 Am [an+1,°** ,aN] 人 CR 


特别 有 
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1 
Z 一 ad=ao 十 一. 
uu 


我 们 还 有 
>an, Wn>ann>0 0<——<l, 
Qn+1 
故 有 an = [a4]. 
定理 168 ”如果 [ao,al,az,…']=z, 那么 


go=[z], an=[an] (n>0). 
由 此 得 出 (如 同 在 10.5 节 中 那样 ) 
定理 169 两 个 有 同样 值 的 无 限 简单 连 分 数 完全 相等 . 
现在 回 到 10.6 节 中 的 连 分 数 算法 . 如 果 z 是 无 理 数 , 则 该 程序 不 可 能 终止 . 于 
是 它 定义 一 个 由 整数 
ao0,Q1,02… 
组 成 的 无 穷 序列 , 且 与 前 相同 有 
T= [a0,04] = [aoal,ag] 一 … 一 [aoala2 ans ant1]; 
其 中 
Qnt1 = Qn+1 十 二 > antl. 
nt2 
从 而 由 (10.5.1) 就 有 
_ AntiPn + Pn-l 
af+1gn 十 gn-1 7 


因此 
zp Pr pn-lgn 一 pngn-l _ CD” 
gn qn(antign tgn-1) qn(antign + gn-1) 

又 当 n 一 oo 时 有 

pn 1 1 1 

z_-P|< < 一 0. 

qn| qn(antiqn + gn-1) qngqnt1 ~ n(n+1) 

于 是 


z= lim 名 = [ao, al ,an 小 
mi 一 oo gn 


且 这 个 算法 就 给 出 了 值 等 于 z 的 连 分 数 , 由 定理 169 知 其 简单 连 分数 表 示 法 是 唯 
一 的 . 
定理 170 ”每 个 无 理 数 都 可 以 用 唯一 一 种 方式 表示 成 一 个 无 限 简单 连 分 数 . 
顺便 我 们 还 看 出 , 一 个 无 限 简单 连 分 数 的 值 必 定 是 一 个 无 理 数 , 这 是 因为 如 果 
z 是 一 个 有 理 数 的 话 , 该 算法 必定 会 终止. 
如 同 在 10.7 节 中 那样 , 定义 
= hn-1 + dn-2: 
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重复 那 一 节 里 的 讨论 就 得 到 


定理 171 对 于 无 限 连 分 数 来 说 , 定理 163 和 定理 164 的 结果 依然 成 立 ( 除 
了 对 NN 所 提 到 的 说 明 外 ). 特别 地 有 


rz- 人 < 
gn 


10.10 一 个 引 理 


我 们 需要 一 个 定理 , 该 定理 在 10.11 节 中 将 会 用 到 . 
定理 172 如果 


1 


< 二 . 10.9.1 
gngn+1 ( ) 


w= P+R 
QC+S’ 
其 中 C6>1 且 PQ,RR 和 5 是 满足 
Q>5>0, PS-QR=+1 
的 整数 , 那么 R/S 和 P/Q 是 值 为 z 的 简单 连 分 数 的 两 个 相 邻 的 渐 近 分 数 ， 如 果 
R/S 是 第 nn 一 1 个 渐 近 分 数 , 而 P/Q@ 是 第 了 1 个 渐 近 分 数 , 那么 5 就 是 第 nn 十 1 个 
完全 商 . 


可 以 将 P/Q 展开 成 简单 连 分 数 
§ od] (1010.1) 
根据 定理 158, 可 以 随意 假设 n 是 奇数 或 是 偶数 . 我 们 要 选取 n 使 
PS—-QR=+l1= (—1)™1. (10.10.2) 


现在 (PPQ) = 1 且 8 > 0, 又 pn 和 gn 满足 同样 的 条 件 . 于 是 (10.10.1) 和 
(10.10.2) 就 蕴含 P=pn,Q= gn, 且 有 
pnS—gnR= PS— QR=(-1)"! = pngn-1 — Pr-ign; 


这 也 就 是 
Pn(S — gn-1) = gn(R— pn—1). (10.10.3) 
因为 (pn, qn) = 1, (10.10.3) 就 蕴含 
qn|(S — gn-1) . (10.10.4) 
但 是 
qn=Q0>5>0, gn>qgn-1>0, 
故 有 


I$ — gn-il < gn, 
而 这 与 (10.10.4) 不 相 容 , 除非 有 5 一 gn_1 = 0. 从 而 有 
S=qn-l, R=pn-1 
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以 及 
z= P+pn-l 
qnC + qn-1’ 
这 也 就 是 
T= [ao,al，… ,an, ¢]. 


如 果 将 ¢ 展开 成 简单 连 分 数 , 就 得 到 


C= [ant1, ant2,.…], 


其 中 an+l = [>1. 故而 
z= [ao,al……，anyan+lan+2]， 


这 是 一 个 简单 连 分 数 . 然而 pn-_1/qn-1 和 pn/gqn, 即 R/S 和 P/Q 是 这 个 连 分 数 的 
相 邻 的 渐 近 分 数 , 且 ¢ 是 它 的 第 ”+ 1 个 完全 商 . 
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如 果 & 和 7 是 两 个 数 , 它们 满足 
an+b 


€= ， 
ant+d 
其 中 a,b,c,d 是 满足 ad - bc = 士 1 的 整数 , 那么 就 称 上 是 与 等 价 的 . 特别 地 , & 与 


自己 等 价 .” 


如 果 等 价 于 n, 那么 
db oj bead =be= .i 


a 
故而 了 也 与 & 等 价 . 因而 这 个 等 价 关 系 是 对 称 的 . 
定理 173 ”如 果 & 和 等 价 , 且 7 和 (5 也 等 价 , 那么 5 和 (5 也 等 价 . 


因为 
a .ad b= i 
ont+d 
Py 
7= pera aid' 一 bc =+l1, 
且 
< 46+ 
“Ce+D’ 


C=cat+dcd, D= cb +dd', 


A=aa'’+bc, B=ab’ + bd’, 
AD- BC = (ad- bo)(ad — We)=+1. 


四 此 时 有 a=d=1,b=c=0. 
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我 们 还 可 以 把 定理 173 表述 成 该 等 价 关 系 是 传递 的 . 依据 此 定理 , 可 以 把 无 理 
数 分 成 为 由 等 价 的 无 理 数组 成 的 类 . 

如 果 h 和 上 是 互 素 的 整数 , 则 由 定理 25 知 , 存在 整数 h/ 和 k' 使 得 

hk’ — hk = 1, 
那样 就 有 
h_W.0+h a-.0+b 

kK FOtk c0td’ 
其 中 ad 一 bc = -1. 从 而 任何 有 理 数 h/k 都 与 0 等 价 , 于 是 根据 定理 173, h/k 与 任 
何其 他 的 有 理 数 都 等 价 . 

定理 174 任何 两 个 有 理 数 都 是 等 价 的 . 

下 面 仅 讨论 无 理 数 , 它们 可 以 用 无 限 连 分 数 来 表示 . 


定理 175 ”两 个 无 理 数 上 和 是 等 价 的 , 当 且 仅 当 

€= [ao al … sam Cosc1s ca"], 7= [bo ,bn,cosc1,c2,.*], (10.11.1) 
即 5 中 部 分 商 序列 在 第 m 项 之 后 的 部 分 与 7 中 部 分 商 序列 在 第 n 项 后 的 部 分 完 
全 一 样 . 

首先 假设 5 和 7 由 (10.11.1) 给 出 , 并 记 


w= [co,c1,c2,.…*]. 


那么 就 有 


Pm + pm-1 
Gm + qm-1" 
且 有 pmqm-1 一 pm-_14m = 土 l, 所 以 上 和 w 是 等 价 的 . 类 似 地 , 7 和 w 是 等 价 的 , 从 
而 é 和 也 是 等 价 的 . 因此 条 件 是 充分 的 . 

另 一 方面 , 如 果 上 和 " 是 两 个 等 价 的 数 , 就 有 


at+b 
= 一 bc= 士 1. 
7 Kd ad 一 bc 1 


可 以 假设 cf +d > 0, 因为 如 若 不 然 的 话 , 我 们 就 可 以 将 其 中 的 系数 换 用 它们 的 相 
反 数 来 代替 . 当 我 们 用 连 分 数 算法 将 & 展开 时 , 就 得 到 


和 = [ao al ,amJ] = 


€ =[a0,a1,…* ak;ak+l…] 
Pk—1Qk + Pk-2 
一 [ao ,ak_104] = 一 一 一 一 一， 
leo ee 
于 是 有 
_ Pat+R 
17 Ga +s’ 
其 中 


P=ape-1+bge-1, R=apk-2+ bgk-2, 
Q=cpk-1+dgk-1, $= cpk-2 十 dgk-2， 
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因此 P,Q, R,S 都 是 整数 , 且 
PS — QR= (ad 一 bc)(pk-1gk-2 一 Pk-29k-1) = 士 1. 
由 定理 171 有 
er 4 
Pk-1 = él1 + 了 -2 一 Eqk-2 十 Re 
其 中 |6| < 1,16'| < 1. 从 而 有 
co co’ 
Q= (+d)gk-i+ oo——, S=(é+d)gr-2+ oo—. 
Gk—1 Gk—2 


现在 有 ce 十 d > 0,gk-1 > qk-2 > 0, 且 gr-1 和 gk_2 都 趋向 于 无 穷 . 因此 对 于 充分 
大 的 大 有 


Q>5>0. 
对 这 样 的 上 有 
_ Pe+R 
?ac+5 
其 中 


PS5-QR=+l Q>5>0, C=a>1. 
从 而 根据 定理 172 知 , 对 某 组 bo,b,… ,b 有 
7 = [bo,bi,** ,bi,C] = [ob bakyak+ 
这 就 证 明了 条 件 的 必要 性 . 


10.12 ”周期 连 分 数 


一 个 周期 连 分 数 (periodic continued fraction) 是 一 个 无 限 连 分 数 , 其 中 对 某 个 

固定 的 正 数 以 及 所 有 !> 工 均 有 
QI = Ql+k: 
部 分 商 
QL,QL+1*** ;QL+k~1 
组 成 的 集合 称 为 周期 , 连 分 数 可 以 写成 
[oo aa ,aL ds Lt bern): 

我 们 将 只 研究 简单 的 周期 连 分 数 . 

定理 176 一 个 周期 连 分 数 是 一 个 二 次 根 式 , 也 就 是 说 , 是 一 个 整 系数 二 次 方 
程 的 无 理 根 . 

如 果 o 是 周期 连 分 数 z 的 第 工 个 完全 商 , 就 有 


a = [orarit ar aa 一 [rar QH a7], 
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a = ?Lt+p 


gai+(g -par -p=0, (10.12.1) 
其 中 pr/q" 和 pi/g 是 [aL,aLt1,… ,aLte-!] 的 最 后 两 个 渐 近 分 数 . 但 是 
Pe-iaL +Pr-2 0 _ PL-2— QL-27 


z= a 


gia tga TF gr-iz 一 PDF-L 
如 果 在 (10.12.1) 中 替换 掉 ai, 并 消去 分 式 , 就 得 到 一 个 整 系数 方程 
ar?+br+c=0. (10.12.2) 

由 于 z 是 无 理 数 , 故 有 ?一 4ac 去 0. 

这 个 定理 的 逆 也 为 真 , 但 它 的 证 明 要 困难 一 些 . 

定理 177 表示 二 次 根 式 的 连 分 数 是 周期 连 分 数 . 

一 个 二 次 根 式 满足 一 个 整 系数 的 二 次 方程 , 我 们 可 以 把 它 写成 (10.12.2) 的 形 
式 . 如 果 


z= [aoa, an …]， 
那么 就 有 
_ Prn-ian 十 pn-2 
gn-iah + gn-2 
而 且 如 果 将 它 代入 (10.12.2) 中 , 就 得 到 
Ana'?2 + Bna'n + Cn = 0, (10.12.3) 
其 中 
An = ap2_1 + bpn-1gn-1 + cq2-1, 
Bn = 2apn_1pn_2 + b(pn-1qn-2 + pn—24n-1) + 2cqn-19n-2， 
Cn = ap2_2 + bpn—2qn-2 + cq2—2. 
如 果 


An = ap2_1 十 bpn-lgn-1 十 cq2_i =0, 

那么 3 12.2) 就 有 有 理 根 pa_1/qn-1, 但 因为 x 是 无 理 数 , 这 是 不 可 能 的 . 从 而 有 
An #0, 
Any*+Bny+C=0 
是 以 uv 为 其 一 个 根 的 二 次 方程 . 稍 作 简 单 的 计算 可 以 证 明 
—4AnCn = ( 妇 一 4ac)(pn-1gn-2 — Pn-2gn-1)? 
a (10.12.4) 
根据 定理 171 有 


6n— 
Pn-1= Tqdn-1+ : 


mn 一 1 


(l6n~1l < 1 
从 而 
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gr-1 ” dn—1 2 
An=a|zqn-i+ 十 bgqn-1 和 = 十 cq2_1 
Gn-1 qn-—1l 
2 


= (az2 二 bz 二 c)q2_) 十 2azb 


mn 一 1; 
且 有 
IAn| <2laz|+lal+|dl. 
其 次 , 由 于 Cn = An-_1, 从 而 也 有 
ICn| < 2laz| + lal+ |b|. 
最 后 , 由 (10.12.4) 得 
B?< 4|AnCn|+ | — 4ac| 
<4(2laz|+lal+|bl)?+ | — 4ac| . 
于 是 4,, Bn 和 C 的 绝对 值 都 小 于 与 n 无 关 的 数 . 
由 此 推出 , 仅 有 有 限 多 组 不 同 的 三 元 组 (4，, B, Cn), 且 我 们 可 以 求 得 一 个 三 元 
组 (4, B,C), 它 至 少 出 现 三 次 , 比方 说 是 (An,, Bn,, Cn,)、(Ans, Bns,Cns) 和 (An,， 
Bns,Cns). 于 是 gin,a'ns,a'ns 全 都 是 
Ay+By+C=0 
的 根 , 故 其 中 必 至 少 有 两 个 是 相等 的 . 不 妨 设 w = a'n,, 那么 就 有 
ana 一 Qni， Qna+l 一 Qnm+l'', 


故而 该 连 分 数 是 周期 连 分 数 . 


10.13” 某 些 特殊 的 二 次 根 式 


只 要 按照 10.6 节 中 的 算法 去 执行 , 一 直 算 到 出 现 循环 为 止 , 就 很 容易 求 出 像 
V2 或 者 V3 控 样 特殊 根 式 的 演 分 数 这 样 就 得 到 


1 
VY i 1+5CV5T 


1 1 
二 1 二 一 一 一 =1+ 一 上 一生 = 10.13.1 
1+ 寺 二 2+2 十 … 人 ( ) 
全 人 
V3=1+ + ri (10.13.2) 
V5= 2+ 站 二 一 = [2,4， (10.13.3) 
诉 E24 二 上 二 二 三 区 本 二 (10.13.4) 


1+144 二 … 
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但 是 最 有 趣 的 特殊 连 分 数 并 不 总 是 “ 纯 的 ” 根 式 . 
一 个 特别 简单 的 类 型 是 
I i 


Pe 


其 中 alb, 故 有 5 = ac, 这 里 c 是 一 个 整数 . 此 时 有 
11 _ (ob 二 1I)z+b 


= 也 可 ， (10.13.5) 


z=5+ 一 


atz azt+1 
Tz2—br—c=0, (10.13.6) 
=3 {+ VE Trad)}. (10.13.7) 
特别 地 ， 
1 1 i V5+1 

a=1+ 二 -= 由 = (10.13.8) 

B=2+ 一 i 于 = 回 = V2+1， (10.13.9) 

7=2+ 一 = 芭 计 = V3+1. (10.13.10) 


Cyr 
以 后 会 看 到 6 和 7 在 10.11 节 的 意义 下 分 别 与 V2 和 V3 等 价 , 而 a 却 并 不 与 V5 
等 价 . 
为 (10.13.5) 的 渐 近 分 数 求 得 一 个 一 般 性 的 公式 是 比较 容易 的 . 
定理 178 (10.13.5) 的 第 n 十 1 个 渐 近 分 数 由 下 述 公 式 给 出 : 
pn = cr 由 +Djun+a， gn = cl(nt un,® (10.13.11) 
其 中 


nun 
un = 亏 = (10.13.12) 


而 和 区 是 (10.13.6) 的 根 
首先 有 


b z+y uz 
qo=1=u, Te 
妇 +c _ (r+) -oe 全 
po=b=7+Y= U2, D1=ab+1=— 一 E+ 一 屯 - = 已， 


故 公式 (10.13.11) 对 n=0 和 n= 1 为 真 . 下 面 用 归纳 法 来 对 一 般 的 公式 加 以 证 明 . 
我 们 需要 证 明 , 比方 说 有 
pn = c lt Dun +2 = wnt2. 
成 立 . 现在 有 
Zn+2 一 bzn+l 十 czm， y+2 = by"tl 十 con， 
因此 
Un+2 = bunt1 + Cun. (10.13.13) 


四 当 n= 2m 时 , c 的 每 是 c-m; 而 当 n = 2m 十 1 时 , c 的 军 是 c-™-1. 
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但 是 
Uam+2 = CT Wam+2, U2m+l = CTW2amtl. 
将 它们 代入 (10.13.13), 并 区 分 n 为 偶数 和 奇数 的 情形 , 就 得 到 
102m+2 = bwW2m+1 十 2m， 02m+1 = QW2m 十 W2m—1. 

于 是 wn+2 满足 与 pn 一 样 的 递 推 公式 , 从 而 有 pn = wn+2. 类 似 地 可 以 证 明 ww = 
Wnt+l. 

当 a= b,c=1 时 的 论证 自然 会 简单 一 点 . 此 时 ps 和 qn 满足 

Un+2 = buntl + Un 
因而 它们 有 
Azr™ + By" 

的 形式 , 其 中 4 和 B 与 n 无 关 , 且 它 们 可 以 被 头 两 个 渐 近 分 数 的 值 所 确定 .这样 
就 得 到 


mn+2 ynt2 Zt yntl 
pn = i ; 


zz—y zr-—Yy 
这 与 定理 178 相 吻合 . 


10.14 ” ”Fibonacci 数列 和 Lucas 数列 


对 于 a =b= 1 的 特殊 情形 , 我 们 有 
V5+1 1 V5-1 


z= = (10.14.1) 
ple a Md i se 帮 
V5 V5 
数列 (un), 或 者 说 
1,1,2,3,5,8, 13, 21,.…- (10.14.2) 


通常 称 为 Fibonacci 数列 , 其 中 头 两 项 是 w 和 va, 而 后 面 的 每 一 项 是 它 前 面 两 项 
的 和 . 当然 , 有 与 之 类 似 但 头 两 项 取 其 他 值 的 数列 , 最 有 趣 的 是 数列 (vn), 也 就 是 数 
列 

1,3,4,7,11,18,29,47,……， (10.14.3) 
它 是 由 

vn = 7+ (10.14.4) 
来 定义 的 . 这 样 的 数列 曾 被 Lucas 以 及 后 来 的 学 者 们 (尤其 是 D. H. Lehmer) 仔细 
研究 过 , 它们 有 非常 有 趣 的 算术 性 质 . 在 第 15 章 里 有 关 Mersenne 数 的 问题 中 我 们 
还 会 再 次 遇 到 数列 (10.14.3). 
这 里 要 指出 这 些 数 列 的 某 些 算术 性 质 , 尤其 是 关于 数列 (10.14.2) 的 性 质 . 
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定理 179 ”由 (10.14.2) 和 (10.14.3) 定义 的 数 un 和 vn 有 下 面 的 性 质 : 
(人 (un aun+l) 一 1， (nun+l) = 1; 
(iD un 和 vn 同 为 奇数 或 同 为 偶数 , 且 在 这 两 种 情形 下 分 别 有 
(un an) = 1 (un,vn) = 2; 
(iii) 对 每 个 r 有 un lurn; 
(iv) 如 果 (m,n) =d, 那么 
(wm; un) = Ua, 
特别 地 , 当 m 和 nn 互 素 时 um 和 un 也 互 素 ; 
(v) 如 果 (m,n) = 二 1, 那么 
amatn |tmn » 
可 以 把 (10.13.12) 和 (10.14.4) 看 成 是 对 所 有 的 整数 n 定义 un 和 vn， 这 样 
就 有 


uw=0,， vo=2 


以 及 
Wn 一 一 (zy)-n"un = (—1)" -lun, vn =(—1)"wn. (10.14.5) 
可 以 立即 验证 
Qum+n = UmVn + UnvVm, (10.14.6) 
v2 — 5u2 = 4(—1)", (10.14.7) 
U2 一 Un-ltun+1l = (—1)"™, (10.14.8) 
v2 — Yn-ivVn+1 = 5(—1)". (10.14.9) 


现在 来 着 手 定理 的 证 明 ， 首先 注意 (i) 由 递 推 公式 得 出 , 或 者 说 由 (10.14.8)， 
(10.14.9) 以 及 (10.14.7) 得 出 , 而 (ii) 则 由 (10.14.7) 得 出 . 
其 次 , 假设 (ii) 对 > = 1,2,… ,RR 一 1 为 真 . 由 (10.14.6) 有 
2uRn = UnV(R-1)n + UR-1)nVn. 


如 果 ww 是 奇数 , 那么 un |2uan, 从 而 wn |uan. 如 果 wn 是 偶数 , 那么 由 (这 知 vn 

是 偶数 , 由 假设 知 wR_bn 是 偶数 , 又 由 (ii) 知 viR-1)n 也 是 偶数 . 于 是 可 以 记 
URn 一 an Bu + UR-Dn: Yom 

从 而 再 次 有 un |uRn . 

这 就 对 所 有 正 数 > 证 明了 (ii)， 由 是 公式 (10.14.5) 就 表明 (ii) 对 负 的 > 也 
为 真 . 
为 了 证 明 (iv), 我 们 注意 到 : 如 果 (m,n) = 就 存在 ( 正 的 或 者 负 的 ) 整数 ms 
使 有 
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rm+sn=d, 
且 根据 (10.14.6) 有 
2ua = UrmVsn + UsnVrm (10.14.10) 
成 立 . 于 是 , 如 果 (um,un) =h, 就 有 
hhum, hlun hlum, hlusn 一 大 |2ua . 


如 果 h 是 奇数 , 则 hlua. 如 果 h 是 偶数 , 则 ww 和 wn 都 是 偶数 , 所 以 根据 (ii) 和 
( 道 ) 可 知 ，urmy Usn, vrm; vsn 也 全 都 是 偶数 . 这 样 一 来 , 就 可 以 将 (10.14.10) 写成 


a (a ie) 
由 此 和 以 前 一 样 可 以 得 出 hlwua, 故 在 任何 情形 下 均 有 hlwa. 根据 (ii) 又 有 wa hum， 
ualun, 所 以 
Wd |(Um, un) = h. 
从 而 有 
h= ud 
这 就 是 (iv). 
最 后 , 如 果 (m,n) = 1, 由 (ii) 有 


Um |Umn, an [umn, 
根据 (iv) 又 有 (wm,un) = 1. 于 是 
amatn |Umn . 
特别 地 由 (党 ) 推 得 : ww 仅 当 m 为 4( 此 时 wa = 3) 或 者 m 是 一 个 奇 素数 p 时 才能 
是 素数 . 然而 wp 不 一 定 是 素数 : 例如 
us3 = 53 316 291 173 = 953 x 55 945 741. 
定理 180 每 个 素数 p 都 整除 某 个 Fibonacci 数 (于 是 也 必 整 除 其 中 的 无 穷 
多 个 数 ) 特别 有 : 
如 果 了 = 5m 士 1 则 有 
up-1=0 (mod 7p); 
而 当 了 = 5m 士 2 时 , 则 有 
ap+1 三 0 (mod 7). 
由 于 us = 2 以 及 us = 5, 故 不 妨 可 以 假设 p 关 2p 关 5。 由 (10.13.12) 和 
(10.14.1) 推 得 
部 下 (3 (9 i (10.14.11) 
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其 中 最 后 一 项 当 n 为 奇数 时 是 5#-D, 当 nn 为 偶数 时 是 n x 53"-1. 如 果 n =p， 
则 根据 定理 71 和 定理 83 有 

27-1=1,，53(P-D= 全 (mod p). 
故而 诸 二 项 系数 中 除了 最 后 一 个 以 外 (最 后 一 个 为 1), 全 都 可 以 被 p 整除 . 从 而 有 


wp= 3) = +1 (mod p), 


由 (10.14.8) 就 有 
Up-1Up+1 三 0 (mod p). 


又 因为 (p -1,p 十 1) = 2, 故 由 定理 179(iv) 有 
(Up-1, Up+1) = U2 = 1. 

于 是 up_1 和 w+l 中 有 且 仅 有 一 个 数 能 被 p 整除 . 

为 了 区 分 这 两 种 情形 , 在 (10.14.11) 中 取 n = p+1. 那么 就 有 

2puptl = (p+1)+ (全 1)s 十 … 十 十 1)53Cp-D. 
这 里 除了 第 一 个 系数 以 及 最 后 一 个 系数 以 外 , 其 他 所 有 的 系数 均 能 被 p 整除 ,2 所 
以 有 
2Pup+1 三 1 十 人 (mod p). 

这 样 一 来 , 当 (5) = -1, 即 p= 土 2 (mod 5) 时 有 wh 三 0 (mod p), ?而 在 相反 


了 
的 情形 则 有 wp-_1 三 0 (mod p). 
15.4 节 将 给 出 定理 180 的 另 一 个 证 明 . 


10.15 “用 渐 近 分 数 作 逼 近 


我 们 来 证 明 一 些 定理 以 结束 本 章 , 这 些 定理 的 重要 性 在 第 11 章 中 会 表现 得 更 
加 突出 . 
根据 定理 171， 


所 以 pn /qn 提供 了 对 z 的 很 好 的 逼近 . 下 面 的 定理 表明 : 在 所 有 不 比 pn/gqn 更 复杂 
的 分 数 中 , 也 即 在 所 有 分 母 不 超过 gn 的 分 数 中 , 分 数 pn/gqn 给 出 了 = 的 最 佳 逼 近 . 


人 根据 定理 73，(? 了 1】 (其 中 3 < v < p 一 1) 是 整数 其 分 子 含有 p, 但 分 母 不 含 p. 
加 根据 定理 97. 
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定理 181 如 果 nn>1 0<g<gn, 且 p/q 关 pn/gqn, 那么 


Pn _ ,| < | 衬 小 (10.15.1) 
qn g 


它 还 包含 在 一 个 更 强 的 定理 之 中 , 此 即 
定理 182 如果 n>1,0<g<gn, 且 p/qg 关 pn/qn, 那么 
|pn — gnz| < lp — gz|. (10.15.2) 
可 以 假设 (p,q) = 1. 又 根据 定理 171 有 
|pn 一 gnz| < lpn-1 一 gn-lz|， 
故而 只 要 在 g_1 < q < qn 的 假设 条 件 下 来 证 明定 理 就 够 了 , 下 面 用 归纳 法 来 加 以 
证 明 . 
首先 , 假设 g = qn, 那么 , 如 果 p 关 pn, 就 有 
pn_7 1 


2 一 . 
qn qn|” qn 


但 是 由 定理 171 和 定理 156 有 
pn | 1 1 
磋 -一 


二 
gngnt1 ~ 2gn 


从 而 


这 就 是 (10.15.2). 
其 次 , 假设 gn_1 < 9 < qn, 所 以 p/q 既 不 等 于 pn_1/gn-1, 也 不 等 于 pn/gqn. 如 
果 记 
Hpnt+vpn-1i=Pp, hn+vgn-1=q, 


那么 
Hpngn-1l 一 pn-lgn) = pqn-1 — gpn-1, 
故而 有 
几 = 士 (pgn-1 — gpn-1). 
类 似 地 有 


v= +(pqn 一 gpn). 


@ 对 n>1 陈述 定理 181 和 182 是 为 了 避免 无 意义 的 复杂 情形 .我 们 的 证 明 对 于 n = 1 依然 正确 ， 
除非 ga = qn+1 = 2, 而 这 种 情形 仅 当 ai = az = 1 才 是 可 能 的 . 此 时 有 
1 1 1 Pp1 


z=a+ 一 一 ， 玛 =ao+l， 
TIFItat q 


以 及 i 

dt+3<T<at+l, 
除非 该 分 数 在 第 二 个 1 处 就 已 终止 . 如 若 不 然 , 那么 pl/gi 就 比 任何 其 他 的 整数 更 接近 z. 但 在 例 
外 的 情形 = = ao 十 存在 两 个 与 z 等 距 的 整数 , 从 而 (10.15.1) 有 可 能 成 为 等 式 . 
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于 是 上 和 vw 都 是 整数 , 且 它 们 均 不 为 0. 
由 于 g = Han +zgn_l < qn /和 > 必定 有 相反 的 符号 . 根据 定理 171 知 ， 
Pn— qnT, Pn-l— gn-i1T 
有 相反 的 符号 . 从 而 
Hpn 一 anz)， v(pn-1 — qn-17) 

有 相同 的 符号 . 然而 

了 一 47 一 APn 一 gnz) 十 zx(Pn-l — gn-17), 
从 而 

lp— gz| > lpn-l 一 gn-lz| > |pn 一 gnz| . 


我 们 的 下 一 个 定理 对 定理 171 中 的 不 等 式 (10.9.1) 给 出 了 改进 . 
定理 183 ”在 z 的 任意 两 个 互相 邻接 的 渐 近 分 数 中 , 至 少 有 一 个 满足 不 等 式 


5 号 | < 2 (10.15.3) 
由 于 渐 近 分 数 是 交替 地 小 于 和 大 于 zx 的 , 我 们 就 有 
Pt Pr oP y+ tt -z|. (10.15.4) 
gn+1 qn gn qn+l 
如 果 (10.15.3) 对 pn/gn 和 pn+1/gn+1 都 不 成 立 , 那么 (10.15.4) 就 列 含 
1 _ _|mm+tlgn 二 pngntl| _|Pntl_ 如 | > 十 1 
Qngn+1 gngn+1 gntl gn|” 292 29841 


也 就 是 
(gn+1 — gn)? < 0, 
而 这 是 不 成 立 的 , 除非 在 


n=0, a=1, q=g=1 
的 特殊 情况 下 , 此 时 有 
站 
ee 


故而 定理 依然 为 真 . 
由 此 推出 , 当 zx 为 无 理 数 时 , 就 存在 无 穷 多 个 满足 (10.15.3) 的 渐 近 分 数 pn/gn. 
本 章 最 后 一 个 定理 指出 , 这 个 不 等 式 刻画 了 渐 近 分 数 的 特征 . 


定理 184 如果 
-z| < 二， (10.15.5) 
那么 p/g 就 是 一 个 浙 近 分 数 。 ? 
如 果 (10.15.5) 为 真 , 那么 
已 | 
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其 中 
e=+]l, 0<0< 了 
可 以 将 p/g 表示 成 有 限 连 分 数 
[oo,al… ,an]- 
根据 定理 158 可 知 , 我 们 可 以 自行 决定 取 n 为 奇数 或 者 偶数 , 故 不 妨 假设 
e=(-1)"™. 
记 
过 Wpn + Pn-1 
waqn + gn-1” 
其 中 pn/qn, pn-_1/gn-1 是 p/gq 的 连 分 数 的 最 后 两 个 渐 近 分 数 . 这 样 就 有 
0 _ pn Pgni-paign (一 D” 
2 gr qn(wqn+gn-1) qn(wqn + gn-1)’ 
故而 
Pe 
Wqn + qn—1 
于 是 
=-=1_2-1、1 


gn 
(因为 0<0< 3 这 样 , 根据 定理 172 可 知 , pn_1/qn-1 和 pn/qn 是 z 的 相 邻接 的 
浙 近 分 数 . 但 是 pn/qn = z/4. 这 就 完成 了 定理 的 证 明 . 
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10.1 节 .， 本 章 以 及 第 11 章 里 的 许多 证 明 都 是 效仿 Perron 的 Kettenbriiche 以 及 Irra- 
tionalzahlen 这 两 本 书 中 的 证 明 给 出 的 , 前 一 本 书包 含 了 有 关 这 个 问题 的 早期 历史 的 完整 的 参 
考 文献 . 在 Cassels 的 Diophantine 4pprozimation、Olds 的 Continued Fractions 以 及 Wall 
的 Analytic theory of continued fractions (New York, van Norstrand, 1948) 这 几 本 书 中 有 一 
些 用 英文 写 的 说 明 . Stark 的 Number Theory 一 书 中 给 出 了 一 些 附 加 的 参考 文献 和 资料 . 

10.12 节 ， 定 理 177 是 Lagrange 对 于 这 个 理论 的 最 为 著名 的 贡献 。 这 里 给 出 的 证 明 
(Perron, Kettenbriiche, 77) 属于 Charves. 

10.13 节 至 10.14 节 . 关于 Fibonacci 数列 以 及 类 似 的 数列 有 大 量 的 参考 文献 ， 见 Bach- 
mann, Niedere Zahlentheorie, ii 第 2 章 ; Dickson, History, i, 第 17 章 ; D. H. Lehmer, Annals 
of Math. (2), 31 (1930), 419-448. 
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11.1 ”问题 的 表述 
本 章 考虑 的 问题 是 用 一 个 有 理 分 数 
p 


r= 二 


qa 

来 通过 一 个 给 定 的 数 & (通常 是 个 无 理 数 ). 我 们 始终 假设 0<& < 1 且 p/g 是 不 可 
约 的 

由 于 有 理 数 在 连续 统 中 是 秽 密 的 , 故而 对 任何 6, 都 有 任意 接近 它 的 有 理 数 存 
在 . 给 定 5 和 任意 正 数 < 则 存在 一 个 > 二 p/g 使 得 

-d=|e-e 

任何 数 都 可 以 用 有 再 数 按照 给 定 的 精确 度 来 作 双 近 . 我 们 现在 要 问 : 可 以 怎样 简单 
地 通 近 6? 或 者 换 一 个 等 价 的 说 法 , 我 们 可 以 怎样 快 地 逼近 6? 给 定 & 和 6, p/g 需 
要 有 多 复杂 (也 就 是 g 要 有 多 大 ) 才能 确保 给 出 的 逼近 达到 精确 度 <? 给 定 5 和 
或 者 a 的 某 个 上 界 , 逼近 的 精确 度 < 可 以 达到 多 小 ? 

我 们 已 经 做 过 一 些 工 作 来 回答 这 些 问题. 例如 , 第 3 章 中 (定理 36) 已 经 证 明 
了 : 给 定 E 和 mm 


<e. 


也 1 
9，0<9 和 1 | 一 一 引 生 一 一 一 
Bi en | < 


故而 更 加 有 
BE Ee. 4 lt (11.1.1) 


而 第 10 章 中 利用 连 分 数 证 明了 若干 个 类 似 的 定理 .” 不 等 式 (11.1.1) 或 者 同一 类 型 
的 更 强 的 不 等 式 将 会 在 这 一 章 里 反复 出 现 . 

当 我 们 更 仔细 地 研究 (11.1.1) 时 , 可 以 立即 看 出 必须 要 区 分 两 种 情况 . 

(1) & 是 一 个 有 理 数 a/b. 如 果 7 关 &, 那么 

el (11.1.2) 

所 以 (11.1.1) 包含 g <b. 于 是 (11.1.1) 仅 有 有 限 多 个 解 . 

(2) & 是 无 理 数 . 此 时 (11.1.1) 有 无 穷 多 个 解 . 这 是 因为 , 如 果 pn /gn 是 的 连 
分 数 展开 式 中 的 任何 一 个 渐 近 分 数 , 则 由 定理 171 有 


人 @@ 除了 在 11.12 节 以 外 , 本 章 其 他 地 方 均 这 样 假设 . 
四 见 定理 171 和 定理 183. 
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Pn_el<l 
gn 引 “< 
故而 pn/gn 是 一 个 解 . 

定理 185 ”如 果 & 是 无 理 数 , 则 有 无 穷 多 个 分 数 p/9 满足 (11.1.1). 


11.3 节 将 给 出 另外 一 个 不 依赖 于 连 分 数理 论 的 证 明 . 


11.2 ”问题 的 推广 


可 以 从 两 个 不 同 的 观点 来 看 我 们 的 问题 . 假设 € 是 无 理 数 . 
(1) 首先 来 考虑 =. 给 定 &, 对 什么 样 的 函数 
os=5(6!), 
以 下 的 结论 为 真 : 对 给 定 的 & 和 每 个 正 数 6， 
3p,g, qa<®, 82-4|<e? (11.2.1) 
或 者 说 , 对 于 什么 样 的 与 & 无 关 的 函数 


-49) 


(11.2.1) 对 每 个 5 以 及 每 个 正 的 e 均 为 真 ? 显然, 当 。 趋向 于 0 时 , 具有 这 些 性 质 
的 任何 更 都 必定 趋向 于 无 穷 , 但 是 它 趋 向 于 无 穷 越 是 慢 一 些 , 它 起 的 作用 就 会 更 好 
一 些 . 
的 确 有 某 些 函数 下 具有 所 要 求 的 性 质 . 例如 可 以 取 
1 
a 
以 及 取 g = 旬 . 这 样 就 存在 一 个 p 使 有 


因此 这 个 更 满足 我 们 的 要 求 . 如 果 可 能 的 话 , 剩 下 的 问题 是 要 求 寻求 更 的 更 为 有 


利 的 形式 . 
(2) 可 以 首先 来 考虑 9. 给 定 &, 对 于 什么 样 的 与 g 一 起 趋向 于 无 穷 的 函数 
$= %(5,9)， 
以 下 的 结论 为 真 : 
ap, BE 引 < -7 (11.2.2) 
或 者 说 , 对 于 什么 样 的 与 无 关 的 函数 
$= $(9), 


i 
9 
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(11.2.2) 对 每 个 & 均 为 真 ? 这 里 自然 是 5 越 大 越 好 . 如 果 我 们 将 此 问题 表述 成 第 二 
种 也 是 更 强 的 形式 , 它 就 和 问题 (1) 的 第 二 种 形式 完全 一 样 了 . 如 果 w 是 关于 更 的 
反 函 数 , 那么 断言 (11.2.1) 为 真 (其 中 更 与 & 无 关 ) 与 断言 (11.2.2) 对 所 有 上 和 
为 真 就 完全 是 一 回 事 . 

然而 , 目前 来 说 , 这 些 问题 并 不 是 我 们 最 感 兴趣 的 问题 . 我 们 对 于 用 任意 的 分 
母 g 给 出 & 的 逼近 不 如 对 用 一 个 适当 选择 的 9 给 出 & 的 逼近 那样 感 兴趣 . 例如 , 我 


们 对 于 用 分 母 11 来 逼近 x 并 没有 很 大 的 兴起 ， 而 有 意义 的 则 是 用 两 个 特殊 的 分 母 
7 和 113 给 出 的 令 人 极其 惊奇 的 通 近 字 2 以 及 于 . 我 们 要 问 的 不 是 用 q 可 以 如 何 
密切 地 逼近 &, 而 是 对 无 穷 多 个 g 的 值 ， 我 们 可 以 怎样 密切 地 通过 €? 
于 是 本 章 剩 下 的 部 分 将 关注 下 面 的 问题 : 对 什么 样 的 由 = 9(€,9) 或 者 p = 9(g)， 
以 下 的 结论 为 真 : 对 一 个 给 定 的 E, 或 者 对 所 有 的 5, 或 者 是 对 某 个 范围 内 的 所 有 E， 
E -| < - (11.2.3) 
能 对 无 穷 多 个 q 以 及 合适 的 p 成 立 ? 根据 定理 171 可 以 知道 ,对 所 有 无 理 数 & 可 以 取 


p=. 
11.3 ” Dirichlet 的 一 个 论证 方法 


本 节 要 用 与 连 分 数理 论 无 关 的 一 个 方法 来 证 明定 理 185. 这 个 方法 并 没有 给 出 
任何 新 的 东西 , 但 是 由 于 它 可 以 推广 到 多 维 的 问题 中 , 因而 具有 极 大 的 重要 性 .” 
我 们 已 经 定义 了 [z], 此 即 不 超过 zx 的 最 大 整数 . 用 


(z) =z 一 加 
来 定义 (z)”, 而 用 到 表示 z 与 离 它 最 近 的 整数 之 间 的 差 , 当 = 为 n+3 时 , 习惯 上 
取 互 = 主 这 样 就 有 


假设 5 和 已 经 给 定 . 那么 8 十 1 个 数 
0, (8), (28),.…. ,(Qé) 
就 定义 了 分 布 在 Q 个 区 间 (或 者 “盒子 ?) 中 的 Q + 1 个 点 
<7< 安 (s=0,1,.…,0—1). 
其 中 必定 至 少 有 一 个 盒子 中 至 少 包 含 两 个 点 ， 从 而 存 在 两 个 不 大 于 8 的 数 gq! 和 
qz, 使 得 (q1€) 和 (6) 之 间 的 差 小 于 1/Q@. 如 果 gs 大 一 些 , 记 g = go -qn, 则 有 


@ 见 11.12 节 
四 在 现代 数论 著作 中 ， 通常 用 符号 {z} 来 代替 这 里 的 符号 (z). 一 一 译 者 注 
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0<gq<Q 以 及 |gE| < 1/Q, 于 是 就 存在 一 个 p 使 得 


le 一 中 < 5 
这 样 一 来 , 取 
-+ 
就 得 到 
am oe B+ -dd<s 


(11.3.1) 


这 就 是 (11.1.1). 
如 果 & 是 有 理 数 , 那么 就 只 有 有 限 多 个 解 .” 我 们 需要 证 明 , 当 & 是 无 理 数 时 有 
无 限 多 个 解 . 假设 
2 
qa gg Gk 
是 它 所 有 的 解 . 既然 5 是 无 理 数 , 所 以 存在 一 个 @ 使 得 
pa I rg 


gs Q 
然而 那样 的 话 (11.3.1) 中 的 p/g 就 满足 
-喜人 


故而 p/g 不 是 诸 ps/qs 中 的 任何 一 个 , 这 是 一 个 矛盾 . 于 是 此 时 (11.1.1) 的 解 的 个 
数 无 穷 . 
Dirichlet 的 论证 方法 证 明了 : 4# 接近 于 一 个 整数 , 所 以 (qf) 接近 于 0 或 者 1， 
我 们 对 这 两 种 情形 不 加 以 区 分 . 11.1 节 中 的 讨论 给 出 更 多 的 内 容 : 因为 
加。 CD"-: 
全 
根据 n 是 奇数 还 是 偶数 而 取 正 值 或 者 负 值 , 因而 gné 交替 地 取 稍 小 于 或 者 稍 大 于 


pn 的 值 . 


11.4 逼近 的 阶 
称 可 以 用 有 理 数 作 阶 为 n 的 逼近 , 如 果 存在 一 个 只 与 有 关 的 K(&), 不 等 式 
-< 所 KO (11.4.1) 


图 11.1 节 中 有 关 这 一 点 的 证 明 与 连 分 数 无 关 . 


162 第 11 章 用 有 理 数 允 近 无 理 数 


有 无 穷 多 个 解 . 

我 们 可 以 排除 5 是 有 理 数 这 一 平凡 的 情形 . 如 果 回 过 头 来 看 (11.1.2), 并 注意 
到 方程 bp 一 ag = 1 有 无 穷 多 个 解 , 就 得 到 : 

定理 186 ”对 有 理 数 可 以 作出 1 阶 通 近 , 且 没 有 更 高 阶 的 逼近 . 

于 是 可 以 假设 上 是 无 理 数 . 根据 定理 171 有 : 

定理 187 ”对 任何 无 理 数 可 以 作出 二 阶 允 近 . 

当 & 是 二 次 根 式 时 (也 即 是 一 个 整 系数 的 二 次 方程 的 根 ), 我 们 可 以 走 得 更 远 
一 些 . 有 时 可 以 把 这 样 的 说 成 是 一 个 二 次 无 理 数 , 或 者 简称 为 “二 次 数 ”. 

定理 188 ”对 二 次 无 理 数 可 以 作出 二 阶 通 近 , 且 不 可 能 有 更 高 阶 的 逼近 . 

根据 定理 177 知 , 二 次 数 的 连 分 数 是 循环 连 分 数 . 特别 地 , 它 的 商 " 是 有 界 


的 , 所 以 有 
0<an<M, 


其 中 M 只 与 & 有 关 . 从 而 由 (10.5.2) 有 
Qt1 = af+lgn + qn-1 < (Gnt1 + 1)gn + gn-1 < (M + 2)gn, 
故而 更 有 qn+l < (M 十 2)qn. 类 似 地 有 gn < (M + 2)gqn-1. 


现在 假设 
Gn-1 <qg < qn: 


那么 gn < We 又 由 定理 2 
1 1 K 
忆 -d> 峰 cre 

其 中 天 = es 这 就 证 明了 定理 . 


定理 188 否定 的 那 一 半 是 我 们 将 要 在 11.7 节 中 不 用 连 分 数 来 证 明 的 一 个 定理 
(定理 191) 的 一 个 特例 . 这 需要 一 些 初步 的 说 明 以 及 一 些 新 的 定义 . 


11.5 ”代数 数 和 超越 数 


代数 数 (algebraic number) 是 这 样 一 个 数 zx, 它 满足 一 个 代数 方程 (algebraic 
equation), 也 即 一 个 形 如 


aozn +alT"™ 1l+.+an=0 (11.5.1) 
的 方程 , 其 中 oo,al,… 皆 为 整数 , 且 不 全 为 0. 
不 是 代数 数 的 数 就 称 为 超越 数 (transcendental). 


Q@ 这 里 的 商 指 的 是 连 分 数 的 “部 分 商 ", 参见 10.1 节 中 定义 部 分 商 时 作者 所 做 的 一 个 说 明 . 以 下 同 此 ， 
不 再 说 明 . 一 一 译 者 注 
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如 果 z = a/ 那么 bz 一 a = 0, 故而 任何 有 理 数 都 是 代数 数 . 任何 二 次 根 式 都 
是 代数 数 , 从 而 i = VI 是 代数 数 . 但 是 本 章 只 考虑 实 的 (real) 代数 数 . 

一 个 代数 数 满足 任意 多 个 不 同 次 数 的 代数 方程 . 比如 z = V2 满足 zz -2= 0， 
24 一 4 二 0,…. 如 果 z 满足 一 个 n 次 的 代数 方程 , 但 不 满足 任何 更 低 次 数 的 代数 
方程 , 那么 就 称 z 是 一 个 n 次 (degree n) 代数 数 . 于 是 有 理 数 都 是 一 次 代数 数 . 

一 个 数 是 Euclid 数 (Euclidean), 如 果 它 度量 出 一 个 可 以 构造 的 长 度 . 所 谓 可 以 
构造 的 长 度 指 的 是 从 一 个 给 定 的 单位 长 度 出 发 , 通过 Euclid 作 图 法 (也 就 是 仅 用 直 
尺 和 圆规 经 过 有 限 步骤 ) 可 以 构造 出 来 的 长 度 . 于 是 V2 是 一 个 Buclid 数 . 显然 ， 
可 以 用 Euclid 方法 构造 出 像 

V1il1+2V7— Vil1 -2V7 (11.5.2) 
这 样 的 二 次 根 式 的 任何 有 限 组 合 . 可 以 把 这 样 一 个 数 描述 为 一 个 实 二 次 型 的 数 . 
相反 地 , 任何 Euclid 构造 都 依赖 于 一 系列 的 点 , 这 些 点 是 由 直线 以 及 圆 的 交点 
所 定义 的 . 反 过 来 , 每 一 个 点 的 坐标 由 形 如 
lr+my+n=0 
或 者 
ZT2+y+297+2fy+c=0 
的 两 个 方程 所 定义 , 其 中 1,m,n,g, f,c 都 是 已 经 构造 出 来 的 长 度 的 度量 . 而 两 个 这 
样 的 方程 就 定义 了 z 和 vy 是 1,m,… 的 实 二 次 组 合 . 因此 每 个 Euclid 数 都 是 实 二 
次 数 这 种 类 型 的 数 . 
数 (11.5.2) 定义 为 
z=y-z, P=11+2t, 22=11-2t 如 =7, 
故而 消去 y,z 和 + 得 到 
z4 一 44z2 十 112 = 0. 

从 而 z 是 代数 数 . 不 难 证 明 : 任何 Euclid 数 都 是 代数 数 , 但 是 该 证 明 需 要 对 代 

数 数 的 一 般 理论 有 一 些 了 解 .” 


11.6 ”超越 数 的 存在 性 


有 超越 数 存在 这 件 事 并 不 是 非常 显然 , 但 是 实际 上 几乎 所 有 的 实数 都 是 超越 
数 , 如 同 我 们 马上 就 会 看 到 的 那样 . 

可 以 分 成 三 个 不 同 的 问题 . 第 一 个 问题 是 证 明 超越 数 的 存在 性 (不 一 定 要 给 出 
一 个 超越 数 的 具体 例子 ) 第 二 个 问题 是 用 为 此 目的 而 特别 设计 的 构造 方法 给 出 一 


四 事实 上 , 由 方程 ozn + alzn-1 十 … 十 an = 0( 其 中 ao,aa,… ,an 是 代数 数 ) 定义 的 任何 数 都 
是 代数 数 ， 有 关 它 的 证 明 参 见 Hecke 66, 或 者 Hardy Pure mathematics (第 9 版 , 1944), 39， 
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个 超越 数 的 例子 . 第 三 个 问题 (这 个 问题 要 困难 得 多 ) 是 证 明 某 个 独立 给 出 的 数 ( 例 
如 像 在 分 析 中 自然 出 现 的 e 或 者 x 那样 的 数 ) 是 超越 数 . 
可 以 定义 方程 (11.5.1) 的 秩 为 
N=nt+laol+lalt+:…+ lan|. 
NN 的 最 小 值 是 2. 显然 只 有 有 限 多 个 秩 为 N 的 方程 
En,1, En,2, ***, EN,kn: 
可 以 将 这 些 方程 排 成 序列 
E21, E22, ***, Ezks, Ea, Ea2, ***, Esks, E41,.**, 
这 样 就 把 它们 和 诸 数 1,2, 3,… 建立 了 对 应 关系 . 从 而 方程 的 集合 是 可 数 的 . 然而 
每 个 代数 数 对 应 至 少 一 个 这 样 的 方程 , 而 且 与 任何 一 个 方程 对 应 的 代数 数 的 个 数 是 
有 限 的 . 于 是 有 
定理 189 ”代数 数 的 集合 是 可 数 的 . 
特别 地 , 实 代数 数 的 集合 的 测度 为 零 . 
定理 190 ”几乎 所 有 的 实数 都 是 超越 数 . 
Cantor 并 不 曾 有 关于 测度 的 现代 的 概念 , 他 对 超越 数 的 存在 性 定理 的 证 明 与 
此 不 同 . 根据 定理 189, 只 要 证 明 连 续 统 0 < z < 1 是 不 可 数 的 就 足够 了 . 我 们 用 十 
进 制 小 数 
ZT 一 0.aia2a3 
来 表示 z( 如 在 9.1 节 中 所 指出 的 , 9 被 排除 在 外 ). 假设 连续 统 是 可 数 的 , 它 的 元 素 
就 可 以 排列 成 ri ra,ra，…… 令 
Z1 = 0.alla12013…… ， 
Z2 = 0.421422023*…* ， 
Z3 = 0.431032433*…* ， 


如 果 现 在 用 
an= am 十 1 (如 果 ann 不 是 8 也 不 是 9)， 


an=0 (如 果 ann 是 8 或 者 是 9) 
来 定义 au, 那么 对 任何 n 皆 有 an 了 ann. 故而 z 不 可 能 是 z1,z2,… 中 的 任何 一 
个 , 这 是 因为 它 的 十 进 制 小 数 与 任何 zn 在 第 n 位 上 都 不 相同 . 这 是 一 个 矛盾 


11.7 ”Liouville 定理 和 超越 数 的 构造 


Liouville 证 明了 一 个 定理 , 依据 这 个 定理 , 可 以 造 出 任意 多 个 超越 数 的 例子 来 . 
它 是 定理 188 中 否定 的 那 一 半 结论 在 任意 次 数 的 代数 数 上 的 一 个 推广 . 


11.7 Liouville 定理 和 超越 数 的 构造 ”165 


定理 191 一 个 n 次 的 实 代 数 数 不 可 能 有 高 于 n 阶 的 逼近 . 
一 个 代数 数 & 满足 一 个 整 系数 方程 
(0) = a0€" + ok 1+. + an =0. 
存在 一 个 数 M(&) 使 得 有 
IF(o<M (€-1<z<é+1). (11.7.1) 
现在 假设 p/g # 5 是 € 的 一 个 逼近 . 可 以 假设 此 逼近 足够 接近 6， 从 而 得 以 保证 


z/d 位 于 (5 一 15+1) 之 中 , 且 它 比 f(z) = 0 的 任何 其 他 的 根 都 更 接近 于 5, 所 以 
f(p/q) 关 0. 那样 就 有 


p)|_ leop"+ap" ligt+.| 1 
OE 


这 是 因为 它 的 分 子 是 一 个 正 整数 . 又 有 


1(2) =1 (2) -70 = (2-e) re (11.7.3) 
其 中 z 位 于 pyg 和 之 间 . 由 (11.7.2) 和 (11.7.3) 推出 


-d= 二 > 让- 


Il Mar qa™’ 
于 是 不 可 能 有 高 于 n 阶 的 通 近 . 

n= 二 1 和 n=2 的 情形 包含 在 定理 186 和 定理 188 之 中 . 当然 , 这 些 定理 中 既 
包含 有 肯定 的 结论 , 也 包含 有 否定 的 结论 . 

(a) 例如 , 假设 


€ =0.110 001 000.… = 10-1 十 10-21 十 10-33 十 ，…， 
又 设 n > N, 且 &% 是 这 个 级 数 的 前 n 项 之 和 . 那么 就 有 , 比方 说 


Se RR 
4 
又 有 


0<é- 5 =€_ ,=10-0+) 4 10-(m+2 4+... < 2x10-("+)! < 2g-™. 


从 而 & 不 是 一 个 次 数 小 于 N 的 代数 数 . 但 由 于 N 是 任意 的 , 故而 上 是 超越 数 . 


(b) 假设 
二 1 


和- 10F 107 0 +4 


又 设 n>N, 且 


是 & 的 第 n 个 渐 近 分 数 . 那么 
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1 和 
一 一 d= < 一 一 一 < 
二 an+192 Qn+1 
现 有 an+l = 100+0! 以 及 
qa<atl, 


ntl _ qn-1 
二 Qn+1 
gn gn 


因此 有 
qn< (a1+1)(a2+1):…(an+1) 


1 
< (1+ 古 1+ 360)" 1+ 坏 ala2… an 


< 2alaz.….an 一 2x101+ + < 102(") = a2, 


pp ge 1 1 . 
-< 直 一 吉 六 < Er 
可 以 与 以 前 一 样 断言 5 是 超越 数 . 
六 1 一 2! 一 3! 十 下 多 
定理 192 ” 数 上 = 10-14 二 10-2!+10 .和 €= i TT 都 


是 超越 数 . 

显然 , 我 们 可 以 用 其 他 的 整数 来 代替 10, 还 可 以 用 许多 其 他 的 方式 来 对 它 的 构 
造 加 以 变化 . 这 种 构造 的 一 般 原 则 可 简单 归结 为 : 由 有 理 盘 近 的 一 个 充分 快 的 序列 
所 定义 的 数 一 定 是 超越 数 . 而 正 是 像 V2 和 3(V5- 1) 这 样 最 简单 的 无 理 数 是 具有 
最 慢 逼 近 的 无 理 数 . 

要 证 明 一 个 “自然 ”给 定 的 数 是 超越 数 要 远 为 困难 得 多 . 我 们 将 在 11.13 节 至 
11.14 节 中 证 明 e 和 x 是 超越 数 . 即便 是 现在 也 只 有 很 少 的 几 类 超越 数 是 已 知 的 . 
例如 , 这 些 数 类 中 包括 

e, x, sin1, Jo(1), In2, 总 2， er，2V5， 
但 不 包括 2*。、2* 、re 以 及 Euler 常数 7. 对 于 后 面 这 些 数 , 至 今 尚 未 证 明 出 其 中 任 
何 一 个 数 是 无 理 数 . 


11.8 “对 任意 无 理 数 的 最 佳 逼近 的 度量 


我 们 知道 , 每 个 无 理 数 都 有 无 穷 多 个 满足 (11.1.1) 的 逼近 . 的 确 , 根据 第 10 章 
中 的 定理 183, 它 还 有 无 穷 多 个 更 好 的 逼近 . 我 们 还 知道 , 一 个 代数 数 如 果 是 一 个 类 
型 相对 比较 简单 的 无 理 数 , 那 它 是 不 可 能 被 “ 太 快 地 ”逼近 的 , 然而 定理 192 中 的 
超越 数 却 可 以 有 异常 快 的 逼近 . 

根据 定理 181, & 的 最 佳 逼 近 由 《 的 连 分 数 的 渐 近 分 数 pn/gn 给 出 , 且 
pn | a 
gn Gnqnt1 an+198 
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所 以 当 on+i 很 大 时 我 们 就 得 到 了 特别 好 的 过 过 . 显然 , 粗略 地 说 , # 能 否 被 快速 
近 , 要 根据 它 的 连 分 数 是 否 包含 一 列 快速 增长 的 商 而 定 . 定理 192 中 的 第 二 个 &( 它 
的 商 以 很 高 的 速度 增 大 ) 就 是 一 个 极 富 教 益 的 例子 . 

再 次 粗略 地 说 ,E 的 连 分 数 的 构造 为 《 的 “简单 性 " 或 者 “复杂 性 " 提供 了 一 个 
尺度 . 因此 定理 192 中 的 第 二 个 上 就 是 一 个 “复杂 的 " 数 . 反 过 来 , 如 果 on 性 状 规 
则 , 且 不 会 变 得 太 大 , 那么 就 有 理由 被 视 为 一 个 “简单 的 " 数 ,此 时 , 对 & 的 有 理 
逼近 不 可 能 太 好 . 从 有 理 通 近 的 观点 来 说 , 越 简单 的 数 趣 难 以 有 理 运 近 - 

从 这 个 观点 来 看 ， “最 简单 的 " 数 是 

€=3(V5— E 


= 产 记 二 一 ee (11.8.1) 
其 中 每 个 on 都 取 最 小 的 正 整数 值 和 


所 以 qn-1=pn, 上 且 


于 是 当 m 一 oo 时 
pn |= 1 1 
qm | Sf gn {(1 + €)qn + qn—1} 


re ee 
-= 襄 (1+e+ 竺 ) ~ RIT RE 

这 些 考虑 启发 我 人 有 下 面 的 定理 成 立 . 
定理 193 ”任何 无 理 数 & 都 有 无 穷 多 个 满足 

2 2 

2 本 4 < (11.8.2) 

的 通 近 . 

这 个 定理 的 证 明 需 要 对 由 连 分 数 的 渐 近 分 数 给 出 的 逼近 作 进一步 的 分 析 . 这 将 


在 下 一 节 中 给 出 , 不 过 我 们 首先 要 来 对 这 个 定理 证 明 一 个 补充 的 结论 , 这 个 结论 表 
明 : 在 某 种 意义 下 , (11.8.2) 给 出 的 逼近 已 经 是 “最 佳 ” 定理 了 . 
定理 194 在 定理 193 中 , 数 V5 是 最 佳 数 : 如 果 用 任何 更 大 的 数 代替 V5， 
则 定理 都 不 再 成 立 . 
只 要 证 明 下 面 的 结论 就 够 了 : 如 果 4> V5, 且 是 特殊 的 数 (11.8.1), 那么 不 
等 式 
卫 
上 -< 恋 
仅 有 有 限 多 个 解 . 
假设 结论 不 成 立 , 则 有 无 穷 多 个 9 和 p 使 得 
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ee ed 
f=3+， < 有 4< 亢 
这 样 就 有 
71- KP fF-3V5=-34-? 


02 1 Ws 3 
-V5= 352+p) -130 =P + 9. 


当 gq 很 大 时 , 左边 在 数值 上 小 于 1, 而 右边 是 整数 . 于 是 有 p? + pg 一 92 = 0, 也 就 是 


(2p + q)? = 5g2, 而 这 显然 是 不 可 能 的 . 


11.9 ”有 关连 分 数 的 渐 近 分 数 的 另 一 个 定理 


本 节 主 要 为 了 证 明 : 


定理 195 & 的 任何 三 个 相 邻接 的 渐 近 分 数 中 必 至 少 有 一 个 满足 (11.8.2). 


这 个 定理 可 以 和 第 10 章 中 的 定理 183 加 以 比较 . 
记 


本 = bn+1. 
那么 
pn | = sl 1 
qn Gnqntl oni+ bntl’ 
故而 只 要 证 明 对 于 i 的 三 个 值 4 一 1,n,n+1， 
al+bi < V5 
不 可 能 都 为 真 就 够 了 . 


假设 (11.9.2) 对 i=n 一 1 和 i=n 均 为 真 . 则 有 
Qn-1 = an-1 十 二 


以 及 
血 -1 on + bal. 
nn Gn-2 
于 是 访 一 辣 
地 二 计 二-1+ bn < V5, 
a bn 
从 而 有 " 了 
1 二 <(V5-i(v5- 二 )， 
这 也 就 是 了 
如 十 元 么 V5. 


由 于 b 是 有 理 数 , 且 bn < 1 故 等 号 应 被 排除 在 外 . 从 而 


(11.9.1) 


(11.9.2) 


(11.9.3) 
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bnV5+1<0, (85%) < bn > SV5 1). (11.9.4) 
如 果 (11.9.2) 对 i=n 十 1 也 为 真 , 则 可 以 类 似 地 证 明 
机 3(V5— 和 (11.9.5) 
从 而 (11.9.3), ?(11.9.4) 和 (11.9.5) 就 会 给 出 
on VD) -VD) = 


这 是 一 对 矛盾 . 这 就 证 明了 定理 195, 而 定理 193 则 是 它 的 一 个 推论 . 


11.10 ”具有 有 界 商 的 连 分 数 


在 定理 193 和 定理 195 中 , 数 V5 有 着 特殊 的 地 位 , 这 两 个 定理 的 证 明 依赖 于 
数 (11.8.1) 的 特殊 性 质 . 对 于 这 个 &, 每 个 an 都 是 1; 对 于 与 这 个 数 等 价 的 数 &, 在 
10.11 节 的 意义 下 , 从 某 处 开始 往 后 所 有 的 on 也 都 是 1. 然而 对 其 他 任何 一 个 an 
的 值 对 于 无 穷 多 个 n 来 说 至 少 是 2. 自然 可 以 假设 , 如 果 排 除 掉 与 (11.8.1) 等 价 的 
&, 那么 定理 193 中 的 V5 就 有 可 能 被 某 个 更 大 的 数 所 代替 , 实际 上 这 也 是 正确 的 . 
任何 不 与 (11.8.1) 等 价 的 无 理 数 & 有 无 穷 多 个 有 理 通 近 , 它们 满足 


p 1 
BE 引 < 203 
除了 V5 和 2V5 之 外 , 还 有 其 他 的 数 存 在 , 这 些 数 在 这 种 特征 的 问题 中 起 着 特殊 的 
作用 , 但 是 这 里 不 能 进一步 讨论 这 些 问题 了 . 
如 果 an 不 是 有 界 的 , 也 就 是 说 , 如 果 


man = oo， (11.10.1) 
那么 %;ay/gn 就 可 以 取 到 任意 大 的 值 , 且 对 每 个 正 数 = 和 无 穷 多 个 p 与 9 的 值 有 

有 二 

| d| a 下 (11.10.2) 


下 面 的 定理 表明 , 这 个 结论 在 一 般 意 义 下 为 真 , 这 是 因为 在 9.10 节 的 意义 下 (11.10.1) 
对 “几乎 所 有 的 ” 为 真 . 
定理 196 。 an 对 几乎 所 有 的 & 都 是 无 界 的 , 使 an 为 有 界 的 上 作成 的 集合 是 
零 集 . 
可 以 只 限于 讨论 (0,1) 中 的 6( 故 有 ao = 0), 又 因为 有 理 数 的 集合 是 零 集 , 故而 
可 以 限于 讨论 无 理 数 5. 只 要 证 明 其 中 满足 
an <k (11.10.3) 


四 用 n+1 替换 m- 
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的 无 理 数 & 组 成 的 集合 Fi. 是 零 集 就 足够 了 , 而 其 中 使 a 为 有 界 的 数 的 集合 是 诸 
集合 


,Fa, Fy,... 
之 和 集 . 
用 Es,,as,…,a, 来 记 前 个 商 有 给 定 的 值 a1,a2,.… ,an 的 无 理 数 & 组 成 的 集 
合 . 集合 Es, 位 于 区 间 
1 1 
atl’ ar 
之 中 , 将 此 区 间 称 为 I。,. 集合 Eo,,, 位 于 区 间 
3 六 1 1 
aa 十 az” aitaztl 
之 中 , 将 此 区 间 称 为 ae. 一 般 来 说 ,Eo,,o,… ,a 位 于 区 间 16, ,6,,.…,a,, 之 中 , 该 
间 的 端点 是 


罗 


[aaaz，… san-lan + 1], [a1,02,* ,an-1,an] 
(第 一 个 是 当 n 为 奇数 时 的 左 端 点 ). 与 不 同 的 集合 a1,a2,… ,an 对 应 的 区 间 相 互 
不 重 又 (除了 可 能 有 公共 端点 之 外 ), 选取 av+l 将 1, ,os,… ,a 分 成 不 重 又 的 区 间 . 
于 是 16,,,,…,as 就 是 


Toa2 ansls Toraa, ani2 


的 和 . 
Ia,aza.…an 的 端点 也 可 以 表示 成 
(an 十 1)pn-1 十 pn-2 anpn-1 十 pn-2 
(an 十 1)gn-1 十 gn-2” angn-1 十 gn-27 
它 的 长 度 (用 与 表示 区 间 所 用 的 同样 的 符号 来 表示 长 度 ) 是 
1 1 
{(an + 1)qn-l 十 qn-2?} (angn-1+ qn-2) (gn 十 qn-1)gn 
1 
I (al 十 1)al 
用 Baz,…an;k 来 记 Eo,as,…,a, 的 满足 an+l < 的 子 集 . 这 个 集合 是 以 下 诸 
集合 


从 而 有 


Earas anants (ant1=1,2,..,k) 
的 和 集 . 其 中 最 后 一 个 集合 位 于 区 间 ,a。,…,a,,an, 之 中 , 它 的 端点 是 


[ol az ,anyan+l 十 ]]， [e102 ,anyan+ll， 
所 以 Ea ,as,…an;k 位 于 区 间 J6,,as.…,awik 之 中 , 它 的 端点 是 
[oa,oz, ,an 大 十 车，[oaaz，… ,an, 1], 


也 就 是 
( 伏 十 1)pn 十 pn-1 pn 十 pn-1 


(k 十 1)gn 十 gn-1” gm 十 gn-1 
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Taa an 的 长 度 是 
大 
{(E 十 1)gn + qn-1} (qn 十 gn-1) 
且 对 所 有 a1,a2,… ,an 有 
人 实 kgqn k 
(十 1)gn 十 gn-1 k+l 


(11.10.4) 


了 Taisaa 0 


最 后 , 用 
2 Ee 
agk, ,an<k 
来 记 J,.0s..,a。 取 遍 a < k… ,an < 大 所 求 的 和 . 用 FW 来 记 满足 a < 
… ,an < 的 无 理 数 & 的 集合 . 显然 , Pt 包含 在 1" 之 中 . 
首先 , 10) 是 1, 的 和 (对 于 ai = 1,2,… ,大 求 和 ), 且 
0 Ce ee 
I -Oa RT 
一 般 来 说 , L711 是 [6.4,.…,a,, 的 包含 在 1 中 (对 于 an+1 < ) 的 那些 部 分 的 和 ， 
也 就 是 
Tay a2, sansk: 
a1gk, an <k 


这 样 一 来 , 由 (11.10.4) 就 有 


TontD < ko 六 Rj) 
Rk k+l* 
所 以 k n+l 
(ntl) 
< (二 ) 
由 此 推 得 , FY 可 以 包含 在 一 组 长 度 小 于 (二 i) 的 区 间 之 中 , 当 n -oo 


时 , 此 长 度 趋向 于 0. 因为 对 于 每 个 n, 及 都 是 FI 的 一 部 分 , 于 是 定理 得 证 . 
有 可 能 用 同样 的 讨论 证 明 出 更 多 的 结果 . Borel 和 F. Bernstein 正 是 这 样 证 
明了 : 


定理 197* 如 果 9(n) 是 nn 的 一 个 增 函数 , 它 使 得 


1 

> re (11.10.5) 
发 散 , 那么 对 所 有 充分 大 的 ni 都 满足 

an < $(n) (11.10.6) 


的 E 的 集合 是 零 集 . 反 过 来 , 如 果 
1 
i 11.10.7) 
om “ih 
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收 仇 ,那么 (11.10.6) 对 几乎 所 有 的 & 以 及 充分 大 的 ni 为 真 . 


定理 196 是 这 个 定理 的 特例 [其 中 b(n) 是 常数 ]. 这 个 一 般 性 定理 的 证 明 当 然 
要 更 复杂 一 些 , 但 它 并 不 需要 任何 本 质 上 全 新 的 思想 . 


11.11 “有 关 逼 近 的 进一步 定理 


为 了 方便 起 见 , 假设 a, 稳定 地 、 比 较 有 规律 地 而 且 是 不 太 快 地 趋向 于 无 穷 . 那 
么 
PE Se 
ng anrig gnX(qn)’ 


pn 
qn 


-| 
其 中 


X(qn) = ant1gn. 


= 0 
> X(Z) 二 X(gn) 


的 性 状 (关于 收敛 或 者 发 散 ) 之 间 有 某 种 对 应 关系 . 后 面 一 个 级 数 是 


级 数 ” 


1 
> Qntl 
这 些 粗 略 的 考虑 使 我 们 想到 , 如 果 将 不 等 式 
ND (1.11.1) 
1 
B= i 
EE d 4X(9) (11.11.2) 


进行 比较 , 那么 在 两 个 级 数 
Pa Lx 
的 条 件 之 间 应 该 存在 某 种 对 应 关系 . 这 样 一 来 , 11.10 节 中 的 定理 就 启发 我 们 想到 
下 面 两 个 定理 . 
定理 198 ”如果 < 收 做 那么 对 无 穷 多 个 满足 (11.11.2) 的 6 组 成 的 
集合 是 零 集 . 
定理 199* 如果 Xx(g)/g 随 着 g 的 增加 而 增加 , 且 
bp a 
X(g) 


@ 这 个 思想 构成 了 关于 正 项 递减 级 数 收敛 或 者 发 散 的 “Cauchy 并 项 检验 法 ”的 基础 ， 见 Hardy, 
Pure mathematics, 第 9 版 , 354. [关于 Cauchy 并 项 检验 法 也 可 参看 《数学 百科 全 书 》( 科 学 出 版 
社 , 1994 第 1 版 ) 第 1 卷 第 510 页 “Cauchy 判别 法 ”这 一 条 目 后 的 补 注 . 一 一 译 者 注 ] 
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发 散 , 那么 对 几乎 所 有 的 5,(11.11.2) 都 对 无 穷 多 个 g 为 真 . 


定理 199 证 明 起 来 很 困难 . 但 定理 198 非常 容易 , 且 不 需要 连 分 数 即 可 证 明 . 
简单 地 说 , 这 个 定理 表明 : 大 多 数 的 无 理 数 都 可 以 用 有 理 数 作 误 差 的 阶 远 小 于 9 2， 


例如 误差 为 
1 
六 { 和 (mn 玉 } 
的 逼近 . 那个 更 难 证 明 的 定理 表明 : 达到 阶 为 


1 
9 (二 5)， o( 


的 允 近 通常 都 是 可 能 的 . 
可 以 假设 0<& <1. 将 每 个 满足 g> N 的 p/gq 包围 在 区 间 
ks 
a m0 4! og 
之 中 . 对 一 个 给 定 的 9 的 值 , 存在 有 少 于 g 个 p 的 值 , 且 这 些 区 间 的 总 长 度 (即便 


不 允许 重合 ) 小 于 
1 
?2- me 


当 N 一 co 时 , 此 长 度 趋向 于 0. 不 论 N 是 什么 样 的 值 , 有 此 性 质 的 任何 都 包含 
在 一 个 区 间 中 , 于 是 作成 的 集合 可 以 包含 在 一 组 总 长 可 以 任意 小 的 区 间 之 中 ， 
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到 目前 为 止 我 们 仅仅 考虑 了 对 于 单个 无 理 数 的 逼近 . 11.3 节 中 Dirichlet 的 
方法 对 于 多 维 问题 , 也 就 是 对 个 数 


6 名 
用 具有 相同 分 母 4 的 (但 不 一 定 是 不 可 约 的 ) 分 数 
2 匀 . .全 


qq "gq 
来 作 联 立 允 近 的 问题 有 很 重要 的 应 用 . 
定理 200 如果,&2，… ,6k 是 任何 实数 , 那么 不 等 式 组 
pi 1 二 - 
nt rn (4=i 2 (11.12.1) 
至 少 有 一 组 解 . 如 果 至 少 有 一 个 5 是 无 理 数 , 那么 它 就 有 无 穷 多 组 解 . 


显然 可 以 假设 对 每 个 i 有 0 < &; < 1. 考虑 由 0 < zx; < 1 定义 的 & 维 “立方 
体 ", 并 用 与 它 的 面 平行 且 间距 为 1/Q 的 “平面 " 将 它 分 成 Q* 个 “盒子 ”. 在 
(l€1), (1€2), (LDL =0,1,2,..,Q*) 
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这 Q* 十 1 个 点 中 必定 有 某 两 个 点 , 比方 说 是 1= @ 和 1= gz > q, 位 于 同 


一 个 盒子 


之 中 . 这 样 一 来 , 取 g = gz 一 q1, 则 与 在 11.3 节 中 一 样 可 证 , 存在 一 个 g < Q* 使 对 


每 个 i 均 有 


1 
la&i| <6 =< pn 


其 证 明 可 以 如 前 一 样 完 成 ， 如 果 有 一 6 比方 说 就 是 &, 是 无 理 数 , 那么 在 


11.3 节 中 最 后 的 论证 中 可 以 用 &; 替代 é&. 
特别 地 , 我 们 有 : 


定理 201 ”给 定 61,62,… ,6k 和 任何 正 数 <, 就 可 以 求 得 一 个 整数 q, 使 得 对 


每 个 i, qi 与 一 个 整数 的 差 都 小 于 <. 


11.13 ”e 的 超越 性 
我 们 以 证 明 e 和 x 的 超越 性 来 结束 本 章 
通过 引进 一 个 符号 r”, 我 们 的 工作 可 以 大 为 简化 , 这 个 符号 定义 为 
P=1, r=r(r21). 
如 果 f(z) 是 任意 一 个 关于 z 的 m 次 多 项 式 , 比方 说 


f(z) = Dorr", 


r=0 


那么 就 定义 f(h) 是 
De er 


(其 中 0! 被 定义 为 1). 最 后 , 用 ee 定理 所 提供 的 方式 来 定义 jz+ 门 , 也 即 定 


义 它 为 
(7) (2 

be 

如 果 f(z 十 y) = oh 4 +- Fh). 
对 于 >= 0,1,2,…… 用 
zr Z2 a 
ww 人 一 FT 十 ep ler(z) 

来 定义 ww(z) 和 er(z). 显然 有 |wr(z)| < el*l, 故而 对 所 有 z 都 有 


ler(z)| <1. 


我 们 需要 两 个 引 理 . 
定理 202 ”如果 4(z) 是 任意 一 个 多 项 式 , 且 


(11.13.1) 
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$7) = 》 crzr，W%(z) = crer(zjzr， (11.13.2) 
把 后 
那么 
eG(h) = Gp(z +h) + yw(z)ell. (11.13.3) 


根据 上 面 的 定义 , 则 有 


ey 
tr 
(z+h)"=h"+rzh"™™!l+ Tx 


T2jhr-2 十.… 十 2ZT 


=7r!+r(r—l)lz+ 中 Dr-2 2)!z2 十 … 十 2 


=7! (+z+ 末 + + 区) 
= rle” — wur(2)2" = e®h" 一 tr(z)z7. 
于 是 有 
ezh" = (z+h)" +ur(z)z" = (z+ h)" +elrler(z)z". 
用 cr 遍 乘 此 式 , 然后 对 r 从 0 到 s 求 和 , 就 得 到 (11.13.3). 
如 在 7.2 节 中 一 样 , 我 们 把 关于 z 或 者 关于 z,y,… 的 系数 为 整数 的 多 项 式 称 
为 是 关于 z 或 者 关于 z,y,… 的 整 系数 多 项 式 . 
定理 203 ”如 果 m > 2， 0 是 关于 工 生生 全 让 汪 
RD) = ED), RO- 
那么 i(h) 和 Fz(h) 都 是 整数 ， 且 
Ri(h)=f(0), Fa(h)=0 (mod m). 


CE 


假设 
一 atz4 
1=0 
其 中 a0,… ,ar 都 是 整数 . 那么 
Ri(s) = 六 i 
这 样 就 有 
区 (+m—1)! 
Fi(h) = i 
但 是 , 当 ! > 1 时 
tn Dm 


是 m 的 一 个 整 倍数 . 于 是 
Fi(h)=a0 = f(0) (mod m). 
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类 似 地 ， 


‘ttm 


L 
Ro) = 2 


Fa(h) = 立信 | 1=0 (mod m). 
现在 可 以 证 明 两 个 主要 定理 中 的 第 一 个 定理 了 , 也 就 是 : 
定理 204  e 是 超越 数 . 
如 果 此 定理 不 真 , 那么 
Toe =0, (11.13.4) 


t=0 
其 中 n> 1, Co0,C1,… ,Cn 都 是 整数 , 且 Co 0. 
假设 p 是 一 个 大 于 eal Icon) 的 素数 , 且 定 义 %(z) 为 


$(7) = By {(z 一 DGz 一 2) (一 相关， 
最 终 p 的 值 将 会 很 大 . 9(h) 来 乘 0 13.4), 并 利用 (11.13.3), 就 得 到 
Saw + 内 + Deve =0, 


t=0 
或 者 说 就 记 为 
S1+52 =0. (11.13.5) 
根据 定理 203, 对 于 m = p, 9(h) 是 一 个 整数 , 且 
$(h)=(-1)°"(n!)? (mod p). 
如 果 1<t<n, 又 有 


ot ST {ett Da Dt = Bi) 


其 中 f(z) 是 一 个 关于 z 的 整 系数 多 项 式 . 由 此 推 得 (再 次 根据 定理 203): p(t + hh) 
是 一 个 可 以 被 p 整除 的 整数 . 因此 有 
= DC0(t +h)=(-1)""Co(n!)?#0 (mod p), 
t=0 
这 是 因为 Co 关 0 且 p > max(n,|Col)， 故而 8 是 一 个 整数 , 且 不 为 0, 这 样 一 来 
就 有 


15:| > 1. (11.13.6) 
另 一 方面 , 由 Qu. 13.1) 有 el < 1, 所 以 , 当 p 一 co 时 就 有 


Iw(a)| Per i {(£+ 1)(t+2):. (t+n)}? — 0. 
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177 


从 而 52 一 0, 故 可 以 选取 充分 大 的 p 的 值 使 有 
Is2| < 


(11.13.7) 


然而 公式 (11.13.5)、(11.13.6) 和 (11.13.7) 是 矛盾 的 . 所 以 (11.13.4) 是 不 可 能 的 , 从 


而 。 是 超越 数 . 


上 面 所 给 的 证 明 要 比 在 4.7 节 中 给 出 的 。 的 无 理性 的 证 明 要 远 为 复杂 得 多 , 不 
过 证 明 的 基本 思想 本 质 上 是 相同 的 . 我 们 用 到 (i) 竺 级 数 (ii) 模 小 于 1 的 整数 必 等 


Fh 


11.14 x 的 超越 性 


最 后 证 明 x 是 超越 数 . 正 是 这 个 定理 解决 了 “化 圆 为 方 ”问题 . 
定理 205 ”x 是 超越 数 . 
它 的 证 明 与 定理 204 的 证 明 非常 类 似 , 不 过 有 一 两 处 稍微 有 点 复杂 . 
假设 B1, 2,… ,fm 是 整 系数 方程 
dz™+diz™l+..+dm=0 
的 根 . 关于 
dBi, dBa, *-. ,dBm 
的 任何 一 个 整 系数 的 对 称 多 项 式 都 是 关于 
di, dz, + , dm 
的 一 个 整 系数 多 项 式 , 从 而 是 一 个 整数 . 
现在 假设 x 是 代数 数 . 则 ix 也 是 代数 数 , "从 而 它 是 某 个 代数 方程 
dzm 十 dizm-1 十 … 十 dm 一 0 
的 根 , 其 中 m > 1, d,d1,… ,dm 是 整数 , 且 d 关 0. 如 果 这 个 方程 的 根 是 
Wl w2 wm 
那么 对 某 个 w 有 1 +ew = 1+eir = 0, 于 是 
(1+ew)(1+e)…(1+esm)=0. 
将 乘积 展开 , 得 


2m 一 1 


1+ >》 e" =0， 
t=1 


四 如 果 aoz" 二 a1z"-1 十 … 二 an 二 0 且 y=iz, 那么 
aogm — a2y" 2 十 … 十 iaagn ay" 3 +.)=0, 
因此 
(aogm 一 azym-2 十 :…)2 + (oy! -ay" 3 +.…)? =0. 


(11.14.1) 


178 第 11 章 用 有 理 数 和 逼 近 无 理 教 


其 中 
aa a2，…… ,QO2m—1 (11.14.2) 
是 如 下 2m 一 1 个 按照 菜 种 次 序 写 出 的 数 : 
Wl Wm WW2 WI + Wa WLW2 + 二 Wm. 


假设 有 C 一 1 个 a 等 于 0, 而 剩 下 的 
mn=2m-1-(C-1T) 
个 不 为 0, 且 非 0 的 a 被 排 在 前 面 , 于 是 (11.14.2) 写成 
al… ,an;0,0,……… ,0. 
显然 , 关于 
dan daz… ,dan (11.14.3) 
的 任何 整 系数 对 称 多 项 式 都 是 关于 
dai, dao…… ,dan,0,0,.…. ,0 
的 一 个 整 系数 对 称 多 项 式 , 也 即 是 关于 
dai, da2,…… ,da2m—1 
的 整 系数 对 称 多 项 式 . 因此 , 任何 这 样 的 函数 都 是 关于 
dw1, dw2, dim 
的 一 个 整 系数 对 称 多 项 式 , 从 而 是 一 个 整数 . 
可 以 把 (11.14.1) 写成 


C+ Ye =0. (11.14.4) 
选取 一 个 素数 p 使 得 本 
p> max(d, C,|dn"aa .…an|)， (11.14.5) 
并 定义 wz) 是 es 
ylz) = ee 一 oo (11.14.6) 
用 p(h) 乘 (11.14.4), 再 利用 (11.13.3), 得 
So+S1+S52=0, (11.14.7) 
其 中 
So = CH(h), (11.14.8) 
51= So 十 如， (11.14.9) 
t=1 
S52= Two)ele. (11.14.10) 
t=1 


现在 有 
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其 中 gi 是 关于 数 (11.14.3) 的 整 系数 对 称 多 项 式 , 故而 是 一 个 整数 .由 定理 203 推 
出 %(P) 是 一 个 整数 , 且 有 


9(h)=90 = (—1)P"dr-l(do .da ++. + dan)? (mod p). (11.14.11) 
从 而 5o 是 一 个 整数 , 且 由 于 (11.14.5), 则 有 
S$0=Cgo#0 (mod p). (11.14.12) 


其 次 , 利用 代 换 和 重新 排序 ， es 
np-1 
Gat +7) = 一 Fm > 乞 futz', 
其 中 
fit = fi(daos; da, da2,*** , dat-1, doar, ,dan) 


是 关于 数 (11.14.3) 的 一 个 整 系数 多 项 式 , 它 关 于 除了 da 以 外 的 所 有 变量 对 称 . 
于 是 


mp 一 1 


Dtar+7)= ry ) Riz', 
t=1 


其 中 


-和 六 = = fldos: da daa ,dat -datt ,dan). 


t=1 t=1 
由 此 推 得 及 是 一 个 关于 (11.14.3) 中 所 有 的 数 为 对 称 的 整 系数 多 项 式 , 从 而 是 一 个 
整数 . 于 是 , 由 定理 203 得 


= Te +h) 
是 一 个 整数 , 且 
51=0 (mod 7). (11.14.13) 
由 (11.14.12) 和 (11.14.13) 推 得 , So + 5S1 是 一 个 不 能 被 p 整除 的 整数 , 从 而 有 
1So + Si| > 1 (11.14.14) 
另 一 方面 , 对 任何 固定 的 x, 当 p 一 ce 时 有 


ly(z)| < 一 {(lz|+ lea) (z+ lan)}y” = 0. 


由 此 得 到 , 对 足够 大 的 p 有 
152| < 到 (11.14.15) 


三 个 公式 (11.14.7)、(11.14.14) 和 (11.14.15) 是 矛盾 的 , 于 是 x 是 超越 数 . 
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特别 地 , r 不 是 在 11.5 节 的 意义 下 的 Euclid 数 , 因此 不 可 能 用 Euclid 方法 构 
造 出 与 直径 为 单位 长 度 的 圆 的 周 长 相 等 的 长 度 . 
可 以 用 这 一 节 的 方法 证 明 : 如 果 a 和 6 是 代数 数 , 且 a 不 全 为 0, 也 没有 两 个 
有 是 相等 的 , 那么 
aaept: + azeta 十 …: 十 ase8' #0. 


最 近 有 人 证 明了 : 如 果 a 和 6 是 代数 数 , a 不 为 0 或 者 1, 且 6 是 无 理 数 . 那 
么 a8 是 超越 数 . 特别 地 , 这 证 明了 e-*( 它 是 夺 的 一 个 值 ) 是 超越 数 . 还 证 明了 
_ln3 
In2 


是 超越 数 , 这 是 因为 2? = 3, 且 9 是 无 理 数 .” 


本 章 附 注 


11.3 节 . Dirichlet 的 方法 依赖 于 这 样 一 个 原理 :“ 如 果 有 ?n+I 个 物体 放 在 n 个 盒子 中 , 则 
必 有 至 少 一 个 盒子 中 装 有 两 个 (或 者 更 多 的 ) 物体 ” [德国 数学 工作 者 称 之 为 Schubfachprinzip 
( 抽 展 原理 )]. 11.12 节 中 所 述 方法 基本 与 此 相同 . 

11.6 节 至 11.7 节 , Cantor 关于 集合 论 (Mengenlehre)2 的 工作 的 一 个 完全 的 说 明 可 以 在 
Hobson, Theory of functions of a real variable, i 中 找到 . 

Liouville 的 工作 发 表 在 Journal de Math. (1) 16 (1851), 133-142, 这 项 工作 先 于 Cantor 
20 多 年 . 也 见 11.13 节 至 11.14 节 的 附注 . 

定理 191 相继 由 Thue, Siegel, Dyson 和 Gelfond 作 了 改进 . 最 后 Roth 证 明了 [Mathe- 
matika, 2(1955), 1-20]: 不 存在 无 理 的 代数 数 , 它 可 以 有 高 于 二 阶 的 逼近 . Schmidt 将 此 结果 
推广 到 了 多 个 代数 数 的 联 立 逼 近 中 , 有 关 Schmidt 的 推广 结果 的 一 个 说 明 , 参见 Baker 的 书 
第 7 章 定理 7.1 以 及 其 后 所 述 内 容 . 对 于 特别 指定 的 无 理 数 , 例如 V2, 有 可 能 对 有 理 通 近 的 阶 
给 出 更 严格 的 界限 , 见 Baker, Quart. J. Math. Ozford (2) 15 (1964), 375-383. 现在 (2007) 


已 知 : 对 所 有 正 整数 p,q 皆 有 
1 


-> ms 

( 见 Voutier J. Théor. Nombres Bordeaur 19 (2007), 265-290). 

11.8 节 至 11.9 节 . 定理 193 和 194 属于 Hurwitz, Math. Ann. 39 (1891), 279-284; 定 
理 195 参见 Borel, Journal de Math，(5), 9 (1903), 329-375. 我 们 的 证 明 系 仿效 Perron 而 
作 (Kettenbriiche, 49-52 以 及 他 的 书 Irrationalzahlen, 129-131). 

11.10 节 . 关于 2V5 的 定理 也 属于 Hurwitz, 参见 上 面 的 引文 . 更 完整 的 信息 参见 Koksma， 
29 以 及 其 后 所 述 . 

定理 196 和 197 是 由 Borel, Rendiconti del circolo mat. di Palermo, 27 (1909), 247- 
271 和 了 . Bernstein, Math，Ann. 71 (1912), 417-439 证 明 的 . 进一步 的 改进 见 Khintchine, 


> 


四 见 4.7 节 . 
四 Mengenlehre 是 德语 名 词 “集合 论 ”. 一 一 译 者 注 
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Compositio Math. 1 (1934) 361-383 以 及 Dyson, Journal London Math. Soc. 18 (1943), 
40-43. 

11.11 节 . 有 关 定理 199, 参见 Khintchine, Math. Ann. 92 (1924), 115-125. 

11.12 节 . 在 11.1 节 至 11.11 节 中 自始至终 假设 p/g 不 可 约 , 我 们 不 会 有 任何 损失 . 例如 ， 
假设 p/g 是 (11.1.1) 的 可 约 解 . 那么 , 如 果 (p,q) = d > 1, 且 记 p = dp', gq = dd', 我 们 就 有 
(p,q =1 以 及 

有 1 1 
区 -= 必 -q < 六 < 去 
所 以 p'/q' 是 (11.1.1) 的 不 可 约 解 . 

当 我 们 要 求 用 具有 相同 分 母 的 多 个 有 理 分 数 时 , 这 种 约 分 不 再 可 能 , 而 且 如 果 我 们 坚持 不 
可 约 这 个 要 求 的 话 , 我 们 这 里 的 某 些 结论 会 变 成 是 错误 的 . 例如 , 为 了 使 不 等 式 组 (11.12.1) 有 
无 穷 多 组 解 , 根据 11.1 节 (1), 就 需要 每 个 &; 都 是 无 理 数 . 

这 个 说 明 归功 于 Wylie 博士 . 

11.13 节 至 11.14 节 .，e 的 超越 性 是 由 Hermite，Comptes rendus，77 (1873)，18-24， 
etc.( (Buvres, 这 ，150-181) 首先 证 明 的 ; 而 x 的 超越 性 则 是 由 F. Lindemann, Math，Ann. 
20 (1882), 213-225 证 明 的 ， 这 些 证 明 后 来 由 Hilbert, Hurwitz 以 及 其 他 作者 作 了 修改 和 简 
化 .我 们 这 里 给 出 的 这 些 定理 的 形式 和 Landau，Vorlesungen, ii，90-95 或 者 Perron, Irra- 
tionalzahlen, 174-182 中 给 出 的 形式 基本 相同 . 

Nesterenko (Sb.，Math. 187 (1996), 1319-1348) 证 明了 x 和 er 在 如 下 意义 下 是 代数 独 
立 的 ; 不 存在 有 理 系数 的 非 零 多 项 式 已 (,y), 使 得 P(x,e") = 0. 这 个 结果 包含 了 这 两 个 数 
的 超越 性 . 

在 11.14 节 末 尾 所 述 的 条 件 之 下 证 明 of 的 超越 数 这 一 问题 是 由 Hilbert 在 1900 年 提出 
的 , 并 于 1934 年 被 Gelfond 和 Schneider 相互 独立 地 用 不 同 的 方法 所 证 明 . 在 Koksma 的 书 
的 第 4 章 中 以 及 Baker 的 书 的 第 2 章 中 可 以 找到 更 完整 的 细节 , 以 及 在 11.7 节 末 尾 提 到 的 
其 他 的 数 的 超越 性 的 证 明 的 参考 文献 ，Baker 的 书 对 于 有 关 超 越 数 的 整个 课题 给 出 了 一 个 最 
新 的 说 明 , 其 中 也 提 到 他 自己 以 及 其 他 人 给 出 的 重要 的 最 新 进展 . 

尚 不 知道 lg 2 与 lg3 是 否 是 代数 独立 的 , 也 不 知道 是 否 确实 存在 任何 两 个 非 零 的 代数 数 
oa B, 使 得 lga 和 地 有 是 代数 独立 的 . 


第 12 章 kk(1), k(i), k(p) 中 的 
算术 基本 定理 


12.1 ”代数 数 和 代数 整数 


本 章 要 考虑 整数 概念 的 某 些 简 单 的 推广 . 
11.5 节 定义 了 代数 数 : & 是 一 个 代数 数 , 如 果 它 是 一 个 有 理 整 系数 "方程 
cotn +cltn-1 二 … 十 om 一 0 (co#0) 
的 根 . 如 果 


co 一] 

那么 上 就 被 说 成 是 一 个 代数 整数 (algebraic integer). 这 是 一 个 很 自然 的 定义 , 因为 
一 个 有 理 数 5 = a/b 满足 bt 一 a = 0, 而 当 5 = 1 时 它 是 一 个 整数 . 

于 是 1i= VC 和 p=ein = 3(-1+iV (12.1.1) 
都 是 代数 整数 , 这 是 因为 这 +1=0 和 p2+p+1l=0. 

当 n=2 时 , 按照 上 面 所 说 的 情形 , € 就 被 称 为 是 一 个 二 次 的 数 , 或 者 称 为 一 个 
二 次 整数 . 

这 些 定义 使 我 们 能 将 定理 45 重新 表述 成 以 下 形式 : 


定理 206 ”一 个 代数 整数 如 果 是 有 理 数 , 那 它 必定 是 一 个 有 理 整 数 . 


12.2 ”有 理 整 数 、Gauss 整数 和 k(p) 中 的 整数 


目前 只 关注 代数 整数 的 三 种 最 简单 的 情形 . 
(1) 有 理 整 数 (定义 在 1.1 节 中 ) 是 在 n = 1 这 一 情形 中 的 代数 整数 . 根据 后 面 
要 讲 的 理由 , 我 们 将 把 有 理 整数 称 为 k(1) 中 的 整数 .” 
(2) 复 整数 或 称 为 “Gauss” 整数 的 是 数 
€=a+bi, 
其 中 a 和 b 是 有 理 整 数 . 由 于 
£2—2a€ +a?+b=0, 
GO 1.1 节 定义 了 “有 理 整数 "， 由 于 那 时 只 是 简单 地 把 它们 说 成 是 “整数 "， 而 现在 , 把 它们 和 其 他 种 
类 的 整数 区 别 开 来 变 得 非常 重要 
@ 14.1 节 将 给 出 (9) 的 一 般 性 的 定义 . 事实 上 (1) 是 有 理 数 作成 的 类 , 我 们 将 不 再 用 特殊 的 符号 来 
记 有 理 整 数 这 个 子 类 . k(i) 是 形 如 > 十 si 的 数 作成 的 类 , 其 中 + 和 s 都 是 有 理 数 . 而 k(p) 则 与 此 
类 似 地 加 以 定义 
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故而 Gauss 整数 是 二 次 整数 . 把 Gauss 整数 称 为 k(i) 中 的 整数 . 特别 地 , 任何 有 理 
整数 都 是 一 个 Gauss 整数 . 

由 于 

(at+bi)+(ctdi)= (at+c) + (6+ a)i, 
(a+bi)(c+ di) =ac— bd+ (ad+ bo)i, 
故而 Gauss 整数 的 和 与 乘积 仍 为 Gauss 整数 . 更 一 般 地 , 如 果 a 5,…… ,上 是 Gauss 
整数 , 且 
€= P(aB ,«), 
其 中 已 是 一 个 系数 为 有 理 整 数 或 为 Gauss 整数 的 多 项 式 , 那么 5 是 一 个 Gauss 整 
数 . 
(3) 如 果 p 由 (12.1.1) 定义 , 那么 
Pets 401) 
p+P=-1, pp=1. 
如 果 
€=a+bp, 
其 中 a 和。 是 有 理 整数 , 那么 
(€—a~—bp)(é -a—bp’)=0, 
也 就 是 
总 ~- (2a—b)é+a? —ab+b? =0, 
所 以 是 一 个 二 次 整数 . 称 数 & 是 k(p) 中 的 整数 . 由 于 
P+p+1=0, at+bp=a-b—bp, a+bp?=a-b— bp, 

这 样 就 同样 地 定义 了 k(p) 中 的 整数 是 形 如 e+ bp? 的 数 . 

k(i) 和 k(p) 中 的 整数 性 质 在 许多 方面 都 与 有 理 整 数 的 性 质 极为 相似 . 我 们 在 
这 一 章 里 的 目的 是 研究 这 三 类 数 共 有 的 最 简单 的 性 质 , 特别 是 “唯一 分 解 ” 这 个 性 
质 . 由 于 两 个 方面 的 原因 , 这 项 研究 是 重要 的 : 第 一 个 原因 是 研究 整数 通常 的 性 质 
可 以 被 推广 到 何 种 程度 是 很 有 趣 的 ; 第 二 个 原因 则 是 有 理 整数 的 许多 性 质 可 以 从 更 
为 广泛 的 数 类 的 性 质 直 接 且 自然 地 推导 出 来 . 

如 我 们 通常 做 过 的 那样 , 除了 总 是 用 i 表示 V=I 以 外 , 我 们 将 用 小 写 拉 丁字 
母 a,b,… 来 表示 有 理 整数 . k(i) 或 者 k(p) 中 的 整数 将 用 希腊 字母 a, 8,… 表示 . 


12.3 ”Euclid 算法 


在 2.10 节 和 2.11 节 中 , 我 们 已 经 用 两 种 不 同 的 方法 证 明了 对 有 理 数 的 算术 基 
本 定理 . 现在 我 们 要 给 出 第 三 个 证 明 , 这 个 证 明 在 逻辑 上 和 历史 上 都 很 重要 . 而 且 ， 


184 第 12 章 kk(1),k(i), k(p) 中 的 算术 基本 定理 


当 我 们 将 此 定理 推广 到 其 他 的 数 类 去 时 , 这 个 证 法 可 以 给 我 们 提供 一 个 范本 .” 

假设 > > 0. 用 b 除 a 得 到 a = gb+r, 其 中 0<r<z 如 果 m 关 0， 
则 可 以 重复 这 个 程序 得 到 b = gori + rz, 其 中 0 < ma < mi、 如果 rz 去 0, 则 有 
71 = gar2 十 73, 其 中 0 < ra < 72. 如 此 一 直下 去 . 非 负 整数 b, mi,r2,… 构成 一 个 递 
减 序列 , 故 必然 有 某 个 n 使 得 rn+l = 0. 这 个 程序 中 的 最 后 两 步 是 


Tn-2 一 ga7rn-1 十 mm (0<rn <rn-i), 


Tn-l 三 gntiTn. 
关于 r1,72,… 的 这 一 组 方程 称 为 Euclid 算法 . 除了 记号 以 外 , 这 和 10.6 节 中 讲 的 
完全 一 样 . 
正如 同 下 面 的 定理 所 指出 的 那样 , Euclid 算法 包含 了 求 a 和 b 的 最 大 公约 数 
的 常用 程序 . 
定理 207 rn = (a,b). 
令 d = (a,b). 那么 , 通过 连续 使 用 这 个 算法 , 我 们 得 到 
dla,dlb = dlri = dlr2 = +- — dlrn, 
所 以 d < rn. 再 次 倒 推 回 去 , 即 得 
rnlrn-i 一 rn|lrn-2 一 rn|rn-3 一 … 一 Tnlb — rnla. 
于 是 d 同时 整除 a 和 b. 由 于 d 是 a 和 恕 的 公约 数 中 的 最 大 者 , 故 得 到 rn < d, 从 
而 有 rn=d. 


12.4 Euclid 算法 对 k(1) 中 的 基本 定理 的 应 用 


我 们 将 基本 定理 的 证 明 建立 在 两 个 预备 定理 的 基础 之 上 ， 第 一 个 预备 定理 仅 
仅 是 定理 26 的 复述 , 但 是 重新 叙述 这 个 定理 并 从 算法 来 推导 出 这 个 定理 是 很 方便 
的 . 第 二 个 预备 定理 基本 上 与 定理 3 等 价 . 

定理 208 ”如 果 fja, flb, 那么 f|(a,5). 

因为 

fla flb = flri = flra = 7 oo flrn, 

这 也 就 是 fld. 

定理 209 如果 (a,b)=1 且 blac, 那么 ble. 

如 果 用 c 来 乘 算法 中 的 每 一 行 , 就 得 到 


ac= qbct+ric, 


OQ 该 证 明 的 基本 思想 和 2.10 节 中 的 思想 相同 : 被 d = (a,5) 能 整除 的 数 构成 一 个 “ 模 ” 不 过 在 这 里 
我 们 是 用 一 个 直接 的 构造 来 确定 d. 


12.5 关于 Euclid 算法 和 基本 定理 的 历史 注释 185 


Tn—2C = gnTn—1C+ TnC, 
Tn—1C = qn+iTnc, 
如 果 在 开始 的 时 候 用 ac 和 bc 来 代替 a 和。 的 话 , 这 就 是 我 们 得 到 的 算法 . 这 里 
rn = (a,b) =1, 


故 有 
(ac,bc) = rnc= cc. 
现在 根据 假设 有 blac, 且 中 xc. 因此 , 由 定理 208 得 
bl(ac, bec) = c， 


这 正 是 我 们 要 证 明 的 . 

如 果 p 是 一 个 素数 , 那么 要 么 有 pla, 要 么 有 (a,p) = 1. 在 后 一 种 情形 , 根据 定 
理 209, plac 列 含 plc. 从 而 plac 蕴含 pla 或 者 plc. 这 就 是 定理 3, 而 与 在 1.3 节 中 
一 样 , 由 定理 3 就 推出 基本 定理 成 立 . 

将 基本 定理 重新 表述 成 稍微 不 同 的 形式 会 很 有 用 . 基本 定理 的 这 种 形式 可 以 
更 自然 地 推广 到 k(i) 和 k(p) 的 整数 中 去 . 称 数 

E= 三 十 1 

(它们 是 1 的 因子 ) 是 k(1) 中 的 单位 (unit). 两 个 数 


Em 
称 为 相伴 的 最 后 定义 素数 是 k(1) 中 的 一 个 非 零 非 单位 的 整数 , 除了 单位 以 及 它 
的 相伴 数 之 外 , 它 不 能 被 任何 其 他 的 数 整 除 . 这 样 素数 就 是 
2 主 和 十 = 
且 基 本 定理 有 如 下 的 形式 : k(1) 中 任何 一 个 非 零 非 单位 的 整数 n 都 可 以 表示 成 素 
数 的 乘积 , 且 除了 下 述 情形 以 外 , 表示 法 还 是 唯一 的 : (a) 交换 因子 的 次 序 ; (b) 因 
子 中 出 现 单位 ; (c) 相伴 素数 之 间 转 变形 式 . 


12.5 ”关于 Euclid 算法 和 基本 定理 的 历史 注释 


在 Euclid 的 《几何 原本 》 第 7 卷 中 (命题 1 至 命题 3) 对 Euclid 算法 作 了 详尽 
的 解释 . Euclid 通过 这 个 算法 成 功 地 推出 下 述 结果 
fla, flb — fl(a,b) 
以 及 
(ac, be) = (a, b)e. 
这 样 一 来 , 他 就 有 了 在 我 们 的 证 明 中 起 着 核心 作用 的 工具 . 
实际 上 他 证 明 的 定理 (《 几 何 原本 》 第 7 卷 命题 24) 是 : 如 果 两 个 数 都 和 某 个 
数 互 素 , 那么 它们 的 乘积 也 和 该 数 互 素 . 也 就 是 
(acl=1 (b,c)=1— (ab,c)=1. (12.5.1) 
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由 此 并 且 取 c 是 一 个 素数 p, 就 得 出 我 们 的 定理 3, 对 12.4 节 中 的 方法 稍 加 改变 就 
可 以 证 明 (12.5.1) 式 . 但 是 Euclid 的 证 明 方 法 本 质 上 是 不 同 的 , 他 的 方法 依赖 于 
“部 分 ”和 “比例 ”这 些 概念 . 

初 看 起 来 似乎 有 些 奇怪 , 尽管 Euclid 已 经 走 得 够 远 了 , 他 却 未 能 对 基本 定理 加 
以 证 明 , 但 是 这 种 观点 依赖 一 个 错误 的 想法 . Euclid 并 没有 乘法 运算 和 指数 运算 这 
些 正式 的 计算 方法 , 所 以 对 他 来 说 , 表述 这 个 定理 也 是 极其 困难 的 . 他 甚至 没有 一 
个 术语 (term) 来 表达 多 于 三 个 因子 的 乘积 , 错失 基本 定理 绝 不 是 因为 意外 或 者 偶 
然 , Euclid 很 清楚 地 知道 : 数论 开创 了 他 的 算法 , 由 此 算法 他 得 到 了 他 可 能 得 到 的 
一 切 成 果 . 


12.6 ”Gauss 整数 的 性 质 


在 12.6 节 至 12.8 节 这 3 节 里 , “整数 ” 一 词 始终 表示 Gauss 整数 , 也 就 是 k(i) 
中 的 整数 . 

在 k(i) 中 , 可 以 用 与 在 k(1) 中 同样 的 方法 来 定义 “整除 ”以 及 “因子 ”. 一 个 
整数 5 称 为 可 以 被 非 零 整数 n 整除 , 如 果 存 在 一 个 整数 5 使 得 

§=m, 
此 时 n 就 称 为 的 一 个 因子 . 我 们 将 此 表示 成 n|£. 由 于 1, 一 1,i, -i 都 是 整数 , 故 
而 任何 上 都 有 8 个 “平凡 的 ”因子 
1,€,—1,—é,i,ié, 一 i 一 这 . 


整除 性 有 下 述 显然 的 性 质 : 
al8,， Bly 一 al， 
alyn** ,on 一 alBi7 +*** + BnYn. 
整数 < 说 成 是 k(i) 中 的 单位 (unity), 如 果 对 k(i) 中 每 个 上 都 有 elé. 换 一 句 话 
说 , 我 们 可 以 把 单位 定义 成 是 这 样 的 整数 , 它 是 1 的 因子 . 这 两 个 定义 是 等 价 的 , 因 
为 1 是 这 个 域 中 每 个 整数 的 因子 , 且 
ell,1l€ — elé. 
整数 上 的 范 数 (norm) 定义 为 
NE= N(a+bi)=a?+b?. 
如 果 是 & 的 共 斩 复 数 , 那么 
NE= 转 = 人 
由 于 
(az 十 万 )(cz + qd) = (ac 一 5d)2 + (ad + be)?, 
所 以 NE 有 性 质 
NENn = N(én), NENn:-*= N(én*…:). 


定理 210 单位 的 范 数 为 1, 且 任何 范 数 为 1 的 整数 均 为 单位 . 
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如 果 < 是 一 个 单位 , 那么 sl1. 故 有 1 = en, 从 而 
1= NeNn, Nell, Ne=1. 
另 一 方面 , 如 果 N(a + 局) = 1, 我 们 就 有 
1=a?+b2=(a+bi)(a— bi), a+bill, 

因此 o 十 下 是 一 个 单位 . 

定理 211 (i) 的 单位 是 

e=i? (s=0,1,2,3). 
a2 + 如 二 1 仅 有 的 解 是 
a=+1l, b=0; a=0, b=+l, 


故 它 的 单位 是 
士 1， 十 i， 
如 果 e 是 任何 一 个 单位 , 那么 ef 就 称 为 是 与 56 相伴 的 . 的 相伴 数 是 
€, i -é€, -i, 


而 数 1 的 相伴 数 是 单位 . 显然 , 如 果 ln, 那么 &e1|nez, 这 里 e1 和 e2 是 任何 单位 . 
因此 , 如 果 n 可 以 被 & 整除 , 则 任何 一 个 与 7 相伴 的 数 均 可 被 任何 一 个 与 & 相伴 的 
数 整除 . 


12.7 kk(i) 中 的 素 元 


素 元 是 一 个 非 零 非 单位 的 整数 , 它 只 能 被 与 自己 相伴 的 数 或 者 被 与 1 相伴 的 

数 整除 . 我 们 保留 用 字母 来 表示 素 元 .” 素 元 r 除了 8 个 平凡 因子 
1, 7, —1, —7, i, in, ~i, —in 

以 外 , 没有 其 他 的 因子 . 素 元 的 相伴 元 显然 也 是 素 元 . 

定理 212 ” 范 数 为 有 理 素数 的 整数 是 素 元 . 

这 是 因为 , 假设 有 NE =p, 且 & = 那么 

p= NE= NnNc. 

故而 或 者 有 Nm = 1, 或 者 有 NC = 1, 也 即 要 么 7 是 单位 , 要 么 《 是 单位 , 于 是 上 是 
一 个 素 元 . 例如 N(2 十 i) = 5, 从 而 2+i 是 素 元 . 

此 定理 的 逆 命 题 不 成 立 . 例如 N3 = 9, 然而 3 是 一 个 素 元 . 这 是 因为 , 如 果 假 


设 
3= (a+bi)(c+ di), 
那么 
9 = (a?+b)(c + qd2), 


然而 不 可 能 有 
@ 这 和 的 通常 的 用 法 不 会 产生 湿 清 . 
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a2+ 刀 =c+ 轨 =3 
(因为 3 不 能 表示 为 两 个 平方 数 之 和 ), 于 是 要 么 oz + 刀 = 1, 要 么 虹 十 吧 = 1, 也 就 
是 说 , 要 么 a+hi 是 单位 , 要 么 c+ di 是 单位 . 由 此 推 得 3 是 素 元 . 
一 个 有 理 整 数 , 如 果 在 k(i) 中 是 素 元 , 那 它 必定 是 一 个 有 理 素 数 . 然而 并 非 所 
有 的 有 理 素数 都 是 k(i) 中 的 素 元 . 例如 
5= (2+i)(2—i) 


就 是 这 样 一 个 有 理 素 数 . 
定理 213 ”任何 非 零 非 单位 的 整数 均 可 被 一 个 素 元 整除 . 
如 果 ?+ 是 一 个 整数 , 且 不 是 素 元 , 那么 
7=ap，Naal >1，Np > 1，N7Y= NalN6， 
故 有 
1< Nal < NT. 
如 果 a 不 是 素 元 , 那么 
al =a2g2， Nas > 1]， VP2 > 1， 
Nal = Na2N62，1< Naz < Nal. 
只 要 ar 不 是 素 元 , 就 可 以 继续 这 个 程序 . 由 于 


Ny, Nal, Na2,，… 
是 正 有 理 整数 的 递减 序列 , 我 们 必定 会 到 达 一 个 素 元 or. 而 如 果 ar 是 序列 
Tianyaa…， 
中 的 第 一 个 素 元 , 那么 就 有 
7Y= oa = Ba2 = = Pab3* Brar, 


所 以 有 arly. 
定理 214 ”任何 非 零 非 单位 的 整数 都 是 素 元 的 乘积 . 
如 果 7 不 是 零 , 也 不 是 单位 , 它 就 可 以 被 一 个 素 元 m 整除 . 于 是 有 
7Y= mi， Ni < NT7. 
这 里 要 么 是 一 个 单位 , 要 么 有 
N= Ny < Ny 
继续 这 个 过 程 , 就 得 到 一 列 正 有 理 数组 成 的 递减 序列 


Ny, Nm Nya, 
从 而 对 某 个 > 有 Na?r = 1, 故而 y 是 一 个 单位 e. 这 样 一 来 就 有 
了 一 Tli72-……TrE 一 TI Tr-177， 


其 中 z= me 是 六 的 一 个 相伴 数 , 从 而 它 本 身 也 是 一 个 素 元 . 
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12.8 k(i) 中 的 算术 基本 定理 
定理 214 表明 , 每 一 个 + 二 以 玫 直 并 二 江 


= A172 
其 中 每 个 r 此 为 素 元 . 基本 定理 断言: 除了 平凡 的 变形 以 外 ， 此 表达 式 是 唯一 的 . 
定理 215 (关于 Gauss 整数 的 基本 定理 ) ”除了 素 元 的 次 序 、 单 位 的 存在 与 
和 否 以 及 相伴 素 元 之 间 的 形状 不 同 之 外 , 整数 表示 成 素 元 之 积 的 表达 式 是 唯一 的 
我 们 用 到 一 个 与 Euclid 算法 类 似 的 程序 , 此 程序 依赖 于 下 面 的 定理 . 
定理 216 ”给 定 任何 两 个 整数 7,Ti， 其 中 7i 关 0, 则 存在 一 个 整数 ,使 得 
TY= km 十 名， Ny < Na 
实际 上 我 们 要 证 明 的 比 这 个 结论 更 多 , 也 即 我 们 要 证 明 
Ny < BN, 
但 是 基本 定理 的 证 明 所 依赖 的 本 质 的 东西 仍然 是 这 个 定理 中 陈述 的 内 容 . 如 果 c 和 
cl 是 正 的 有 理 整数 , 且 ci 尖 0, 那么 就 存在 一 个 上 使 得 
c=kct+c2, Ogc<a. 
这 正 是 Euclid 算法 赖 以 存在 的 基础 , 而 定理 216 则 对 k(i) 中 一 个 类 似 的 构造 提供 
了 这 样 的 基础 . 
由 于 0, 则 有 


T=R+S, 
YN 
其 中 R 和 5 都 是 实数 . 事实 上 R 和 S 都 是 有 理 数 , 不 过 这 没有 什么 作用 . 可 以 求 


出 两 个 有 理 整 数 > 和 y, 使 得 


IR-z|<} 


1 
到 IsS-yls 到 
这 样 就 有 
位 -e+ = RD +ris -y= {Rts < 

如 果 取 

K=IT+iy, 7=7- kr) 
则 有 

ly 一 ml < 2-3 ml, 

这 样 一 来 , 平方 即 得 

Ny2 = N(Y— «my) < BN 

现在 运用 定理 216 来 得 到 一 个 与 Euclid 算法 类 似 的 结果 . 如 果 y 和 六 都 已 

给 定 , 且 my 关 0, 则 有 
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7= r+ (Ny < Nm)- 
如 果 xy2 关 0, 则 有 
N= K1y2 + 73 (Nys < NT72)， 
如 此 下 去 . 由 于 N,N7Y2,… 是 非 负 有 理 整数 的 一 个 递减 序列 , 所 以 必 存 在 一 个 n 
使 得 
Nynt+1 = 0,， nt = 0, 
该 算法 的 最 后 几 步 是 
To-2 = pn-27n-1 十 ?nm (Nyn < Nyn-1), 
Nn-1 三 Kn—lYn. 

如 同 在 定理 207 中 的 证 明 一 样 , 现在 可 以 推出 : yn 是 7 和 六 的 一 个 公约 数 ， 
且 YY 和 ms 的 每 个 公约 数 都 是 yn 的 一 个 因子 . 

这 一 步 还 没有 任何 恰好 与 定理 207 相对 应 的 结论 , 这 是 因为 我 们 尚未 定义 “最 
大 公约 数 ". 如 果 ¢ 是 y 和 的 一 个 公约 数 , 且 7 和 六 的 每 个 公约 数 也 都 是 ¢ 的 
一 个 因子 , 则 称 ¢ 是 y 和 x 的 一 个 最 大 公约 数 (highest common divisor), 并 记 为 
5= (Y,m). 于 是 ym 就 是 7 和 六 的 一 个 最 大 公约 数 . (7,mm) 的 与 定理 208 证 明 的 
性 质 相 对 应 的 性 质 就 已 经 包含 在 它 的 定义 之 中 了 . 

由 于 任何 与 最 大 公约 数 相 伴 的 数 也 是 一 个 最 大 公约 数 , 所 以 最 大 公约 数 不 是 唯 
一 的 . 如 果 7 和 < 中 每 一 个 数 都 是 最 大 公约 数 , 那么 根据 定义 就 有 

nl6, Sln, 
如 此 就 有 
¢=%n, 7=0=00n, 09=1. 
因此 $ 是 一 个 单位 , 且 5 是 9 的 相伴 数 . 于 是 除了 相伴 数 之 间 的 形式 不 一 之 外 , 最 
大 公约 数 是 唯一 的 . 

应 该 注意 的 是 , 我 们 是 采用 不 同 的 方式 定义 (1) 中 两 个 数 的 最 大 公约 数 的 , 也 
就 是 说 我 们 定义 它 是 公约 数 中 的 最 大 者 , 并 且 证 明了 它 具 有 这 里 定义 的 那 种 性 质 . 
也 可 以 定义 k(i) 中 两 个 整数 的 最 大 公约 数 是 其 公约 数 中 范 数 取 到 最 大 值 的 整数 , 不 
过 我 们 采用 的 定义 可 以 很 自然 地 加 以 推广 . 

现在 用 这 个 算法 来 证 明 一 个 与 定理 209 类 似 的 结果 , 也 即 : 


定理 217 如 果 (Y,m) =1 且 mpT, 那么 8. 
将 该 算法 遍 乘 以 6 即 得 


(B87y, B71) = Pn- 
由 于 (y, 和 1) = 1, 所 以 yn 是 一 个 单位 , 这 样 就 有 
(67,B8m)= 8. 
现在 根据 假设 有 m18y, 且 mlBm, 故此 由 最 大 公约 数 的 定义 有 
mm|(67, Bm), 
也 即 418. 
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如 果 r 是 一 个 素 元 , 且 (r,7) = jy, 那么 就 有 jr 以 及 jy. 由 于 jpn, 故而 要 
么 有 (1)y 是 一 个 单位 , 所 以 有 (r,?7) = 1, 要 么 有 (2)y 是 一 个 与 r 相伴 的 数 , 此 时 
有 "ly. 因此 , 如 果 在 定理 217 中 取 mm = r, 我 们 就 得 到 与 Euclid 的 定理 3 相 类 似 
的 结果 , 也 就 是 : 


定理 218 ”如果 "By, 那么 TB 或 者 Tl7. 
由 此 再 利用 在 1.3 节 中 对 k(1) 用 过 的 论证 方法 , 就 得 到 k(i) 中 的 基本 定理 了 . 


12.9 k(p) 中 的 整数 


我 们 对 在 12.2 节 中 定义 的 整数 
<=a+bp 
作 一 个 更 简明 扼要 的 讨论 来 结束 本 章 . 纵 观 本 节 , “整数” 一 词 都 表示 “k(p) 中 的 整 
数 ". 
如 同 在 k(i) 中 一 样 , 我 们 定义 k(p) 中 的 因子 、 单 位 、 相 伴 元 以 及 素 元 . 不 过 
€ = a 十 bp 的 范 数 定义 为 
NE = (a+bp)(a+bp’)= a?—ab+b?. 
由 于 
a2 一 ab 十 妇 一 (*- 3%) + I, 
故而 除了 & = 0 以 外 , NE 都 是 正 数 . 
因为 
la+bpl? =a?— ab+b? = N(a+bp)， 
我 们 有 
NaNB = N(ag)，NaNB.…= N(aB.…), 
这 与 在 k(i) 中 的 结论 相同 . 
定理 210、 定理 212、 定 理 213 以 及 定理 214 在 k(p) 中 仍然 为 真 . 其 证 明 除了 
在 范 数 的 形式 上 有 区 别 以 外 , 是 完全 一 样 的 . 
k(p) 中 的 单位 由 


a2—ab+b=1 
给 出 , 也 就 是 由 

(24—b)?+3b2=4 
给 出 . 这 个 方程 仅 有 的 解 是 

a=+l, b=0; a=0, b=+l; a=1, b=1; a=-l1, = 一 !. 
所 以 它 的 单位 是 
士 1， +p， 圭 (1 + 7p), 

也 就 是 
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士 1, 士 p, 士 p2. 

范 数 为 有 理 素数 的 任何 数 都 是 一 个 素 元 , 故而 1 - p 是 一 个 素 元 , 这 是 因为 

N(1 一 p) = 3. 其 逆 不 成 立 , 例如 , 2 是 一 个 素 元 . 这 是 因为 如 果 有 
2= (a+bp)(c+ dp), 
的 话 , 那么 
4=(a? —ab+b)(c — cd+d?). 
于 是 要 么 a + bp 或 者 c+ dp 是 一 个 单位 , 要 么 就 有 
a?2—ab+b?=+2, (2a— 0b)?+ 3 = +8, 

而 这 是 不 可 能 的 . 

在 k(p) 中 基本 定理 仍然 为 真 , 而 它 的 证 明 依赖 于 一 个 与 定理 216 一 模 一 样 的 
定理 . 


定理 219 ”给 定 任何 两 个 整数 7,Y1, 其 中 人 天 0, 那么 就 存在 一 个 整数 ,使 
得 有 
7= hn 十 ?2， Na < NY 


因为 
了 _atbp _ (at+bp)(c+dp’) act+bd—ad+(bc~ad)p 2R+S 
mn ctap™ (cradp)(ctap) 到 一 cd 十 到 加 区 


其 中 最 后 一 步 是 我 们 的 定义 . 可 以 求 得 两 个 有 理 整数 z 和 y 使 得 
IR-al<$, Is-y<3 
这 样 就 有 
-Gr = (Ro (Rds -+ (sw < 
于 是 , 如 果 上 “=z+gyp2 = 二 7 一 ry, 则 有 
Ny = NO 一 Ai < 3Nm < Na 
由 定理 219 并 利用 12.8 节 中 用 过 的 论证 方法 就 可 推出 k(p) 中 的 基本 定理 


定理 220[ 关 于 k(p) 的 基本 定理 ] 除了 素 元 的 次 序 、 单 位 的 存在 与 否 以 及 相 
伴 素 元 之 间 的 形状 不 同 之 外 , k(p) 中 的 整数 表示 成 素 元 之 积 的 表达 式 是 唯一 的 . 


我 们 来 用 有 关 k(p) 中 整数 的 几 个 显然 的 命题 来 结束 本 节 , 这 些 命题 并 没有 深 
刻 的 意义 , 但 在 第 13 章 会 用 到 它们 . 


定理 221 入 =1-p 是 一 个 素 元 
这 个 结论 已 经 证 明 过 了 . 


定理 222 kk(p) 中 的 所 有 整数 可 以 分 成 三 类 (mod 入), 它们 分 别 可 用 0,1, 一 1 
来 表示 . 
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模 入 同 余 (congruence to modulus 入)、 剩余 (mod 入 ) 以 及 剩余 类 (mod 和 ) 的 定义 
均 与 k(1) 中 的 定义 相同 . 
如 果 ?+ 是 k(p) 中 任意 一 个 整数 , 则 有 
7=at+bp=a+b—bA=a+b (mod 入 ). 
由 于 3 = (1 一 p)(1 一 p?), 和 |3; 又 因为 a+b 取 三 个 剩余 0,1, -1 (mod 3) 中 的 一 个 ， 
故而 y 取 这 三 个 同样 的 剩余 (mod 和 ) 中 的 一 个 . 这 些 剩余 是 互 不 同 余 的 , 这 是 因为 
无 论 是 N1 = 1 还 是 N2 = 4 都 不 能 被 NA = 3 整除 . 


定理 223 3 是 与 X? 相伴 的 数 . 
这 是 因为 X2 = 1 一 2p+p2 = 一 3p. 
定理 224 诸 数 士 (1 一 p), 土 (1 一), 士 p(1 一 p) 全 都 是 与 入 相伴 的 数 . 


这 是 因为 
+(1 —-p)=+ 和 A， 圭 (1 ~-p?)= FAp?, +p(1— 7p)=+Xp. 
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本 章 以 及 第 14 章 和 第 15 章 中 的 术语 和 记号 都 已 过 时 。 特 别 地 , (1) ,k(i) 入 (p) 现在 
改 记 为 Q,QG) 和 Q@(p)。 此 外 ，“unities” 仅 改称 为 “units( 单 位 )”. 

12.1 节 ，Gauss 整数 首先 由 Gauss 用 在 关于 四 次 互 倒 律 的 研究 中 ， 特 别 请 参见 他 的 题 
为 Theoria residuorum biquadraticorum 的 研究 报告 (Werke, ii 67-148). Gauss[ 在 这 里 以 及 在 
他 关于 代数 方程 的 研究 报告 中 (Werke, ii, 3-64)] 是 以 坚定 明确 而 且 科 学 的 方式 使 用 复数 的 第 
一 位 数学 家 . 

数 a 十 bp 是 由 Eisenstein 和 Jacobi 在 他 们 关于 三 次 互 倒 律 的 工作 中 引进 的 ， 见 Bach- 
mann, Allgemeine Arithmetik der Zahlk6rper， 142. 

12.5 节 , 这 些 评注 应 归功 于 S. Bochner 教授 . 

A. A. Mullin 教授 引起 我 们 对 于 Euclid 《几何 原本 》 命 题 14 的 关注 , 这 个 定理 说 的 是 : 如 
果 n 是 被 诸 素数 pi,.…… ,Pi 中 的 每 一 个 都 整除 的 最 小 的 数 ， 那么 n 不 能 被 任何 其 他 的 素数 整 
除 . 这 似乎 可 以 被 视 为 Euclid 在 通 向 基本 定理 的 路 上 又 向 前 返 近 了 一 步 . 
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13.1 Fermat 大 定理 


“Fermat 大 定理 ”断言 : 方程 
Im 二 一 2 (13.1.1) 
(其 中 n 是 一 个 大 于 2 的 整数 ) 除了 其 中 有 一 个 变量 的 值 为 零 的 那 种 平凡 解 之 外 ， 
没有 整数 解 . 该 定理 从 来 没有 对 所 有 的 n 得 到 过 证 明 , 甚至 也 没有 证 明 它 对 无 穷 多 
个 确实 不 同 的 情形 为 真 , 不 过 已 知 它 对 2 < n < 619 为 真 . 本 章 只 关心 此 定理 的 两 
个 最 简单 的 情形 : n = 3 和 n = 4. n = 4 的 情形 很 容易 , 而 ”= 3 的 情形 则 极 好 地 
证 明了 如 何 使 用 第 12 章 中 的 思想 . 


13.2 ”方程 z2 十 2y2 一 z2 


当 n=2 时 方程 (13.1.1) 是 可 解 的 , 最 熟悉 的 解 是 3, 4, 5 和 5, 12, 13. 我 们 首 
先 来 解决 这 个 问题 . 

显然 , 不 失 一 般 性 地 , 可 以 假设 z,y,z 都 是 正 的 . 其 次 ， 

dlz,dly — dlz. 
于 是 , 如 果 z,y,z 是 满足 (z,y) = d 的 一 组 解 , 那么 z = dz',y = dy, z= dz', 且 
zy,z! 是 满足 (z',y') = 1 的 一 组 解 . 因此 , 可 以 假设 (z,y) = 1, 而 通 解 则 是 满足 
这 个 条 件 的 解 的 倍数 . 最 后 ， 
z=1 (mod?2), y=1 (mod 2) = z=2 (mod 4), 

而 这 是 不 可 能 的 . 因此 > 和 y 中 必 有 一 个 是 奇数 , 另 一 个 是 偶数 . 

这 样 一 来 , 只 要 证 明 下 面 的 定理 就 足够 了 . 


定理 225 方程 
各 十 仿 三 乳 (13.2.1) 
的 满足 条 件 
z>0, y>0, z>0, (zy)=1, 2lz (13.2.2) 
的 最 一 般 的 解 是 
z=2ab, y=a—b, z=a?+b, (13.2.3) 


其 中 ab 是 奇偶 性 相反 的 整数 , 且 


Q@ 也 称 为 “不 定 方程 ". 为 了 尊重 作者 原意 以 及 统一 名 词 术语 , 本 书 沿用 了 “Diophantus 方程 ”这 个 
译名 . 一 一 译 者 注 
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(@b)=1, a>b>0. (13.2.4) 
在 ob 的 不 同 值 和 I,y,z 的 不 同 值 之 间 有 一 个 一 一 对 应 关系 . 


首先 , 假设 有 (13.2.1) 和 (13.2.2) 成 立 . 由 于 2lz 且 (z,y) =1, 所 以 y 和 z 都 
是 奇数 且 (yx 3 = 1. 于 是 3(z= 一念 和 (z+ 都 是 整数 是 有 


2 sty\ 
本 


由 (13.2.1) 有 
(2) = z+y\ /z—y 
2 2 2 
由 于 右边 这 两 个 因子 是 互 来 的 , 它们 必须 都 是 方 激 . 这 样 就 有 
2 二 3 -2 op 
Fe 
其 中 


a>0, b>0, a>b, (a,b)=1. 

我 们 还 有 a+b = a2+ 刀 = z=1(mod 2), 即 a 和 6b 有 相反 的 奇偶 性 . 于 是 , (13.2.1) 
满足 (13.2.2) 的 任何 解 都 有 (13.2.3) 的 形式 , 而 且 a 和 65 有 相反 的 奇偶 性 , 并 且 它 
们 还 满足 (13.2.4). 

其 次 , 假设 a 和 &b 有 相反 的 奇偶 性 且 满足 (13.2.4). 那么 

ZT2 + = 4a202 + (a2 —b)? = (a2 + 0b)? = 22， 
rz>0, y>0, z>0, 2Iz. 

如 果 (z,y) = qd, 则 有 dlz, 所 以 dly = oa2 一 好 ， dlz =a2 十 如 ， 故而 有 dl2a?, dl2b?. 
由 于 (a,b) = 1, d 必定 为 1 或 者 2, 但 是 因为 y 是 奇数 , 这 就 排除 了 第 二 种 可 能 性 . 
从 而 有 (z,y) =1 

最 后 , 如 果 y 和 z 已 经 给 定 , a? 和 忆 ( 从 而 a 和 b) 也 就 被 唯一 确定 , 于 是 zy 
和 > 的 不 同 值 对 应 于 a 和。 的 不 同 值 . 


13.3 方程 x24 十 y4 一 z4 


现在 应 用 定理 225 来 给 出 Fermat 大 定理 当 n = 4 时 的 证 明 . 这 是 该 定理 的 仅 
有 的 “容易 的 ” 情形. 实际 上 我 们 证 明 的 要 更 多 一 点 . 


定理 226 方程 
+=22 (13.3.1) 
没有 正 整 数 解 . 
假设 v 是 使 得 方程 
T+y=w (>0,y>0,u>0) (13.3.2) 


有 解 的 最 小 的 数 . 那么 (z,y) = 1, 因为 如 车 不 然 就 可 以 用 (z,y)* 遍 除 之 , 这 样 就 可 
以 用 一 个 更 小 的 数 来 代替 u. 从 而 > 和 y 中 至 少 有 一 个 是 奇数 , 且 
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2 一 z4 十 太 三 1 或 者 2 (mod 4). 
由 于 w = 2 (mod 4) 是 不 可 能 的 , 故而 v 是 奇数 , z 和 y 中 恰 有 一 个 是 偶数 . 
比方 说 , 如 果 z 是 偶数 , 那么 根据 定理 225 有 
z2=2ab, y=a2—b, u=a?+b, 
a>0, b>0, (a,b)=1, 
且 a 和 4&b 有 相反 的 奇偶 性 . 如 果 a 是 偶 的 而 5b 是 奇 的 , 那么 
=-1 (mod 4), 
而 这 是 不 可 能 的 . 所 以 a 是 奇 的 而 b 是 偶 的 , 假设 = 2c. 


人) =ac, (a,c)= 1, 


a=d?, c=f?, d>0, f>0, (df)=1, 


=a2 b=d 4f4, 
(272)2 + y? = (d2)?, 
而 且 2f?,y,d? 中 任何 两 个 数 都 没有 公约 数 . 
再 次 运用 定理 225, 得 到 
2f2=2Im, d=B+m, 1>0, m>0, (l,m)=1. 


因为 
f=Im, (l,m)=1, 
故 有 
l=7?, m=s?, (r>0,s>0), 
从 而 
74 十 一 吧 . 
然而 


dg<d=ag<a <at+h =u, 
这 样 一 来 u 就 不 是 满足 (13.3.2) 的 最 小 的 数 . 这 个 矛盾 就 证 明了 定理 . 

我 们 所 用 的 证 明 方法 称 为 “无穷 递 降 法 ”, 它 是 由 Fermat 创造 并 应 用 到 许多 问 
题 中 去 的 . 如 果 一 个 命题 P(n) 对 某 个 正 整数 n 为 真 , 则 有 一 个 使 它 成 立 的 最 小 的 
这 样 的 整数 存在 . 如 果 P(n) 对 任何 一 个 正 数 n 成 立 , 就 蕴含 P(n') 对 某 个 更 小 的 
正 数 w 也 成 立 , 那么 就 没有 这 样 的 最 小 的 整数 存在 . 这 对 矛盾 表明 P(n) 对 每 个 
都 不 成 立 . 


13.4 方程 z3 十 y3 一 z3 
如 果 Fermat 定理 对 某 个 n 为 真 , 那么 它 对 n 的 任何 倍数 也 为 真 , 这 是 因为 
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zm 十 yr = zl" 就 是 
(2)™ + (y)" = (20)". 
由 此 可 见 , 如 果 (a) 当 n = 4 时 Fermat 定理 为 真 (如 同 我 们 已 经 证 明 的 那样 ) 且 
(b) 当 n 为 奇 素数 时 Fermat 定理 为 真 , 那么 该 定理 对 于 一 般 情形 也 为 真 . 对 于 情 
形 (b), 这 里 可 以 讨论 的 仅 有 情形 是 n= 3. 
根据 第 12 章 , 解决 此 问题 最 自然 的 方法 是 将 Fermat 方程 写成 形式 
(z +9)(z + py)(T + py) = 23, 
并 考虑 k(p) 中 各 种 因子 的 构造 . 如 在 13.3 节 中 那样 , 我 们 证 明 的 要 比 Fermat 定理 
更 多 一 些 . 


定理 227 在 k(p) 中 没有 满足 条 件 
全 十 用 + 全 =0 (C#¥0,n#0,C6#0) 


的 整数 解 . 特别 地 ， 
13+ =23 
除了 Zz,y,z 中 有 一 个 为 零 的 平凡 解 之 外 , 不 存在 有 理 整 数 解 . 


在 接 下 来 的 证 明 中 , 希腊 字母 表示 k(p) 中 的 整数 , 而 和 表示 素 元 1 - p.“ 显 然 
可 以 假设 
(n,6)= (66) = (四 ) =1. (13.4.1) 
我 们 将 证 明 建立 在 4 个 引 理 (定理 228 至 定理 231) 的 基础 之 上 . 


定理 228 ”如 果 ww 不 能 被 入 整除 , 那么 
w3 三 土 ] (mod M4). 
根据 定理 222, w 与 三 数 0,1, -1 之 一 同 余 , 且 和 亿 , 故 有 
w 三 土 ] (mod 入 ). 
于 是 可 以 选取 a = +w 使 得 
a=1 (modM), a=1+PM. 
这 样 就 有 
+(w3 1)=a—1=(a-1)(a-p)(a-p’) 
= BABA+1—p)(BA+1— p?) 
= XB(B+1)(8 一 09)， 
这 里 用 到 1 一 p? = 和 (1+p) = 一 和 px. 又 因为 
p2 三 1 (mod 和 )， 
所 以 
B(B+1)(8-p)=8(8+1)(8-1) (mod 六. 
但 是 , 根据 定理 222, 6,8 + 1,8 - 1 中 有 一 个 能 被 整除 , 故而 
士 (w3 干 1) 三 0 (mod X4)， 
也 即 有 


@ 见 定理 221. 
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w3 三 土 1 (mod X4). 
定理 229 如果 如 十 态 十 G3 二 0, 那么 6,7,《 中 必 有 一 个 能 被 入 整除 . 
假设 相反 的 结论 成 立 . 那么 
0= 如 十 仍 十 三 土 ] 土 1 土 1 (mod 入 )， 

所 以 有 土 1 = 0 或 者 圭 3=0, 也 即 有 Xl1 或 者 X4|3. 由 于 和 不 是 单位 , 从 而 第 一 个 
结果 是 不 能 成 立 的 . 又 因为 3 是 与 X2 相伴 的 数 , ”因而 3 不 能 被 整除 , 所 以 第 
二 个 结果 也 不 能 成 立 . 于 是 €,n,C 中 必 有 一 个 能 被 和 整除 . 

于 是 可 以 假设 AlC, 而 5 = 和 "yy, 这 里 和 力 . 由 (13.4.1) 就 有 入 枚 , 加, 我 们 需 
要 证 明 不 可 能 有 


£3 + + Amy3 =0, (13.4.2) 
其 中 
(ED=1 nzl, MMe ANn MM. (13.4.3) 
然而 更 为 方便 的 是 证 明 得 更 多 一 点 , 也 就 是 来 证 明 
63+P+eN"ny =0 (13.4.4) 


不 可 能 被 任何 服从 条 件 (13.4.3) 的 &,n,7 以 及 任何 单位 < 所 满足 . 

定理 230 ”如 果 &,7, 7 满足 (13.4.3) 和 (13.4.4), 那么 n> 2. 

根据 定理 228 有 

一 EX3an73 二 3 十 仍 三 土 土 1 (mod X4). 
如 果 符 号 相同 , 那么 
—eX3nYy3 = +2 (mod X4)， 

这 是 不 可 能 的 , 因为 4 2. 从 而 符号 应 该 相反 , 即 有 -eX3"y3 = 0 (mod X4). 由 于 
入 17, 故 有 n> 2. 

定理 231 ”如果 (13.4.4) 对 n=m > 1 成立, 那么 它 对 n= 二 mm 一 1 也 成 立 . 

定理 231 体现 了 定理 227 的 证 明 中 的 关键 步骤 . 当 定理 231 获 证 后 , 定理 227 
就 立即 得 出 . 这 是 因为 , 如 果 (13.4.4) 对 任何 一 个 n 成 立 , 它 也 就 对 n = 1 成 立 , 这 
与 定理 230 矛盾 . 其 论证 是 “无 穷 递 降 法 ”的 另 一 个 例子 . 

假设 


一 sam33 = (€ +n)(€ + pn)(€ + p2n). (13.4.5) 
右边 诸 因子 之 差 为 
nA pnA, pP27X， 
它们 全 都 是 7 的 相伴 数 . 它们 中 的 每 一 个 都 能 被 和 整除 , 但 不 能 被 ? 整除 (由 于 
入 可). 


@ 定理 223. 
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由 于 m > 2, 所 以 3m > 3, 且 三 个 因子 中 必 有 一 个 能 被 六 整除 . 另外 两 个 
子 必定 能 被 整除 (因为 三 个 因子 中 每 两 个 因子 的 差 都 能 被 和 整除 ), 但 不 能 被 和 2 
整除 (因为 三 个 因子 中 每 两 个 因子 的 差 都 不 能 被 X2 整除 ). 可 以 假设 : 能 被 Xz 整 
除 的 因子 是 5 十 四 如 果 这 个 能 被 和 ? 整除 的 因子 是 另外 两 个 因子 中 的 一 个 , 那么 可 
以 用 它 的 一 个 相伴 数 来 代替 n. 这样 就 有 
€+70= MXam-2kl，E 十 = MXk2，E+p2n = Ms, (13.4.6) 
这 里 ea, kz, ks 中 的 任 一 个 数 都 不 能 被 和 整除 . 
如 果 lna 且 ilka, 则 5 也 整除 ro 一 ka = pn 和 pka 一 p?r2 = p&, 从 而 也 整 
除 上 和 1 这 两 者 ,于 是 5 是 一 个 单位 , 且 (kz, ns) = 1. 类 似 地 有 (ra,r1) = 1 和 
(m1;K2) = 1. 
将 (13.4.6) 代入 (13.4.5), 得 到 -ey3 = kin2k3. 从 而 el, 2, ka 中 的 每 一 个 数 都 
是 一 个 立方 数 的 相伴 数 , 所 以 
€+0= Min-2kl = clXam 203, €+pn= ep , €+p2n = eM 
其 中 0,9,V 没有 公约 数 , 它们 都 不 能 被 和 整除 , 且 e1,e2,es 是 单位 . 由 此 即 得 
0=(1+p+p°)(€+")=€+7+p(€ + pn) + P(E + pn) 
= ElM3m-203 + e2pAG3 + Eap2AV3， 


这 样 就 有 
+ead? 十 c5Xam-303 = 0， (13.4.7) 
其 中 ea = eap/e2 和 ss = e1/e2p 也 都 是 单位 . 
现在 有 mm > 2, 故而 
$3 +ea3 =0 (mod X2) 
(实际 上 是 mod 和 3 成 立 ). 但 是 个 且 A 必 , 于 是 由 定理 228 有 
=+l1 (mod X2)， 人 如 三 士 l (mod X2) 
(实际 上 是 mod 和 成 立 ). 从 而 
土 ] 土 e4 三 0 (mod X2). 
这 里 sa 是 十 1, 士 p 或 者 土 p?. 但 是 
+l+p， 土 l 圭 p 
中 没有 一 个 能 被 X2 整除 , 这 是 因为 它们 中 每 一 个 数 都 是 1 或 者 和 的 相伴 数 , 于 是 
就 有 e4 = 土 1. 
如 果 ss = 1, (13.4.7) 就 是 一 个 所 要 求 类 型 的 方程 . 如果 sa = 一 1, 我 们 就 用 
一 代替. 无 论 哪 种 情形 , 我 们 都 证 明了 定理 231, 从 而 也 就 证 明了 定理 227. 


13.5 方程 z3 十 y3 二 3z3 


几乎 同样 的 推理 可 以 证 明 
定理 232 除了 与 z 二 0 对 应 的 平凡 解 之 外 , 方程 
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Z3 十 13 = 3z3 

没有 整数 解 . 

正如 我 们 所 期 待 的 , 这 个 定理 的 证 明和 定理 227 的 证 明基 本 上 是 一 样 的 , 这 是 
由 于 3 是 2 的 一 个 相伴 数 . 我 们 再 次 证 明 得 多 一 点 , 也 就 是 要 证 明 : 在 k(p) 中 不 
存在 

B+P+eXN"ty=0 (13.5.1) 
的 整数 解 , 其 中 
(67) =1, A 

再 次 通过 证 明 两 个 命题 来 证 明 该 定理 , 这 两 个 命题 就 是 : 

(a) 如 果 该 方程 有 一 个 解 , 那么 n> 0; 

(b) 如 果 该 方程 对 n = m > 1 有 一 个 解 , 则 它 对 n = m -1 也 就 有 一 个 解 . 
如 果 对 于 某 个 n, 该 方程 有 一 个 解 的 话 , 这 两 个 命题 就 会 产生 了 矛盾. 

我 们 有 

(E+ Nn)(E + pn)(€ + pn) = eX m+, 
故而 左边 至 少 有 一 个 因子 (从 而 左边 每 一 个 因子 ) 能 被 和 整除 , 于 是 有 m > 0. 由 
此 推出 有 3m + 2 > 3, 而 且 左边 有 一 个 因子 能 被 X2 整除, 且 (与 在 13.4 节 中 一 样 ) 
仅 有 一 个 因子 能 被 2 整除 . 这 样 就 有 
€+n= Xamkl，《 十 一 M2 €+p2n = Ak3， 

诸 * 两 两 互 素 且 都 不 能 被 整除 . 

于 是 , 如 同 在 13.4 节 中 一 样 , 我 们 有 

一 sy3 = kik2k3， 
且 k1, ka, ka 都 是 与 立方 数 相 伴 的 数 , 所 以 
了 一 ElXamb3，E 十 1 一 cz2Xg3， 二 十 P21 一 cs3AW3， 
由 此 推出 
0=€+n+p(€+pn) +p(€ + pn) = ElAX3mb3 十 czDA98 + Eap MS, 
骨 十 Eay3 十 E5Xam-103 =0. 

而 证 明 的 后 续 部 分 和 定理 227 相应 的 那 部 分 证 明 完 全 一 样 . 

用 这 种 方法 不 可 能 证 明 

€3 + +eM "tly? #0. (13.5.2) 
事实 上 ， 
13 十 23 +9(-1)3 = 0， 

又 因为 9 = pX4, ?故而 这 个 方程 有 (13.5.2) 的 形式 . 读者 如 果 努 力 尝 试 去 证 明 

它 , 并 注意 发 现 证 明 失 败 在 何 处 , 那 将 会 是 很 有 教 益 的 . 


人 @ 见 定理 223 的 证 明 . 
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13.6 ”用 有 理 数 的 三 次 圳 之 和 表示 有 理 数 


定理 232 对 于 加 性 数论 (additive theory of numbers, 又 称 堆 爸 数论 ) 有 一 个 很 
有 趣 的 应 用 . 

这 个 理论 中 的 典型 问题 如 下 . 假设 z 表示 指定 的 一 类 数 (比如 正 整数 或 者 有 理 
数组 成 的 数 类 ) 中 的 一 个 任意 的 元 素 , 而 y 则 是 这 个 数 类 的 某 个 子 类 (比方 说 整数 
的 平方 或 者 有 理 数 的 立方 组 成 的 子 类 ) 中 的 一 个 元 素 . 是 否 有 可 能 将 x 表示 成 形式 

2 一 如 十 如 十 … 十 Wk? 
如 果 可 以 的 话 , 这 个 表达 式 可 以 经 济 到 何 种 程度 ? 或 者 上 的 值 可 以 有 多 小 ? 

例如 , 假设 z 是 一 个 正 整数 , 而 y 是 一 个 整数 的 平方 . Lagrange 的 定理 369 指 
出 : 每 个 正 整数 都 是 4 个 平方 数 之 和 , 所 以 我 们 可 以 取 k= 4. 比方 说 , 由 于 7 不 是 
3 个 平方 数 之 和 , 所 以 大 的 值 4 是 最 小 可 能 的 , 也 即 是 “正确 的 ” 值 . 

这 里 将 假设 z 是 一 个 正 的 有 理 数 (positive rational), y 是 一 个 非 负 有 理 数 的 立 
方 (non-negative rational cube), 我 们 要 来 证 明 k 的 “正确 的 ” 值 是 3. 

首先 , 作为 定理 232 的 一 个 推论 我 们 有 


定理 233 存在 不 能 表示 为 两 个 非 负 有 理 数 立方 之 和 的 正 有 理 数 . 
例如 , 3 就 是 这 样 一 个 有 理 数 . 因为 
QN3 c\3 
(人 +(2) =3 
就 蕴含 (ad)3 + (bc)3 = 3(bd)3, 而 它 与 定理 232 矛盾 . 2 
为 了 证 明 3 是 大 的 一 个 可 以 允许 取 的 值 , 我 们 需要 另外 一 个 更 为 初等 的 定理 . 


定理 234 ”任何 正 有 理 数 都 是 三 个 正 有 理 数 的 立方 和 . 
我 们 需要 求解 


r=73 + 十 23， (13.6.1) 
其 中 > 是 一 个 给 定 的 数 , z,y,z 是 正 有 理 数 . 容易 验证 有 
ZT3+Y+23= (T+Y+2) — 3(y+2z)(z+ 2)(z+Y), 
所 以 (13.6.1) 等 价 于 
(z+HY+2)3 — 3(y+2)(z+7)(r +y) =7. 
如 果 记 X =y+zY=z+z2Z = z+y, 此 式 就 变 成 


(X+Y+2) 一 24XY2Z = gr. (13.6.2) 
i 六 二 人 放生 区 (13.6.3) 
人 一 FB 也 一 Z， .6. 


@ 此 定理 将 在 第 20 章 中 用 各 种 方法 予以 证 明 . 
@ 定理 227 表明 , 1 不 是 两 个 正 有 理 数 的 立方 和 , 不 过 它 当然 可 以 表示 成 03 + 13. 
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则 (13.6.2) 就 变 成 


(ut+v)? —24v(u 一 1) = 8r2-3. (13.6.4) 
其 次 限制 2 和 v 满足 
r= 323, (13.6.5) 
从 而 (13.6.4) 就 转化 成 
(w+ v0)3 = 24uv. (13.6.6) 
为 了 解 (13.6.6), 令 u = vt 并 求 得 
24t2 24t 


(13.6.7) 


Hi “一 人 Ts 
对 每 个 有 理 数 t, 这 都 是 (13.6.6) 的 一 个 解 . 我 们 仍 需 要 满足 (13.6.5), 它 现在 变 成 
T 

T(t+1)3 = 7223t. 
如 果 令 t+ = r/(72w3), 其 中 w 是 任意 一 个 有 理 数 , 我 们 就 有 2 = w(t + 1)， 从 而 
(13.6.2) 的 一 个 解 是 


X=(u-1)2, Y=v2, 2Z=w(t+1), (13.6.8) 
其 中 心 v 由 (13.6.7) 给 出 , 且 相 应 有 + 上 = rw-3/72. 利用 
27=Y+2-X, 2WY=2+X-Y, 22=X+Y-2 (13.6.9) 


就 导出 (13.6.1) 的 解 . 
为 了 完成 定理 234 的 证 明 , 我 们 需要 证 明 : 可 以 选取 w, 使 得 z,y,z 全 都 是 正 
数 . 如 果 w 取 为 正 数 , 则 t 和 2 都 是 正 数 . 现在 , 根据 (13.6.8) 和 (13.6.9) 得 
+l)=2+v 如 
这 些 数 全 都 是 正 数 , 只 要 有 


uU>v, uv<2<ut+v, 


一 从 一 人 和 =u+vy-2 
= 二 


也 就 是 只 要 有 
t>1, 12t(t—1)< (t+1)3 < 12t(t+1). 
如 果 t 比 1 大 一 点 儿 , 那么 这 些 不 等 式 肯定 成 立 , 可 以 选取 w 使 得 


r 


一 72 
满足 这 个 要 求 (事实 上 , 只 要 1 < t < 2 就 足够 了 ). 
例如 , 假设 有 + = 3. 如 果 令 由 = 二 使 得 + 二 2, 就 有 
2 a 
1 的 -的 的， 


我 们 还 有 更 简单 的 等 式 


13.7 方程 za 十 由 十 z3= 妇 203 


这 个 等 式 等 价 于 
63 = 33 + 43 + 53， (13.6.10) 


但 是 此 等 式 不 能 用 这 个 方法 得 到 . 


13.7 方程 23 十 y3 十 z3 二 413 


还 有 一 些 其 他 的 Diophantus 方程 , 将 它们 放 在 这 里 加 以 讨论 是 很 自然 的 其 


中 最 有 意思 的 是 方程 
T+ +2 = (13.7.1) 


以 及 
ZT3+P = + (13.7.2) 
第 二 个 方程 可 以 通过 用 -u,v 分 别 代替 z,t 而 得 到 . 

由 于 我 们 可 以 求 方程 的 (a) 整数 解 , 或 者 求 (b) 有 理 数 解 , 而 且 我 们 既 可 以 考 
虚 解 的 符号 , 也 可 以 不 考虑 解 的 符号 , 因此 每 一 个 方程 都 会 生成 若干 个 不 同 的 问题 . 
最 简单 的 问题 (也 是 唯一 一 个 被 完全 解决 了 的 问题 ) 是 求 方程 的 正 的 或 者 负 的 有 理 
数 解 ,对 于 这 个 问题 , 这 两 个 方程 是 等 价 的 , 我 们 取 (13.7.2) 这 个 形式 的 方程 加 以 
研究 . 它 的 完全 解 是 由 Euler 发 现 的 , 并 由 Binet 作 了 简化 . 

如 果 令 

T=X-Y, y=X+Y, vu=U-V, v=U+V, 


则 (13.7.2) 就 变 成 了 
X(X2 +3Y2) = U(U2 + 3V?). (13.7.3) 
假设 X 和 Y es 这 样 就 可 以 记 为 
EA AEE) 3) -co+5VC 可 LE =a-b5V(3)， 


X+YVC5 X-YVC) 
其 中 a,b 是 有 理 数 . 由 其 中 的 第 一 个 等 式 得 
U=aX—3bY, V=bX+aY, (13.7.4) 


而 (13.7.3) 则 变 成 
X=U(a? 十 302). 
将 最 后 这 个 等 式 与 (13.7.4) 的 第 一 个 等 式 结合 起 来 就 给 出 
cxX=dY, 

其 中 
c=a(a?+3b?)—1, d= 3b(a? 十 302). 
如 果 c=d=0, 则 有 b=0,a=1,X=U,Y=V. 反之 则 有 
X=M=3M(a +3b), Y=Ac=Af{a(a +35)—1}, (13.7.5) 
其 中 入 关 0, 将 这 些 结果 用 到 (13.7.4) 中 , 得 

U=3M, V=A{(a?+3b)? —a}. (13.7.6) 
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此 , 除了 两 个 平凡 的 解 = 并 = 了 =0 和 X= 了 也 了 = 以外,(13.7.3) 的 每 一 
组 有 理解 都 有 (13.7.5) 和 (13.7.6) 给 出 的 形式 (对 于 适当 的 有 理 数 入 ,a,b). 
反之 , 如 果 X,o 是 任意 的 有 理 数 , 而 X,Y, U,V 则 由 (13.7.5) 和 (13.7.6) 定 义 ， 
那么 就 立即 得 出 公式 (13.7.4), 且 有 
U(U? + 3V2)=3M {(aX — 3bY)? + 3(bX + aY)?} 
= 3Mb(a? 十 32)(X2 +3Y?) = X(X? +3Y?). 


这 样 就 证 明了 
定理 235 除了 平凡 解 
T=Yy=0, UW=-V, T=W% Y= (13.7.7) 
之 外 , (13.7.2) 的 有 理 数 通 解 由 
z=A{l-(o-3b(ao2z+352)}，2 = 和 A{(ae+3b)(a2+302) 一 1}， 
w=A{(a+3b) — (a2+3b)2}, v=A{(a+36)? — (a— 3b)}, 
给 出 , 其 中 除了 入 去 0 以 外 , 和 ,a,b 是 任意 的 有 理 数 . 
求 (13.7.2) 的 所 有 整数 解 的 问题 更 加 困难 . (13.7.8) 中 的 a,b 以 及 的 整数 值 
给 出 一 组 整数 解 , 但 是 相反 的 对 应 关系 并 不 存在 . (13.7.2) 的 最 简单 的 正 整数 解 是 


(13.7.8) 


z=1, y=12, u=9, v=10, (13.7.9) 
这 组 解 对 应 于 
wd 
19” 19” 42 
另 一 方面 , 如 果 取 a =b= 1, 和 = 填 , 就 有 
z=3, y=5, u= -4, v=6, 


它 与 (13.6.10) 等 价 . 
(13.7.1) 或 者 (13.7.2) 的 其 他 简单 的 解 是 
13 十 63 十 83 = 93， 23 + 343 = 153 十 333， 93 十 153 = 23 + 163. 
Ramanujan 给 出 (13.7.1) 的 一 组 解 是 
z=3a2+5ab— 5b, y=4a?— 4ab+6b, 
z=5a2— 5ab— 3b, t= 6a?— 4ab+ 4b?. 
如 果 取 a = 2,5 = 1, 就 得 到 解 (17,14,7,20). 如 果 取 a = 1,b = 一 2, 就 得 到 一 个 与 
(13.7.9) 等 价 的 解 . 其 他 类 似 的 解 收录 在 Dickson 的 History 一 书 中 . 
有 关 方 程 
z+ =u + (13.7.10) 
我 们 所 知道 的 要 少 得 多 , 首先 求解 这 个 方程 的 是 Euler. 已 知 最 简单 的 参数 解 是 
z= a 十 a502 一 2a3b 十 3a205 + abs, 
y= asb 一 3a5b2 — 2a4b3 + a2bs + b7, 
u= a7 + a5b? 一 2a3b4 一 3a2bs + abs, 
v= a6 + 3a5b? — 2a4b3 + a285 + 她， 


(13.7.11) 
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但 是 这 个 解 在 任何 意义 上 讲 都 不 是 完全 的 . 当 a = 1,5 = 2 时 , 它 给 出 
1334 + 1344 = 1584 + 594, 
而 这 是 (13.7.10) 的 最 小 整数 解 . 
为 了 求解 (13.7.10), 令 


z=awt+c, y=bw-d, u=aw+d, v=bw+tc. (13.7.12) 


这 样 就 得 到 一 个 关于 w 的 四 次 方程 , 该 方程 中 第 一 个 以 及 最 后 一 个 系数 都 是 0. 如 
果 
c(a3 — b3) = d(a3 + b3), 
那么 wa 的 系数 就 也 等 于 0, 特别 地 , 当 如 果 c = a3 + 及,d = a3 一 好 时 就 更 是 如 此 . 
此 时 , 两 边 用 w 来 除 , 就 得 到 
3w(a? — b?)(c — 4d2) = 2(ad3 — ac3 + be3 + bd3). 
最 后 , 将 c,d,w 的 这 些 值 代入 (13.7.12) 中 , 并 全 部 乘 以 3a?b?, 就 得 到 了 (13.7.11). 
第 21 章 将 会 再 多 谈 一 些 这 种 类 型 的 问题 . 
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13.1 节 ， 整 个 这 一 章 , 一 直到 13.5 节 都 是 效仿 Landau，Vorlesungen, 说 , 201-217 的 内 
容 . 也 见 Mordell，Diophantine equations 以 及 Cassels, J. London Math. Soc. 41 (1966)， 
193-291 的 最 初 几 页 . 

术语 “Diophantus 方程 " 源 于 Alexandria 时 期 的 (大约 公元 250 年 )Diophantus, 他 是 对 
方程 的 整数 解 作 出 系统 研究 的 第 一 人 . Diophantus 证 明了 定理 225 的 基本 内 容 . 从 Pythagoras 
开始 的 希腊 数学 家 就 已 经 知道 一 些 特殊 的 解 . Heath 的 Diophantus of 4lezandria(Cambridge， 
1910) 一 书 就 包含 了 Diophantus 的 所 有 现存 的 工作 的 译 稿 、Fermat 对 其 工作 的 评价 以 及 
Euler 对 Diophantus 问题 给 出 的 许 许多 多 的 解 . 

关于 “Fermat 大 定理 ”有 大 量 的 文献 . 我 们 特别 推荐 以 下 参考 文献 : Bachmann, Das Fer- 
matproblem(1919; Berlin, Springer, 1976 年 重新 印刷 ); Dickson, History, i, 第 26 章 ; Landau， 
Vorlesungen, iii; Mordell, Three lectures on Fermat’s last theorem(Cambridge, 1921); Van- 
diver, Report of the committee on algebraic numbers, i(Washington, 1928), 第 2 章 以 及 4mer. 
Math，、Monthly, 53(1946), 555-578， 有 关 该 定理 的 目前 状况 的 极 好 的 说 明 以 及 完全 的 参考 文 
献 由 Ribenboim[Canadian Math，BulL20 (1977), 229-242] 给 出 . 有 关 此 问题 以 及 相关 理论 
的 更 为 详尽 的 说 明 , 参见 Edwards 的 Fermat’s Last Theorem(Berlin, Springer, 1977) 一 书 . 

这 个 定理 是 由 Fermat 于 1637 年 在 他 自己 所 有 的 Diophantus 著作 的 Bachet 版 本 的 一 
个 空白 处 写 下 的 注 记 中 表述 的 . 其 中 他 肯定 地 声称 已 经 有 了 一 个 证 明 , 但 是 后 来 有 关 此 问题 的 
历史 似乎 表明 , 他 一 定 是 出 了 错误 . 迄今 已 经 发 表 了 大 量 雇 误 的 证 明 . 

鉴于 13.4 节 开 始 所 作 的 说 明 , 我 们 可 以 假设 n = p > 2. Kummer(1850 年 ) 证 明了 : 只 
要 奇 素数 p 是 “正则 的 ", 也 即 p 不 整除 诸 数 

Bi1, Ba, , By(p-3) 
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中 任何 一 个 的 分 子 , 则 该 定理 就 对 n = p 成 立 , 这 里 Bs 是 在 7.9 节 开头 所 定义 的 Bernoulli 
数 . 然而 , 已 经 知道 有 无 穷 多 个 “ 非 正 则 的 ”素数 p， 当 p 为 非 正 则 素数 时 , 已 建立 起 各 种 判 
别 法 (尤其 是 Vandiver) 来 判断 是 否定 理 对 非 正则 素数 能 够 成 立 ， 在 计算 机 上 也 进行 了 相应 
的 计算 , 例如 现在 已 知 该 定理 对 于 所 有 素数 p < 125 000 为 真 . 然而 , 如 果 (13.1.1) 对 某 个 更 
大 的 素数 满足 的 话 , 则 min(z, y) 就 会 有 多 于 三 万 亿 位 数字 . 有 关 的 参考 文献 请 见 上 面 提 到 的 
Ribenboim 的 书 , 其 他 的 结果 参见 Stewart, Mathematika 24(1977), 130-132. 

如 果 假设 z,y, z 中 没有 一 个 数 能 被 p 整除 , 则 此 问题 可 以 大 大 简化 .1909 年 Wieferich 
证 明了 : 除非 有 2?~! 三 1(modp?”), 否则 没有 这 样 的 解 存在 ， 同 余 式 27-: = 1(modp?) 对 
了 = 1 093 为 真 (6.10 节 ), 但 在 不 超过 2 000 的 数 中 不 再 有 其 他 的 素数 p 满足 此 式 了 . 之 后 ， 
数学 家 们 又 用 这 个 方法 进一步 发 现 了 类 似 的 条 件 . 而 且 由 此 方法 已 经 证 明了 : 对 于 p < 3x 10? 
没有 这 样 的 解 , 对 于 Mersenne 素数 p( 它 们 是 迄今 为 止 已 知 最 大 的 素数 ) 也 没有 这 样 的 解 . 见 
上 述 Ribenboim 的 书 . 

Fermat 大 定理 最 终 由 Wiles 以 及 Wiles 与 Taylor 合 著 的 两 篇 文章 所 解决 (Ann. of Math. 
(2) 141 (1995), 443-551 以 及 553-572). 与 上 面倒 述 的 前 人 的 做 法 不 同 , 这 项 成 果 用 到 Fermat 
方程 和 椭圆 曲线 之 间 的 一 种 联系 . 在 他 之 前 ,Hellegouarch, Frey 以 及 Ribet 所 做 的 研究 工作 
已 经 证 实 : Fermat 大 定理 可 以 从 一 个 标准 的 关于 椭圆 曲线 的 猜想 ( 即 Taniyama-Shimura 猜 
想 ) 推出 . Wiles 成 功 地 对 后 一 猜想 的 一 种 重要 的 特殊 情形 给 出 了 证 明 , 这 就 足以 使 他 得 以 解 
决 Fermat 大 定理 .Wiles 与 Taylor 的 论文 则 为 Wiles 的 工作 中 所 需要 的 关键 的 一 步 提供 了 
证 明 . 

13.3 节 . 定理 226 实际 上 是 由 Fermat 证 明 的 . 见 Dickson, History, ii, 第 22 章 . 

13.4 节 . 定理 227 是 由 Euler 在 1753 年 至 1770 年 之 间 证 明 的 . 从 某 一 点 来 看 , 他 的 证 
明 是 不 完全 的 , 不 过 其 中 的 漏洞 由 Legendre 加 以 填补 了 . 见 Dickson，History, ii, 第 21 章 . 

我 们 的 证 明 遵循 Landau 所 给 出 的 路 线 , 但 是 Landau 是 把 它 作为 第 一 个 理想 的 应 用 的 练 
习 提出 来 的 , 我 们 则 避免 了 理想 这 个 概念 . 

13.6 节 . 定理 234 属于 Richmond, Proc. London Math， Soc.(2) 21 (1923), 401-409. 他 
的 证 明基 于 更 早 的 时 候 Ryley 所 给 出 的 一 个 公式 [The ladies’ diary(1825), 35 ]. 

Ryley 的 公式 被 Richmond [Proc. Edinburgh Math. Soc. (2) 2 (1930), 92-100 和 Journal 
London Math. Soc. 17(1942), 196-199] 以 及 Mordell[Journal London Math. Soc. 17(1942), 
194-196] 重新 加 以 考虑 并 作 了 推广 . Richmond 还 发 现 了 不 包含 在 Ryley 的 公式 中 的 解 ; 例如 

3(1—t+t2)z = s(1+t3), 3(1—t+t2)y= s(3t—1—t), 3(1—t+t)z = s(3t— 3t2), 
其 中 s 是 有 理 数 且 t = 3r/s3. Mordell 求解 了 更 加 一 般 的 方程 
(X+Y+2)’ -dXYZ=m, 

(13.6.2) 是 它 的 一 个 特例 . 我 们 给 出 的 证 明 是 以 Mordell 的 证 明 作为 基础 的 . 关于 三 个 变量 的 
三 次 Diophantus 方程 , Mordell 和 B. Segre 还 在 该 杂志 后 来 的 若干 期 中 发 表 了 许多 其 他 的 论 
文 . 有 关 方程 y? = z3 + 大 所作 的 工作 的 一 个 说 明 , 也 见 Mordel, A chapter in the theory of 
numbers(Cambridge 1947).， 关于 四 个 变量 的 三 次 齐 次 方程 的 更 加 新 的 工作 的 介绍 由 Manin 
(Cubic forms, Amsterdam, North Holland, 1974 ) 给 出 . 

13.7 节 . 有 关 “ 两 个 三 次 方 的 等 敌 和 ”的 第 一 批 结果 是 由 Vieta 在 1591 年 之 前 发 现 的 . 
见 Dickson，History, i 550 以 及 其 后 的 叙述 ， 定 理 235 属于 Euler， 我 们 的 方法 遵循 的 是 
Hurwitz, Math.，Werke, 2 (1933), 469-470 中 的 方法 . 
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参数 化 (13.7.8) 关于 a 和 bb 的 最 高 次 数 是 4. 还 有 另外 一 个 次 数 为 3 的 参数 化 方法 , 即 
z=A(A+B+C-D),y=MA(A+B-C+D), 
u=A(A-B+C+D)w=A(A-B-C-D), 

其 中 
A=9a3+3ab?+3b, B=6ab, C=9ab+3+b, D=3a2+3b+1, 

见 华 罗 庚 ,Introduction to number theory(Springer, New York, 1982), 290-291. 

在 Dickson, Introduction, 60-62 中 给 出 了 Euler 对 于 (13.7.10) 所 得 到 的 解 . 他 的 公式 不 
像 (13.7.11) 那么 简单 , 不 过 他 的 公式 可 以 通过 在 后 者 中 用 f +g 和 f 一 g 分 别 代替 a 和 bb, 然 
后 再 除 以 2 而 得 到 . 公式 (13.7.11) 本 身 是 由 Gérardin, LL’Intermédiaire des mathématiciens, 
24 (1917), 51 首先 给 出 的 . 这 里 给 出 的 简单 的 解 属于 Swinnerton-Dyer,Journal London Math. 
Soc. 18 (1943), 2-4. 

Leech [Proc. Cambridge Phil. Soc. 53 (1957), 778-780] 列 出 了 (13.7.2)、(13.7.10) 以 及 
若干 个 其 他 的 Diophantus 方程 的 数值 解 . 

1844 年 , Catalan 猜想 : 方程 

zz 一 如 一 1 
的 唯一 的 整数 解 p, q, z,y( 每 个 数 都 大 于 1) 是 p 二 y = 2, 4 = z = 3. 这 已 经 被 Mihiilescu( 卫 
Reine Angew，Math. 572 (2004), 167-195) 所 证 明 . 

有 关 Diophantus 方程 最 强大 的 结果 之 一 属于 Faltings(Invent. Math. 73 (1983), 349- 
366). 此 结果 的 一 个 特殊 情形 与 形 如 f(z,y,z) = 0 的 方程 有 关 , 其 中 f 是 一 个 次 数 至 少 为 4 
的 齐 次 整 系数 多 项 式 ， 我 们 称 f 是 非 奇 异 的 , 如 果 f 的 偏 导数 在 除了 (0, 0,0) 以 外 的 任何 复 
的 点 (z,y,z) 处 不 同时 为 零 . 对 这 样 一 个 f, Faltings 的 定理 断言 : 方程 1 (z,y,z) = 0 至 多 只 
有 有 限 多 个 不 同 的 解 (任意 两 个 仅 相差 一 个 常数 倍 的 解 被 视 为 相同 的 解 )， 可 以 取 f(z,y,z) = 
az" 十 by" 一 cz"( 对 n> 4), 由 是 推出 : 对 每 个 n, 广义 Fermat 方程 至 多 只 有 有 限 多 个 本 质 上 
不 同 的 解 . 

这 一 章 里 研究 过 的 许多 方程 都 有 a +b = c 这 一 形式 , 其 中 a,b 和 c 都 是 血 的 常数 倍 . 关 
于 这 种 方程 的 一 个 相当 一 般 的 猜想 (现在 称 为 “abc 猜想 ") 是 由 Oesterlé 以 及 Masser 于 1985 
年 提出 的 . 它 盖 述 的 是 , 如 果 < > 0, 则 存在 一 个 常数 K (e) 具有 如 下 性 质 : 如 果 a,5,c 是 满足 
a 二 b=c 的 任何 正 整数 , 那么 c < K (=) r (abc) +“, 其 中 函数 > (m) 定义 为 m 的 不 同 素 因子 
之 积 . 

作为 这 一 猜想 的 潜在 应 用 的 一 个 例子 , 考虑 Fermat 方程 (13.1.1). 取 a=z",b=y" 以 
及 c= z", 注意 到 

Tr(abc) =7 (ZYy"z") < zyz < 23, 
故而 该 猜想 得 到 z" < K (e) za0+9. 选取 < = 1/2, 并 假设 n > 4, 则 有 

z" < K (1/2)z"/? < 天 (1/2) z7"18. 
由 此 可 以 推出 2* < 天 (1/2)8. 于 是 abc 猜想 立即 蕴含 如 下 结论 : 对 于 n > 4, Fermat 方程 关 
于 z,y,z,n 至 多 只 有 有 限 多 个 解 . 事实 上 现在 我 们 已 经 知道 , 整个 一 大 类 其 他 重要 的 结论 以 及 
猜想 都 可 以 从 abc 猜想 推出 . 
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14.1 ”代数 数 域 


第 12 章 考 虑 了 k(i) 和 k(p) 中 的 整数 , 但 是 并 没有 超出 第 13 章 中 目的 的 需要 
把 这 个 理论 更 进一步 地 发 展 . 本 章 以 及 第 15 章 要 对 二 次 域 中 的 整数 作 稍微 进一步 
的 研究 . 
一 个 代数 数 域 (algebraic field) 是 所 有 形 如 
R(g) = 2 和 
的 数组 成 的 集合 , 其 中 9 是 一 个 给 定 的 代数 数 , P(3) 和 Q(3) 是 关于 5 的 有 理 系数 
多 项 式 , 且 Q(3) 关 0. 我 们 用 k(9) 来 记 这 个 域 . 显然 , k(5) 中 的 数 的 和 与 积 都 属于 
k(9), 而 且 , 车 a 和 B 都 属于 k(9) 且 6 关 0, 那么 a/B 也 属于 (9). 
在 11.5 节 中 , 我 们 把 代数 数 定义 为 代数 方程 
aozn 十 alZn-1 十 … 十 an 一 0 (14.1.1) 
的 任何 一 个 根 &, 其 中 ao,at… 均 为 有 理 整数 , 且 不 全 为 0. 如 果 满足 一 个 次 
的 代数 方程 , 但 不 满足 任何 次 数 更 低 的 代数 方程 , 则 称 是 一 个 "次 的 代数 数 ， 
如 果 = 1, 那么 6 是 有 理 数 , 而 k(:) 就 是 有 理 数 的 集合 . 这 样 一 来 , 对 每 个 有 
理 数 5, 上 (6) 都 表示 同样 的 集合 , 即 有 理 数 域 , 记 为 k(1). 这 个 域 是 每 个 代数 数 域 的 
一 部 分 . 
如 果 n= 2, 就 称 上 是 “二 次 的 ”. 于 是 上 就 是 某 个 二 次 方程 
aoz2 十 alz 十 az=0 
的 一 个 根 , 故而 对 某 些 有 理 整 数 ob cm 有 


不 失 一 般 性 地 , 可 以 取 m 没有 平方 因子 . 这 样 就 容易 验证 : 域 k(€) 和 集合 k(Vm) 
是 相同 的 ， 这 样 一 来 , 我 们 只 要 对 每 个 “无 平方 因子 的 ” 正 的 或 者 负 的 有 理 整 数 
m( 除 去 m = 1 以 外 ) 来 考虑 二 次 域 k(Vm) 就 够 了 . 
k(Vm) 中 的 任何 数 & 都 有 形式 
= PVm) _ t+uym _ (t+uymv -wm) __ = VA 
QVm) vtuvym v2 一 wm c 
其 中 t,w,v,w,a,b,c 是 有 理 整数 . 我 们 有 (ck 一 a)? = mb?, 从 而 就 是 
c2z2 一 2acz 十 a2 -mb?=0 (14.1.2) 
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的 一 个 根 . 因此 上 要 么 是 有 理 数 , 要 么 是 一 个 二 次 代数 数 . 也 就 是 说 , 二 次 域 中 的 每 
一 个 数 或 者 是 一 个 有 理 数 , 或 者 是 一 个 二 次 代数 数 . 

域 (Vm) 包含 一 个 子 类 , 该 子 类 由 这 个 域 中 的 所 有 代数 整数 构成 . 在 12.1 节 
中 我 们 把 代数 整数 定义 为 方程 

Zi+czit+..+ce=0 (14.1.3) 

的 任何 一 个 根 , 其 中 c1,… ,c; 是 有 理 整数 . 这 样 一 来 , 对 于 上 (vV 灰 ) 中 整数 的 定义 
我 们 就 似乎 有 了 一 种 选择 . 我 们 可 以 说 (Vm) 中 的 一 个 数 & 是 k(Vm) 的 一 个 整 
数 , 如 果 (i) 对 某 个 j, & 满足 一 个 形 如 (14.1.3) 的 方程 ; 或 者 (i) 对 j = 2, 5 满足 一 
个 形 如 (14.1.3) 的 方程 . 不 过 , 14.2 节 要 证 明 , 无 论 采 用 哪 一 种 定义 , k(Ym) 中 的 整 
数 集合 都 是 相同 的 . 


14.2 ”代数 数 和 代数 整数 ; 本 原 多 项 式 
称 整 系数 多 项 式 


jf(z) = aozm 十 alzn 1 十 :十 an (14.2.1) 
是 一 个 本 原 多 项 式 (Primitive polynomial), 如 果 按照 第 2 章 的 记号 有 
ao > 0， (ao,al…… ,an)=1. 
在 同样 的 条 件 下 , 称 (14.1.1) 是 一 个 本 原 方程 (Primitive equation). 方程 (14.1.3) 显 
然 是 本 原 的 . 


定理 236 ”一 个 n 次 代数 数 & 满足 一 个 唯一 的 n 次 本 原 方程 . 如 果 & 是 一 个 
代数 整数 , 那么 这 个 本 原 方程 中 Zn 的 系数 是 单位 1. 

对 n = 1, 定理 的 第 一 部 分 是 平凡 的 , 定理 的 第 二 部 分 与 定理 206 等 价 . 因此 
定理 236 是 定理 206 的 一 个 推广 . 我 们 将 从 下 面 的 定理 来 导出 定理 236. 


定理 237 设 5 是 一 个 n 次 的 代数 数 , 且 f(z) = 0 是 6 满足 的 一 个 n 次 本 原 
方程 . 又 设 g(z) = 0 是 & 满足 的 任意 一 个 本 原 方程 .那么 对 某 个 本 原 多 项 式 h(z) 
以 及 所 有 的 了 有 g(z) = f(z)h(z). 

根据 上 和 n 的 定义 , 必定 存在 至 少 一 个 n 次 多 项 式 f(z), 使 得 f(€) = 0. 显然 
可 以 假设 f(z) 是 本 原 的 . 再 次 , g(z) 的 次 数 不 能 小 于 n. 于 是 我 们 可 以 利用 初等 代 
数 中 的 除法 算法 将 g(z) 用 f(z) 来 除 , 由 此 得 到 一 个 商 五 (z) 和 一 个 余 式 K(z), 即 

g(z) = f(z)H(z) + K(z), (14.2.2) 
其 中 玉 (z) 和 K(z) 是 有 理 系数 多 项 式 , 且 K(z) 的 次 数 小 于 n. 

如 果 在 (14.2.2) 中 设 z = &, 我 们 就 有 天 (6) = 0. 但 这 是 不 可 能 的 , 因为 《是 n 

次 代数 数 , 除非 K(z) 的 所 有 系数 均 为 0, 否则 不 可 能 有 K(é) = 0. 故 有 
g(z) = f(z)H(z). 
如 果 用 一 个 合适 的 有 理 整数 来 乘 这 个 等 式 , 就 可 以 得 到 


210 第 14 章 二 次 域 (1) 


cg(z) = f(z)h(z), (14.2.3) 
其 中 c 是 一 个 正 整数 , h(z) 是 一 个 整 系数 多 项 式 . 设 d 是 h(z) 的 诸 系数 的 最 大 公 
约 数 . 由 于 9 是 本 原 的 , 则 必定 有 dlc. 这 样 一 来 , 如 果 d > 1, 那么 就 可 以 去 掉 因 
子 这 就 是 说 , 我 们 可 以 在 (14.2.3) 中 取 g(z) 为 本 原 多 项 式 . 现在 假设 plc, 这 里 
p 是 一 个 素数 . 由 此 得 到 f(z)h(z) = 0 (mod p), 于 是 根据 定理 104(i) 得 知 , 要 么 有 
f(z) = 0, 要 么 有 h(z) = 0 (mod p). 对 于 本 原 多 项 式 f 和 h 来 说 , 这 两 者 都 是 不 
可 能 的 , 从 而 有 c = 1. 这 就 是 定理 237. 
定理 236 的 证 明 现在 就 很 简单 了 . 如 果 g(z) = 0 是 & 满足 的 一 个 n 次 本 原 方 
程 , 则 h(z) 是 一 个 零 次 的 本 原 多 项 式 , 即 对 所 有 的 z, 有 h(z) = 1 以 及 g(z) = f(z). 
从 而 f(z) 是 唯一 的 . 
如 果 是 一 个 代数 整数 , 则 对 某 个 ; > n 满足 一 个 形 如 (14.1.3) 的 方程 . 用 
g(z) 来 记 (14.1.3) 的 左边 , 根据 定理 237, 我 们 有 
g(z) = f(z)h(z), 
其 中 h(z) 的 次 数 是 j 一 n. 如 果 f(z) = aoz 十 …, 而 h(z) = hozi-" 十 .…, 我 们 就 
有 1 = aoho, 故 有 ao = 1. 这 就 完成 了 定理 236 的 证 明 . 


14.3 ”一 般 的 二 次 域 kh(Vm) 


现在 将 k(Vm) 中 的 整数 定义 为 属于 (Vm) 的 那些 代数 整数 . 本 章 以 及 第 15 
章 始 终 用 “整数 ” 来 表示 我 们 研究 的 特殊 域 中 的 整数 . 
根据 14.1 节 中 的 记号 , 设 
Ee a+bvVm 
c 
是 一 个 整数 , 这 里 可 以 假设 c > 0 以 及 (a,b,c) = 1. 如 果 5= 0, 则 上 = a/c 是 有 
理 数 , c = 1, 故而 = a 是 任意 的 有 理 整 数 . 如 果 b 承 0, 则 上 是 二 次 代数 数 . 于 
是 , 如 果 用 c2 来 除 (14.1.2), 就 得 到 一 个 首 项 系数 为 1 的 本 原 方程 .从 而 cl2a, 且 
c2|(a2 一 mb?). 如 果 d= (a,c), 由 于 m 没有 平方 因子 , 我 们 就 有 
dla2, dz|e2, d? (a? —mb?) 一 到 |mbz 一 dlb. 
但 是 (a,b,c) = 1, 故 有 d=1. 因为 cl2a, 所 以 有 c= 1 或 者 2. 
如 果 c = 2, 则 a 是 奇数 , 且 mb? = a? = 1 (mod 4), 所 以 5 是 奇数 , 且 
m 三 1 (mod 4). 这 样 一 来 , 我 们 必须 要 区 分 两 种 情形 . 
(i) 如 果 m 关 1(mod 4), 则 c=1, 且 k(Vm) 中 的 整数 就 是 
€ = a+bVm, 
其 中 a,b 是 有 理 整数 . 此 时 有 m = 2 或 者 m = 3 (mod 4). 
(i 如 果 mm = 1 (mod 和, 则 k(Vm) 中 的 一 个 整数 是 r = 3(V 均 一 1), 且 所 有 
整数 都 可 以 直接 用 这 个 r 来 表示 . 如 果 c = 2, 那么 就 有 a 和 ?是 奇数 , 且 
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at+bVm at+b 
~ 


帮 3 
2 
其 中 a1,b 是 有 理 整 数 . 如 果 c = 1， 
€=a+bVm=at+b+2br = a + 2br7, 

其 中 a1,by 是 有 理 整 数 . 因此 , 如 果 我 们 将 记号 稍 作 改 变 , 则 k(Vm) 中 的 整数 就 是 
形 如 a + br 的 数 , 其 中 a,b 是 有 理 整数 . 

定理 238 ” 当 站 三 2 或 者 m 三 3 (mod 4) 时 ,k(V) 中 的 整数 是 数 a 十 bVm. 
而 当 m 三 1 (mod 4) 时 ,k(Vm) 中 的 整数 是 数 

a+tbr =a+ db(Vm—1), 

无 论 哪 种 情形 , a 和 b 都 是 有 理 整 数 . 

域 h(i) 是 第 一 种 情形 的 一 个 例子 , 而 域 {VG= 可 } 则 是 第 二 种 情形 的 一 个 例 
子 . 在 后 一 种 情形 


+ 6b7 = a1+ (2b1 + 1)7, 


T= -3 BV =p, 
相应 的 域 与 k(p) 相同 . 如 果 (9) 中 的 整数 可 以 表示 成 w+ 59, 其 中 a 和 6。 取 饥 有 
理 整 数 , 那么 我 们 就 说 [1,9] 是 (3) 中 的 整数 的 一 组 基 (basis). 从 而 [Li 是 kGi) 中 
的 整数 的 一 组 基 , 而 [1,p] 则 是 k{ VG- 可 }》 中 的 整数 的 一 组 基 . 


14.4 ”单位 和 素 元 


k(Vm) 中 整除 性 、 因 子 、 单 位 以 及 素 元 的 定义 与 k(i) 中 的 相同 . 于 是 a 能 被 
整除 , 或 者 说 Bla , 指 的 是 如 果 存在 k(Vm) 中 的 整数 Y, 使 得 有 a = BY." 单 位 
则 是 1 的 因子 , 也 是 该 域 中 每 个 整数 的 因子 . 特别 地 , 1 和 -1 都 是 单位 . 数 ef 是 
& 的 相伴 数 , 素 元 是 只 能 被 单位 以 及 与 自己 相伴 的 数 整除 的 数 . 


定理 239 如果 sl 和 e2 是 单位 , 那么 sis 和 e1/e2 也 都 是 单位 . 
由 于 si 和 s2 是 单位 , 故 必 存 在 0 和 5 使 有 sl: = bszbz = 1, 且 


e1626162 = 1 一 cle2|1. 
故而 e162 是 单位 . 同样 6。 = 1/e2 也 是 单位 , 将 这 些 结果 组 合 起 来 可 得 , e1/e2 也 是 
单位 . 
称 E=7 一 sV 元 是 &=r+sVm 的 共 示 元 (conjugate). 当 m < 0 时 ,5 也 是 & 
在 分 析 意 义 下 的 共 轿 , 即 & 和 & 是 共 乞 复数 , 但 是 当 m > 0 时 意义 不 尽 相 同 . 
的 范 数 NE 定义 为 
NE = €€= (r+sVm)(r — svVm) = 7 — ms?. 


@ 如 果 a 和 有 是 有 理 整数 , 那么 7 是 有 理 数 , 从 而 也 是 有 理 整数 , 所 以 此 时 Bla 在 大 {VGC} 
( 疑 为 k(VTm) 之 笔 误 一 一 译 者 注 ) 中 的 含义 与 在 (1) 中 的 含义 相同 . 
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如 果 是 一 个 整数 , 则 NE 是 一 个 有 理 整 数 . 如 果 m = 2 或 者 m=3 (mod 4), 且 
E=a+bvm, 则 有 NE =a? 一 mb?; 如 果 m 三 1 (mod 4), 且 €=a+bw, 则 有 


LN 
Ne= (a-$) -am 


在 复 域 中 范 数 是 正 数 , 但 在 实 域 中 范 数 并 不 一 定 都 是 正 数 . 在 任何 情况 下 都 有 N(é7) 
= NENn. 

定理 240 ”单位 的 范 数 是 土 1, 每 一 个 范 数 等 于 士 1 的 数 都 是 单位 . 

因为 

(a) ell 一 6=1 — NeN6=1 一 Ne= 士 1; 

(b) £&€= NE=+1 — €l1. 

如 果 m < 0, m = - 必 那么 方程 

az 二 Ab2=1 [m=2,3 (mod 4)] 


= ee! b=1 [m=1 d 4)] 
a-3 HA = m = 1 (mod 4) 


只 有 有 限 多 组 解 . 在 k(i) 中 其 解数 为 4, 在 k(p) 中 其 解数 为 6, 而 在 其 他 情形 其 解 
数 为 2, 这 是 因为 当 p >3 时 
Qa= 士 1] b=0 

是 仅 有 的 解 . 

如 同 我 们 一 会 儿 在 k(V3) 中 就 会 看 到 的 那样 , 在 实 域 中 有 无 穷 多 个 单位 . 

在 实 域 中 NE 可 以 是 负数 , 但 是 

Mé = |Nél 

是 一 个 正 整 数 , 除非 = 0. 这 样 一 来 , 重复 12.7 节 中 的 讨论 , 并 在 实 域 的 情形 用 
ME 来 代替 NE, 就 得 到 : 


定理 241 范 数 是 有 理 素数 的 整数 是 素 元 


定理 242 ” 非 零 非 单位 的 整数 可 以 表示 成 素 元 的 乘积 . 
表达 式 的 唯一 性 问题 仍 未 解决 . 


14.5 ”k(V2) 中 的 单位 


当 m=2 时 ， 
NE =a? — 2b? 
且 
a2 一 202 = 一 1 
有 解 1, 1 和 -1, 1. 从 而 
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w=1+Vi, wl=-m=-1+V2 
是 单位 . 由 此 根据 定理 239 即 得 , 所 有 的 数 
+w", tw-", (n=0,1,2,.…) (14.5.1) 


都 是 单位 . 有 这 样 的 单位 存在 , 它们 兼 有 两 种 符号 , 可 以 大 到 我 们 想 要 的 任意 大 , 也 
可 以 小 到 我 们 想 要 的 任意 小 . 


定理 243 ” 数 (14.5.1) 是 k(V3) 中 仅 有 的 单位 . 


(i) 首先 证 明 在 1 和 w 之 间 没 有 单位 e. 如 果 它 们 之 间 有 单位 , 就 应 该 有 
1<z+yvV5=e<1+V5 
以 及 
z2 -- 2y2 = 士 1， 
所 以 
-1<z 一 yV5 < 1， 
0<2r<2+V2. 
于 是 z=1 且 1<1+yV3<1+V2, 对 于 整数 y 这 是 不 可 能 的 . 
(i 如 果 e > 0, 那么 , 对 某 个 整数 n, 或 者 有 < = w", 或 者 有 
wr <E<wn+l. 
在 后 一 情形 中 , 根据 定理 239 可 知 w-"e 是 一 个 单位 , 且 它 位 于 1 和 w 之 间 . 这 与 
(i) 矛盾 . 于 是 , 每 个 正 的 。 都 是 某 个 w". 由 于 当 = 是 一 个 单位 时 , -< 也 是 一 个 单 
位 , 这 就 证 明了 定理 . 由 于 Nw = -1 Nw? = 1, 我 们 附带 证 明了 
定理 244 zx? 一 2y? = 1 的 所 有 的 有 理 整 数 解 由 
Zz+yV5= 十 (1+V3)2n 
给 出 .而 
z2—2y?=—1 
的 所 有 的 有 理 整 数 解 由 
z+YyVD= +(1 十 VI)2n+1 
给 出 , 其 中 的 n 是 有 理 整 数 . 
方程 za - my? = 1 恒 有 无 穷 多 个 解 , 这 些 解 均 可 通过 ym 的 连 分 数 求 出 , 其 
中 m 是 一 个 正 数 , 且 非 平方 数 . 此 时 
到 
V5=1+ pi 
其 周期 的 长 度 是 1, 相应 的 解 特别 简单 . 如 果 它 的 渐 近 分 数 是 
(n= 0,1,2,.…), 


UL 
-I 


那么 pn,qn 以 及 
Gn = pnt+qgnV2, Yn=pn— gnV2 
都 是 
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Tn = 2zn-1l 十 Zn-2 


的 解 . 由 
各 =， 和 =w2， 加 = 一 or1， 办 一 wo 
以 及 
on 2 to, no) (ont 
推出 , 对 所 有 n 皆 有 
Gn = wt wn = (ww)-"l. 
于 是 有 


pn = 3 {un"+l + (-w)-"-1} = 3 {(1+ V2)"t! + (1 — Va)"+1}, 


和 Von (0) } = Va{( + VD (1 vant) 
以 及 
D2 — 2q92 = 各 加 = (~—1)"™+1. 
部 入 让 z? 一 2y? = 1 的 解 , 而 偶 次 的 渐 近 分 数 给 出 z? -2y? = -1 的 


如 果 z2 一 2y? =1 且 z/y > 0, 则 有 
过 1 1 二 
< 2 y(z +yV2) y:2yV2 2y3" 
于 是 根据 定理 184 知 , z/y 是 一 个 渐 近 分 数 ， 这 些 渐 近 分 数 也 给 出 另 一 个 方程 的 
所 有 的 解 , 但 这 点 证 明 起 来 不 太 容易 . 一 般 来 说 , V7 的 渐 近 分 数 中 只 有 一 些 给 出 
k(Vm) 中 的 单位 . 


14.6 ”基本 定理 不 成 立 的 数 域 


算术 基本 定理 在 k(1),k(i), k(p) 中 均 成 立 , 在 k(V2) 中 也 成 立 (虽然 我 们 尚未 
证 明 这 一 点 ). 在 进一步 研究 之 前 , 重要 的 是 通过 例子 指出 , 基本 定理 并 不 是 在 每 一 
个 k(Vm) 中 都 成 立 . 最 简单 的 例子 是 m = -5 以 及 ( 实 域 中 的 )m = 10. 
(i) 由 于 -5 三 3 (mod 4),k(V-5) 中 的 整数 是 + 5V=5. 容易 验证 , 四 个 数 
2,3,1+V-5, 1— vV-5 
是 素 元 . 从 而 
1+V-5= (a+bV-5) (c+dv-5) 
蕴含 
6= (a?+ 562)(c + 5d2), 
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且 如 果 没 有 一 个 因子 是 单位 的 话 , 则 a? + 502 必定 是 2 或 者 3. 由 于 2 和 3 都 不 是 
这 种 形状 的 数 , 故而 1 + V=5 是 素 元 , 其 他 的 数 也 可 以 类 似 地 被 证 明 是 素 元 . 但 是 
6=2x3=(1+V-5) (1— vV-5), 

从 而 6 有 两 种 不 同 的 分 解 成 素 元 乘积 的 方式 . 
(ii) 由 于 10 三 2 (mod 4), 故 k(V10) 中 的 整数 是 + 5VI0. 此 时 
6=2x3=(4+Vi0(4- ViID)， 
又 再 次 容易 证 明 这 里 的 四 个 因子 皆 为 素 元 .比方 说 ， 
2= (ae+bVi0)(c+dVi0) 
蕴含 
4= (a2 一 10b2)(c2 — 10d2)， 
而 如 果 其 中 无 论 哪 一 个 因子 都 不 是 单位 , 那么 a? - 1022 必定 是 土 2. 而 这 是 不 可 能 
的 , 因为 +2 中 任意 一 个 数 都 不 是 10 的 二 次 剩余 .? 
基本 定理 在 这 些 域 中 的 失效 涉及 k(1) 的 算术 中 某 些 起 中 心 作用 的 定理 的 失效 . 
从 而 , 如 果 a 和 8 是 k(1) 中 的 整数 , 它们 没有 公约 数 , 则 存在 整数 和 和 / 使 得 
aA+Bu=1. 
这 个 定理 在 k (V5) 中 不 成 立 . 例如 , 假设 a 和 6 是 素 元 3 和 1+ V-5. 那么 
3(at+bV-5)+(1+V-5) (c+dV/-5) = 


就 草 含 
3a+c—5d=1, 3b+c+d=0,， 
所 以 有 
3a 一 3 一 6d = 1 
而 这 是 不 可 能 的 . 


14.7 复 Euclid 域 


单 域 (simple feld) 是 基本 定理 在 其 中 成 立 的 域 . 单 域 中 的 算术 遵 特 有理数 算术 
的 运算 法 则 , 而 在 其 他 情形 中 则 需要 建立 新 的 基础 . 确定 所 有 单 域 相当 困难 , 虽然 
Heilbronn 已 经 证 明了 : 当 m 为 负数 时 , 单 域 的 个 数 有 限 . 但 对 此 问题 至 今 尚未 找 
到 完全 的 解答 . 

我 们 通过 在 k(i) 和 k(p) 中 建立 一 个 与 在 k(1) 中 的 Euclid 算法 类 似 的 算法 ， 
证 明了 在 k(i) 和 k(p) 中 基本 定理 成 立 . 一 般 地 说 , 假设 命题 

(已 ) “给 定 整 数 了 和 ,其 中 1 关 0, 则 存在 一 个 整数 ,使 得 

TY= Ai 十 3， Nyal < Nm” 


@® 12, 22,32, 42, 52, 62, 72, 82,92 = 1, 4,9,6,5,6,9,4,1 (mod 10). 
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在 k(Vm) 中 为 真 . 这 正 是 我 们 在 定理 216 以 及 定理 219 中 对 于 k(i) 和 k(p) 所 证 
明 的 结论 . 不 过 我 们 已 经 用 |N7Y| 来 代替 NY, 以 便 能 将 实 域 包含 在 内 . 此 时 就 说 在 
k(Vm) 中 有 Euclid 算法 存在 , 或 者 说 这 种 域 是 欧 氏 域 (Euclidean field). 
这 样 一 来 , 我 们 就 可 以 重复 12.8 节 和 12.9 节 中 的 讨论 (用 |Ny| 来 代替 N?)， 
从 而 得 到 
定理 245 ”基本 定理 在 任何 欧 氏 域 中 成 立 . 
这 个 结论 不 仅仅 局 限于 二 次 域 , 但 是 也 只 有 在 二 次 域 中 我 们 才 定 义 了 NY, 而 
且 能 够 精确 地 表述 它 . 
(已 ) 显然 与 下 列 命题 等 价 : 
(BB') “给 定 (Vm) 中 任意 的 (整数 或 者 非 整数 的 )5, 则 存在 一 个 整数 «, 使 得 
ING— 6) < T， (14.7.1) 
现在 假设 有 
6=r+sVm, 
其 中 + 和 s 是 有 理 数 . 如 果 m 关 1 (mod 4), 那么 
k= 2+YyVm, 
其 中 > 和 y 是 有 理 整数 , 且 (14.7.1) 就 是 
Ir-—z)? -ms—y|<1. (14.7.2) 
如 果 m 三 1 (mod 4), 那么 
乒 一 了 十 十 By(VmD)=2+ By + ym 
其 中 z 和 vw 是 有 理 整数 , 且 (14.7.1) 就 是 
(r 一 zZ 一 3 一 m(s 一 3 于 (14.7.3) 


当 m= -/ < 0 时 , 容易 确定 出 对 于 任意 的 7,s 和 适当 的 zx,y 这 些 不 等 式 能 够 
成 立 的 那些 域 . 


定理 246 ”惟有 5 个 复 的 二 次 欧式 域 , 即 是 与 
m= 一 1 一 2, 一 3, 一 7, 一 11 


对 应 的 域 . 
分 两 种 情形 讨论 . i 
(iD 当 m 半 1 (mod 4) 时 , 我 们 在 (14.7.2) 中 取 7= 5 = 且 要 求 
3 *， jn < 
这 也 就 是 要 求 y < 3, 从 而 =1 和 j=2 是 仅 有 的 可 能 的 情形 . 在 这 些 情形 下 , 对 
于 任何 > 和 s, 取 > 和 是 最 接近 于 7 和 s 的 整数 , 则 我 们 显然 能 满足 (14.7.2). 


GD14.3 节 中 的 形式 , 用 十 y 和 y 分 别 代替 a 和 6b. 
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他) 当 普 = 1 (mod 4) 时 , 在 (14.7.3) 中 取 r = be= 


EI 


1 1 
16 于 164 二 二 
由 于 三 3 (mod 4), 4 的 仅 有 的 可 能 值 是 3, 7, 11. 给 定 s, 则 存在 y 使 


1 
l2s -yl < 5; 
又 存在 一 个 z 使 得 
re 
这 样 就 有 
(= 和 -m (sy) | < 
2 2 4 16 16 


从 而 当 /有 问题 中 所 说 的 三 个 值 中 的 一 个 时 , (14.7.3) 就 可 以 得 到 满足 . 
还 有 像 上 (V=19) 和 k(V-43) 这 样 的 单 域 , 它们 并 没有 Euclid 算法 . 这 个 条 
件 对 于 单 域 来 说 只 是 充分 的 ,而 不 是 必要 的 . 恰 有 9 个 复 的 二 次 单 域 , 也 即 它们 对 
应 于 
m= 一 1, 一 2, 一 3, 一 7, 一 11, —19, —43, —67, —163. 


14.8 实 Euclid 域 


有 Euclid 算法 的 实 域 的 个 数 更 多 一 些 . 


定理 247* 当 
m = 2,3, 5,6,7, 11, 13, 17, 19, 21, 29, 33, 37, 41, 57, 73 
时 ,以 (V 砚 ) 是 Euclid 域 , 此 外 没有 其 他 的 正 整 数 m 能 使 它 是 Euclid 域 . 
当 m=2 或 者 m=3 时 (14.7.2) 显然 可 以 满足 , 这 是 因为 我 们 可 以 选取 z 和 
yy 使 得 |r 一 z| < 1/2 和 |s 一 y| < 1/2. 于 是 k(V3) 和 k(V3) 都 是 Euclid 域 , 从 而 
都 是 单 域 . 这 里 不 能 证 明定 理 247, 不 过 我 们 要 来 证 明 
定理 248 。 当 m = 2,3,5,6,7,13,17,21,29 时 ,k(VTm) 是 Buclid 域 . 


如 果 记 


A=0, n=m [m# 1(mod 4)]， 


1 1 
=3 n=4m Ilm= 1(mod 4)], 
又 在 m 三 1 时 用 s 代替 2s, 那么 就 能 将 (14.7.2) 和 (14.7.3) 组 合成 下 述 形式 ;: 


I(r—z— My)?—n(s -yl<1l. (14.8.1) 
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假设 在 k(ym) 中 不 存在 Euclid 算法 . 那么 对 于 某 些 有 理 数 7,s 以 及 所 有 整数 
Zz,y(14.8.1) 不 成 立 . 可 以 假设 ? 


1 1 
0<r<5 0<s<s. (14.8.2) 


于 是 就 有 一 对 满足 (14.8.2) 的 7,s 存在 , 使 得 下 面 两 式 中 总 有 一 个 对 每 一 对 zx,y 为 
真 : 
[P(z,9)] (r—z— MX) >1+n(s—y), 
[IN(z,9)] n(s—y)?>1+(r -27— My)?. 
将 要 用 到 的 一 些 特 殊 的 不 等 式 是 
[P(0, 0)] 72 > 1+ns2, [N(0,0)] ns? > 1+r2， 
[P(1,0)] (1—r)?>1+ns,  [N(1,0)] ns? >1+(1—r)?, 
[P(-L,0)(1+7)?>1+ns, [N(-10)jns2 > 1+(1+r)2. 
这 几 对 不 等 式 中 的 每 一 对 不 等 式 中 , 至 少 有 一 个 不 等 式 对 于 某 对 满足 (14.8.2) 的 7 
和 s 为 真 . 如 果 r = s = 0, 则 P(0,0) 和 N(0,0) 两 者 均 不 成 立 , 从 而 就 排除 了 出 现 
这 种 情形 的 可 能 性 . 
由 于 7 和 s 满足 (14.8.2), 且 两 者 不 同时 为 0, 故而 P(0,0) 和 P(1,0) 均 不 真 ， 
从 而 N(0,0) 和 N(1,0) 为 真 . 如 果 P( 一 1,0) 为 真 , 那么 N(1,0) 和 P(-1,0) 就 会 给 
出 


> 
> 


(1+7)? >1+ns? >2+(1—7)?, 
所 以 有 4r > 2. 由 此 并 根据 (14.8.2) 就 会 得 出 > = 3 以 及 ms? = 3 但 这 是 不 可 能 


@ 很 容易 看 出 , 当 mm 关 1( mod 4) 时 , (14.8.1) 的 左边 就 是 
I(r —z)? — m(s 一切? 
可 以 假设 (14.8.2) 成 立 , 理由 是 : 如 果 用 
ETr+u, ET+uU, E25+v, E2y+v 


来 代替 


si 
(其 中 El 与 ea 中 每 一 个 数 均 取 1 或 者 -1, 而 u 和 v 都 是 整数 ), 则 |(r 一 z)2 一 m(s 一 y)?| 并 
不 改变 . 因而 我 们 总 可 以 选取 e1,e2,u,v 使 得 e17 十 u 和 eas 十 v 处 在 0 与 去 之 间 (区 间 端 点 包 
会 在 内 ). 当 m = 1 (mod 4) 时 , 情况 要 稍微 复杂 一 些 . 此 时 (14.8.1) 的 左边 是 


| 一 一 3 号 jms -|. 
这 个 表达 式 在 将 7,z, s,y 分 别 替换 成 以 下 诸 个 代 换 的 任何 一 个 代 换 下 都 将 保持 不 变 


(1) ertu, ezt+u, els, ely; 

(2) r, zo s+2v, y+2v; 

(3) rT, z+Y, -ss, —y; 

(4) 1/2—r, -z, 1-s, 1-y. 

首先 利用 (1) 使 得 0 < r < 1/2, 然后 利用 (2) 使 得 -1 < s < 1, 接着 , 如 果 需 要 的 话 , 再 利用 
(3) 使 得 0 < s < 1. 如 果 此 时 已 经 有 0 < s < 1/2, 则 整个 约 化 的 步骤 就 完成 了 . 如 果 有 1/2 < s， 
< 1 我 们 就 利用 (4) 来 作为 结束 . 这 是 因为 , 如 果 > 处 在 0 和 1/2 之 间 , 则 1/2 一 亦 然 , 从 而 可 
以 做 到 这 点 . 
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的 . ?所 以 P(-1,0) 不 成 立 , 于 是 W(-1,0) 为 真 . 这 就 给 出 ns? > 1+ (1+r)2 > 2， 
这 与 (14.8.2) 一 起 就 给 出 n > 8. 
由 此 推出 , 在 ”< 8 的 所 有 情形 都 有 Euclid 算法 存在 , 这 些 正 是 定理 248 中 所 
列举 的 情形 . 
当 m = 23 时 没有 Euclid 算法 . 取 r= 0,s = 贡 , 那么 (14.8.1) 就 是 
|23z2 — (23y — 7)?| < 23. 
由 于 
€ = 23z2 -- (23y 一 7)2 = -49 三 -3 (mod 23), 
故而 必定 等 于 -3 或 者 20, 然而 容易 看 出 , 这 些 假设 中 的 任何 一 个 都 是 不 可 能 的 . 
例如 , 假设 有 
E= 23X2 一 Y2 = 一 3. 
那么 无 论 X 还 是 Y 都 不 可 能 被 3 整除 , 且 有 
X2 三 1 Y?=1, €=22=1 (mod 3) ， 
这 是 一 个 矛盾 . 
域 :(V33) 尽管 不 是 Euclid 域 , 但 它 仍 是 单 域 . 然而 这 里 不 能 证 明 这 个 结论 . 


14.9 实 Euclid 域 ( 续 ) 


证 明 除了 定理 247 中 所 列 出 的 那些 正 整数 以 外 , 对 其 他 所 有 的 正 整数 m, k(V7m) 
都 不 是 Euclid 域 , 与 对 于 m 的 某 些 特殊 值 来 证 明 上 (Vm) 是 Euclid 域 相 比 , 自然 
是 更 加 困难 的 事 . 在 这 方面 , 我 们 只 来 证 明 : 


定理 249 “ 实 Euclid 域 k(V 均 ) 的 个 数 有 限 , 其 中 m 三 2 或 者 3 (mod 4). 


假设 K(V 页 ) 是 Euclid 域 , 且 m 关 1 (mod 外. 在 (14.7.2) 中 取 > = 0 以 及 
s = tj/m, 其 中 t 是 一 个 待定 的 整数 . 那么 , 就 存在 有 理 整 数 z,y, 使 得 


2-n(o-#) | |(my—t)?—mz?)<m. 


由 于 
(my —t)? — mz? = (mod m), 
故 存在 有 理 整 数 x,z 使 得 


22—mz?=t2 (mod m), |22 —mz?|<m. (14.9.1) 


假设 s = p/g, 其 中 (p,q) = 1. 如 果 m 关 1(mod 4), 则 有 m=n, 且 
dmp? = 592. 
因此 有 p2 |5, 从 而 有 p = 1, 且 有 g?|4m. 但 mm 没有 平方 因子 , 且 0 < s < 1/2. 从 而 有 9 二 2,8= 
1/2 以 及 m = 5=1 (mod 4), 这 是 一 对 了 矛盾. 
如 果 m 三 1 (mod 4), 则 有 mm = 4n 以 及 
mp? = 592， 
由 此 我 们 得 出 p = 1,9 = 1, s = 1, 而 这 与 (14.8.2) 矛盾 . 
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如 果 m = 3 (mod 4), 则 选择 一 个 奇 整数 t, 使 得 
5m <t? < 6m, 
如 果 mm 足够 大 , 那么 一 定 可 以 做 到 这 一 点 . 根据 (14.9.1), z? - mz2 等 于 如 一 5m， 
或 者 等 于 2 - 6m, 故而 下 面 两 式 
-z=m(5—7), -z=m(6— 7’) (14.9.2) 
中 必 有 一 个 为 真 . 但 对 模 8 而 言 有 
妇 三 1，z2,z2 = 0, 1 或 者 4，mm = 3 或 者 7， 
妇 一 22 = 0,1 或 者 5， 
5 一 z? = 1,4 或 者 5， 6 一 z? = 2,5 或 者 6， 
m(5 一 z2) = 3, 4 或 者 7， m(6 - z2) = 2,3,6 或 者 7， 
然而 , 不 论 如 何 选择 剩余 , (14.9.2) 中 的 式 子 都 是 不 可 能 成 立 的 . 
如 果 m = 2 (mod 4), 则 选择 t 是 一 个 奇 整 数 , 使 得 
2m < 妇 < 3m, 
如 果 m 足够 大 , 我 们 是 办 得 到 这 一 点 的 . 在 这 种 情况 下 , 下 面 两 式 
-z=m2—7), -z=m3—7r?) (14.9.3) 
中 必 有 一 个 为 真 . 但 对 模 8 而 言 有 m = 2 或 者 6, 所 以 
2 - zx2 三 1,2 或 者 6， 3 一 x? = 2,3 或 者 7， 
m(2 一 22) 三 2,4 或 者 6， m(3 - z2) = 2, 4 或 者 6， 
从 而 (14.9.3) 中 的 式 子 都 是 不 可 能 成 立 的 . 
于 是 , 如 果 m = 2 或 者 3 (mod 4), 且 如 果 m 足够 大 的 话 , 那么 , k(Vm) 不 可 
能 是 Euclid 域 . 这 就 是 定理 249. 当然 , 同样 的 结论 对 于 m = 1 依然 成 立 , 不 过 它 
的 证 明 要 困难 得 多 . 


本 章 附 注 


自从 此 书 初始 写成 以 来 , 这 一 章 中 的 术语 和 记号 已 经 过 时 .特别 是 现在 习惯 于 用 Q (m)， 
而 不 再 用 大 (mm), 且 将 单位 写 为 “units”, 而 不 再 用 “unities” 表示 . 此 外 , 我 们 通常 说 一 个 域 的 
整数 环 是 一 个 “唯一 分 解 整 域 ', 而 不 再 把 这 样 的 域 称 为 “ 单 ( 域 )”. 本 章 第 7 节 中 的 性 质 (E) 
现在 一 般 说 成 : 这 个 域 是 “ 赋 范 Euclid( 域 )”. 我 们 称 一 个 域 (或 者 它 的 整数 环 ) 是 “Euclid 的 ”， 
如 果 存 在 一 个 无 论 什么 样 的 函数 小 它 在 这 个 域 的 非 零 整数 上 有 定义 并 取 正 整数 值 , 且 有 以 下 
两 个 性 质 : 

(i) 如 果 7 和 ?2 是 非 零 整数 , 且 |mz, 那么 9 (m1) < 9 (92)- 

(ii 如 果 m 和 ?2 是 非 零 整数 , 且 yi /2, 那么 存在 一 个 整数 , 使 得 % (Ti 一 yz2) < 由 (72). 

在 这 一 章 注释 的 剩余 部 分 , 我 们 将 对 Euclid 域 的 这 两 个 概念 遵循 这 一 术语 . 

14.1 节 至 14.6 节 .， 二 次 域 的 理论 在 Bachmann 的 Grundlehren der meueren Zahlen- 
坝 eorie(G6schens Lehrbiicherei，no。 3， 第 2 版 ，1931 年 ) 以 及 Sommer 的 Vorlesungen 
iiber Zahlentheorie 这 两 部 著作 中 有 详尽 的 阐述 ，Sommer 的 书 有 一 个 法 文 译本 ,这 本 书 的 标 
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题 是 Introduction i la théorie des nombres algEbrigues(Paris, 1911 年 ); 而 在 Reid 的 The ele- 
ments of the theory of algebraic numbers(New York, 1910 年 ) 一 书 中 有 关于 这 个 理论 的 更 为 
初等 的 说 明 , 其 中 还 有 许多 数值 例子 . 

14.5 节 . 方程 rz - my? = 1 通常 称 为 Pell 方程 , 但 是 这 种 叫 法 实际 上 是 一 种 误解 . 见 
Dickson, History, ii, 第 12 章 , 尤其 是 第 341 页 、 第 351 页 以 及 第 354 页 . 在 Whitford 的 The 
Pell equation(New York, 1912 年 ) 一 书 中 有 关于 这 个 方程 的 历史 的 完整 的 说 明 . 

14.7 节 . 一 般 来 说 , 定理 245 对 于 Euclid 域 为 真 , 而 不 仅仅 是 对 赋 范 Euclid 域 成 立 . 这 
可 以 用 12.8 节 和 12.9 节 的 方法 证 明 . 定理 246 称 为 赋 范 Euclid 性 质 , 但 事实 上 不 再 有 其 他 
的 复 二 次 Euclid 域 了 (即使 采用 这 些 注释 开始 时 所 给 出 的 更 宽泛 的 定义 亦 然 ), 见 Samuel(J 
Algebra, 19 (1971) 282-301). 

Heilbronn 和 Linfoot(Quarterly Journal of Math. (Oxford), 5 (1934), 150-160 以 及 
293-301 页 ) 证 明了 : 除了 14.7 节 末 尾 所 列举 的 那些 复 的 二 次 单 域 之 外 , 最 多 还 有 一 个 复 的 二 
次 音域. Stark[Michigan Ma 圾 .J. 14(1967), 1-27] 证 明了 : 这 个 额外 的 域 并 不 存在 . Baker( 第 
5 章 ) 则 运用 他 的 超越 数 方法 证 明了 同样 的 结果 . 

对 于 这 个 问题 Heegner(Math，2Zeit. 56 (1952), 227-253) 早先 所 用 的 一 种 方法 原先 被 认 
为 是 有 缺陷 的 , 但 后 来 人 们 发 现 它 是 非常 正确 的 . 

14.8 节 至 14.9 节 . 定理 247( 它 们 称 为 赋 范 Euclid 域 ) 本 质 上 属于 Chatland 和 Davenport 
[Canadian Journal of Math.2 (1950), 289-296]. Davenport [Proc. London Math. Soc. (2) 
53 (1951), 65-82] 证 明了 : 如 果 m > 214 = 16 384, 那么 上 (Vm) 不 可 能 是 赋 范 Euclid 域 , 他 
是 把 定理 247 的 证 明 转 化 为 对 于 有 限 多 个 m 的 值 的 研究 . Chatland [Bulletin Amer. Math. 
Soc，55 (1949), 948-953] 对 于 早先 的 结果 给 出 了 一 系列 的 参考 文献 ， 其 中 包括 有 人 错误 地 宜 
布 k(V 弛 ) 是 赋 范 Euclid 域 的 这 个 结果 . Barnes 和 Swinnerton-Dyer [4cta Math. 87 (1952)， 
259-323] 证 明了 : 实际 上 , k(V97) 不 是 赋 范 Buclid 域 . 

我 们 对 定理 248? 的 证 明 属于 Oppenheim, Math，Annalen, 109 (1934), 349-352, 而 定理 
249 的 证 明 则 属于 B. Berg, Fysiogr，Sillsk，Lund，Forh、5 (1935), 1-6. 这 两 个 定理 都 与 赋 
范 Euclid 性 质 有 关 . 

Harper(Canad. J. Math. 56 (2004), 55-70) 证 明了 : 域 上 (V14) 是 Euclid 域 , 因此 它 的 
整数 满足 基本 定理 ,虽然 它 并 不 是 赋 范 Euclid 域 . 猜想 有 无 穷 多 个 实 二 次 域 有 唯一 分 解 性 质 ， 
且 它 们 全 都 是 Euclid 域 , 虽然 只 有 在 定理 247 中 列 出 的 那些 域 才能 是 赋 范 Euclid 域 . 

当 p 是 素数 时 , 似乎 有 一 大 批 数 域 (VP) 具有 唯一 分 解 性 质 ， 的 确 , Cohen 与 Lenstra 
(Number. Theory, Noordwijkerhout 1983, Springer Lecture Notes in Math. 1068, 33-62) 所 
做 的 探索 性 研究 导致 一 个 精确 猜想 , 此 猜想 表明 : 有 唯一 分 解 性 质 的 (VF) 在 素数 中 渐 近 地 
占有 一 个 正 的 比例 . 

我 们 希望 有 无 穷 多 个 实 二 次 域 具有 唯一 分 解 性 质 . 然而 , 如 果 仅 限 于 讨论 只 有 很 小 的 非 平 
凡 单 位 的 无 平方 因子 整数 m, 那么 情形 会 发 生变 化 . 例如 , 对 于 形 如 m = 4r? + ! 的 无 平方 因 
子 数 m, 它 有 一 个 “小 的 ”单位 2m + VT, Bir6( 4cta Arith. 107(2003),179-94) 已 经 证 明了 : 
在 这 种 情形 下 , 当 且 仅 当 7 = 1，2，3，5, 7 以 及 13 时 , 我 们 得 到 唯一 分 解 整 域 . 


Q@ 此 处 原 书 第 6 版 误 写成 “定理 249”, 而 原 书 第 5 版 则 是 “定理 248”, 我 们 认为 第 5 版 是 正确 的 . 
一 一 译 者 注 
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15.1 kk(i) 中 的 素 元 


在 这 一 章 里 , 我 们 首先 来 确定 kGi) 中 的 素 元 以 及 其 他 几 个 二 次 单 域 

如 果 x 是 上 (Vm) 中 的 素 元 , 那么 r|Nr = 77, 且 IN7|. 于 是 就 存在 正 有 理 
整数 能 被 r 整除 . 如 果 z 是 具有 此 性 质 的 最 小 的 整数 , 且 有 z = z1z2, 由 于 这 个 域 
是 单 域 , 故 有 


Tlziz2 一 Tlz 或 者 r|lza， 
但 除非 2 或 者 zo 是 1, 否则 这 是 一 个 矛盾 , 从 而 z 是 一 个 有 理 素数 . 于 是 r 至 少 
整除 一 个 有 理 素数 p. 如 果 它 能 整除 两 个 有 理 素数 ， 比 方 说 整除 p 和 p', 那么 对 于 
某 组 合适 的 > 和 yw 就 有 
lp, rlp’ = Tlpz -py=1, 
这 是 一 对 矛盾 . 
定理 250 单 域 k(Vm) 的 任何 一 个 素 元 都 恰 是 某 一 个 正 有 理 素数 的 因子 . 


于 是 单 域 的 素 元 可 以 通过 在 有 理 数 域 中 的 因子 分 解 来 确定 . 
首先 考虑 k(i). 如 果 


T=at+bilp "A=p, 


那么 
NaNA=p. 
我 们 或 者 有 NA = 1, 此 时 和 是 一 个 单位 , 而 r 是 p 的 一 个 相伴 数 , 或 者 有 
Nr=a+b=p. (15.1.1) 
人 如 果 p=2, 则 有 


p=12+12= (1+)(1 i) =i(1 — 1)?. 

从 而 诸 数 1+i, 一 1 +i, 一 1 一 i,1 一 i (它们 是 相伴 数 ) 都 是 kGi) 中 的 素 元 . 

(ii) 如 果 p = 4n+3, 则 (15.1.1) 是 不 可 能 成 立 的 , 这 是 因为 平方 数 同 余 于 0 或 者 
4 (mod 4). 从 而 素数 4n + 3 是 k(i) 中 的 素 元 . 

(ii) 如 果 p =4n+1, 则 由 定理 82 有 (了 寻 ) = 1 故 存在 z 使 得 

plz2+1, pl(z+i)(z—i). 
如 果 p 是 k(i) 中 的 一 个 素 元 , 它 就 会 整除 z+i, 或 者 整除 zi, 然而 这 是 错误 的 , 因 
为 数 
zi 

pp 
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不 是 整数 . 因此 p 不 是 素数 . 由 此 推出 p = 7 和 , 其 中 =a+ 有 入 =a 一 大 从 而 有 
Nr 二 2 十 中 =p. 此 时 , p 可 以 表示 成 两 个 平方 数 之 和 . 
7 的 素 因子 是 

nT in nin, A A -A -i, (15.1.2) 
而 且 这 些 数 中 的 任何 一 个 数 都 可 以 用 来 代替 r.， 这 八 个 变形 的 数 对 应 下 面 这 八 个 
等 式 

(+a)? + (+6)? = (4+6)? + (ta)? =p. (15.1.3) 

又 如 果 有 p = 2 十, 那么 就 有 c+idlp, 从 而 c 十 过 就 是 (15.1.2) 中 的 诸 数 之 一 . 
于 是 , 除了 这 几 种 变形 的 数 之 外 , p 表示 成 平方 和 的 表示 法 是 唯一 的 . 


定理 251 有 理 素数 p= 二 4n 十 1 可 以 表示 成 两 个 平方 数 o2 十 了 之 和 . 


定理 252 。 k(i) 中 的 素 元 是 : 

(1) 1+i 以 及 它 的 相伴 数 ; 

(2) 有 理 素数 4n 十 3 以 及 它们 的 相伴 数 ; 
(3) 有 理 素数 4n 十 1 的 因子 a 十 扩 . 


15.2 kk(i) 中 的 Fermat 定理 


作为 k(i) 中 算术 的 一 个 描述 , 我 们 选取 与 Fermat 定理 类 似 的 一 个 结果 . 我 们 
只 考虑 与 定理 71 类 似 的 结果 , 而 不 考虑 与 更 一 般 的 Fermat-Euler 定理 类 似 的 结果 . 
在 此 , 值得 复述 的 是 : 当 我 们 在 一 个 域 k() 中 讨论 问题 时 , Yl(a - DB) 以 及 
a=B (mod 7) 
的 含义 就 是 a 一 8 = km, 其 中 上 是 这 个 域 中 的 一 个 整数 . 
我 们 分 别 用 p 和 4 来 记 形 如 4n+1 和 4n+3 的 有 理 素数 , 而 用 7 来 记 k(i) 中 
的 素 元 . 我 们 仅 限于 研究 (2) 和 (3) 这 两 种 类 型 的 素 元 , 即 范 数 是 奇数 的 素 元 . 从 
而 r 是 某 个 q, 或 者 是 某 个 p 的 一 个 因子 . 记 p(n) = Nr 一 1, 则 有 
$=p-1 (rlp), $7) =-1 (r=9). 
定理 253 ”如 果 (ar) = 1 那么 a?(") 三 1 (mod 7). 
假设 a = ! +im. 那么 , 根据 定理 75 知 , 当 rlp 时 有 这 =i 以 及 
op = (L+im)? = 1 + (im)? = I? + im? (mod Dp). 
故而 由 定理 70 有 az = 1+ im = a (modp). 同样 的 同 余 式 对 于 mod x 也 为 真 , 从 
而 可 以 去 掉 因 子 a 
当 r=qd 时 ,有 ia= =i 以 及 
aa =(l+im) = -im =1-im= a (mod 9). 
类 似 地 , aa = a, 从 而 


ar =a, ar-l=1 (modg). 
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这 个 定理 也 可 以 按照 与 6.1 节 中 的 证 明 对 应 的 路 线 加 以 证 明 .比方 说 , 假设 

不 =a 十 负 |p. 那么 数 
(a+bi)(c+di) = ac— bd+i(ad+ bc) 

就 是 r 的 一 个 倍数 . 而且, 由 于 (a,5) = 1, 故 可 以 选取 c 和 d, 使 得 ad+bc=1. 于 
是 存在 一 个 s 使 得 rls+i. 

现在 考虑 诸 数 

r=0,1,2,.…, Nr—l=a+b—1, 
它们 显然 是 不 同 余 的 (mod 7). 如 果 z+vi 是 k(i) 中 任何 一 个 整数 , 那么 就 存在 一 
个 7, 使 得 
Z 一 5 三 r (mod N”), 
这 样 就 有 
T+yi=ys+i)+r=r (modz). 

于 是 诸 > 就 构成 一 个 “完全 剩余 系 " (mod 7). 

如 果 a 与 r 互 素 , 那么 , 与 在 有 理 数 的 算术 中 一 样 , 诸 数 ar 也 构成 一 个 完全 
剩余 系 .? 从 而 II (ar) = IIr (mod 7), 于 是 得 到 与 6.1 节 中 相同 的 定理 . 

在 其 他 情形 中 , 证 明 是 类 似 的 , 但 是 “完全 剩余 系 ” 的 构造 方法 有 所 不 同 . 


15.3 kk(p) 中 的 素 元 


k(p) 中 的 素 元 也 是 有 理 素数 的 因子 , 而 且 这 里 也 有 三 种 情形 . 
(1) 如 果 p = 3, 则 有 
p=(1—p)(1—p)= (1+p)(1 ~p)? = —p?(l —p)?. 
根据 定理 221, 1 - p 是 一 个 素 元 . 
(2) 如 果 p 三 2 (mod 3), 则 不 可 能 有 Nr = p, 这 是 因为 
4NT = (2a — b)? + 3b? 
同 余 于 0 或 者 同 余 于 1 (mod 3). 从 而 p 就 是 k(p) 中 的 一 个 素 元 . 
(3) 如 果 p 三 1 (mod 3), 那么 根据 定理 96 有 ， 
= 
从 而 有 p|z? + 3， 这 样 一 来 ， 就 像 15.1 节 中 一 样 可 以 推出 : 了 可 以 被 一 个 素 元 
二 a 十 bp 整除 ,于 是 有 p= Nr = a? 一 ab+b?. 


定理 254 有理 素数 3n 十 1 可 以 表示 成 a2 一 ab 十 b? 的 形式 . 
定理 255 k(p) 中 的 素 元 是 : 
(1) 1 一 p 以 及 它 的 相伴 元 ; 

”与 定理 58 比较 . 这 个 证 明基 本 上 是 一 样 的 . 
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(2) 有 理 素数 3n 十 2 以 及 它们 的 相伴 元 ; 
(3) 有 理 素数 3n 十 1 的 因子 a 十 bp. 


15.4 k(V2) 和 k(V5) 中 的 素 元 


在 其 他 单 域 中 的 讨论 可 以 类 似 地 进行 . 例如 , 在 kK(V3) 中 , 要 么 p 是 一 个 素 元 ， 
要 么 有 
Nr = a2 — 2b? = +p. (15.4.1) 
每 个 平方 数 同 余 于 0, 1 或 者 4 (mod 8), 且 当 p 是 8n 土 3 时 , (15.4.1) 是 不 可 能 的 . 
当 p 是 8n 土 1 时 , 根据 定理 95 可 知 , 2 是 p 的 二 次 剩余 , 可 以 如 前 面 那 样 来 证 明 p 
是 可 以 因子 分 解 的 . 最 后 有 2 = (V3)”, 而 V3 则 是 素 元 . 


定理 256 kk(V2) 中 的 素 元 是 (1) V2; (2) 有 理 素数 8n 土 3; (3) 有 理 素数 8n 士 1 
的 因子 a 十 bV2( 以 及 这 些 数 的 相伴 数 ). 

由 于 在 15.5 节 中 我 们 需要 用 到 一 个 结果 , 所 以 再 来 考虑 一 个 例子 . k(V5) 中 的 
整数 是 数 a + bw, 其 中 a 和 ?是 有 理 整数 , 而 


w= 让 + V5). (15.4.2) 
a+ bw 的 范 数 是 a? + ob 一 刀 . 诸 数 
+win (n=0,1,2,...) (15.4.3) 
都 是 单位 , 可 以 如 同 在 14.5 节 中 一 样 来 证 明 : 不 再 存在 其 他 的 单位 了 . 
该 域 中 素 元 的 确定 有 赖 于 方程 


Nr =a?+ab—b?=p, 
也 即 方程 
(2a + 0b)? — 502 = 4p. 
如 果 p = 5n 圭 2, 则 有 (24+? 三 十 3 (mod 5), 而 这 是 不 可 能 的 . 从 而 这 些 素数 都 
是 k(V5) 中 的 素 元 . 
如 果 p = 5n 土 1, 则 根据 定理 97 有 


日-， 
因而 对 某 个 > 有 p|(z2 - 5), 如 前 一 样 我 们 可 以 断言 , p 是 可 以 因子 分 解 的 , 最 后 有 
5= (V52= (2w — 1D)?. 


定理 257 k(V5) 中 的 单位 是 诸 数 (15.4.3). 其 中 的 素 元 是 (1) V5; (2) 有 理 素 
数 5n 土 2; (3) 有 理 素数 5n 土 1 的 因子 a 十 bw( 以 及 它们 的 相伴 数 ). 


我 们 也 需要 一 个 与 Fermat 定理 类 似 的 结果 . 
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定理 258 ”如 果 p 和 4 分 别 表示 有 理 素数 5n 土 1 和 5n 土 2, 9(7) = |N7| 一 1， 
使 得 
gr)=p-1 (rlp), $7)=9 -1 (r=9q) 


以 及 (ar) = 1, 那么 就 有 


ar) = 1 (mod 7), (15.4.4) 
ap-1 =1 (mod 7), (15.4.5) 
as+l = Na (mod g). (15.4.6) 
此 外 , 如 果 Tip, 夏 是 7 的 共 示 元 , (a,7) =1, 且 (a, 直 ) = 1, 那么 就 有 
ar-1=1 (mod p). (15.4.7) 
首先 , 如 果 
2a = c+dV5， 
那么 就 有 


2a? = (20)? = (c+dV5)p = cp 十 dz54p-DV5 (mod p). 


但 是 
5 


5#(p-1) 三 站 =1 (mod p), 
oP=c, 且 dr?=d. 于 是 有 
2ap = c+dV5 = 2a (mod p), (15.4.8) 
当然 也 有 
2az = 2a (mod 7). (15.4.9) 
由 于 (2,r) = 1 以 及 (a,r) = 1, 可 以 用 2a 来 除 上 面 的 式 子 ， 从 而 得 到 (15.4.5). 
如 果 也 有 (oa 元 ) = 1, 使 得 有 (a,p) = 1, 则 可 以 用 2a 来 除 (15.4.8) 式 , 这 就 得 到 


(15.4.7). 
类 似 地 , 如 果 g > 2, 则 有 
2aa=c-dv5=2m a = (mod 9)， (15.4.10) 
asfl = oa = Na (mod 9). (15.4.11) 
这 就 证 明了 (15.4.6). (15.4.10) 也 蕴含 了 
az = =a (modg), (15.4.12) 


aq -1=1 (mod g). 
最 后 将 (15.4.5) 和 (15.4.12) 合 在 一 起 就 得 到 (15.4.4). 
如 果 g = 2, 则 此 证 明 失效 , 但 是 (15.4.4) 和 (15.4.6) 仍然 成 立 . 如 果 a = e+fw， 
则 e 和 f 中 有 一 个 是 奇数 , 从 而 Na = e? + ej - f? 也 是 奇数 . 加 之 , 对 于 mod 2 
而 言 有 
az 三 ez2+jf2w2=e+jo2=e+jfw+lH)=e+f1-w=e+ 生 = 
以 及 


aa=az=Na=1. 
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顺便 注意 到 , 我 们 的 结果 附带 给 出 定理 180 一 个 另外 的 证 明 . 
Fibonacci 数 是 


PD on 一 
Ne 
其 中 w 是 数 (15.4.2), 而 古 = -1/w 则 是 它 的 共 亏 . 
如 果 n=p, 那么 
wr-l=1 (mod p), Wr-!=1 (mod p), 


Up_1V5 = wr-! — Wh-! = 0 (mod p), 
于 是 up_1 三 0 (mod p). 如 果 n= 9 则 有 
wtl= Nw, Wtl= Nw (mod gq), 
ugt1V5 =0 (mod 9g) 
以 及 wat1 三 0 (mod q). 


15.5 “Mersenne 数 Man+3 的 素性 的 Lucas 判别 法 


现在 可 以 来 证 明 一 个 不 寻常 的 定理 , 这 个 定理 无 论 如 何 从 本 质 上 来 看 都 应 该 属 
于 Lucas, 且 此 定理 包含 了 一 个 判断 Man+s 素性 的 “充分 必要 条 件 ” 许多 “充分 必 
要 条 件 ” 仅 仅 包含 了 表达 问题 的 转换 , 然而 这 个 定理 却 给 出 了 一 个 有 实用 价值 的 检 


验 法 , 可 以 应 用 到 原本 无 法 下 手 的 问题 . 
用 mm = w?”+ 罗 ”来 定义 一 个 序列 


TT2 73° = 3,7,47,.……, 


其 中 w 是 数 (15.4.2), 而 五 = 一 1/w. 那么 rm+i = 72, 一 2. 按照 10.14 节 中 的 记号 ， 


有 rm = vam. 没有 两 个 rm 能 有 公约 数 , 这 是 因为 


人 它们 全 是 奇数 ; 
而 且 , 对 任何 奇 素数 模 都 有 
(rm 三 0 一 rm+l 三 -2 = r=2v>m+1). 


定理 259 ”如 果 p 是 一 个 形 如 4n 十 3 的 素数 , 且 
M= M,=27—1 
是 对 应 的 Mersenne 数 , 那么 M 是 素数 , 如 果 


rp _i 三 0 (mod M), (15.5.1) 


反之 则 它 是 合 数 . 
(1) 假设 M 是 素数 . 由 于 
M=8.16"—1=8-1=2 (mod 5), 
可 以 在 (15.4.6) 中 取 a =w,g = M. 因此 
w2 =wM+l = Nw = -1 (mod M), 
rp_1 =0Y” (w+1)=0 (mod M), 
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这 就 是 (15.5.1). 
(2) 假设 (15.5.1) 为 真 . 那么 
w2" 十 1 一 w2 rp_1 三 0 (modM), 
w2 三 -1 (modM)， (15.5.2) 
wz 三 1 (mod M). (15.5.3) 


当然 , 同样 的 同 余 式 对 于 任何 能 整除 M 的 模 也 为 真 . 
假设 


M =Papa…9g192…， 
是 M 分 解 成 有 理 素数 乘积 的 表达 式 , Pi 是 形 如 5n 土 1 的 素数 (从 而 Pi 是 这 
个 域 中 两 个 共 生 素 元 的 乘积 ), 而 q; 是 形 如 5n 土 2 的 素数 由 于 M = 2 (mod 5)， 
故 至 少 有 一 个 这 样 的 4 存在 . 
根据 (15.5.3), 当 z = 2p+1 时 , 同 余 式 wz = 1 (mod r)[ 也 称 为 P(z)] 为 真 . 又 
根据 定理 69, 它 的 最 小 的 正 数 解 是 2p+1 的 一 个 因子 . (2P+1 的 ) 这 些 因 子 中 , 除了 
2p+1 以 外 的 是 27, 2?-1,.…, 而 根据 (15.5.2), P(z) 对 所 有 这 些 因子 均 不 成 立 . 从 而 
2?+1 就 是 最 小 的 解 , 任何 一 个 解 都 是 这 个 解 的 倍数 . 
但 是 , 根据 (15.4.7) 和 (15.4.6) 得 
wPi-1 三 1 (mod pi), 
w+l) = (Nw)? = 1 (mod gq;). 
于 是 pi -1 和 2(q; +1) 都 是 2?+! 的 倍数 , 且 对 某 个 h; 和 k; 有 
Pi 一 2p+1phs 中 1, 
qj;= 2Pkj —1. 
第 一 个 假设 是 不 可 能 的 , 这 是 因为 它 的 右边 大 于 M. 而 第 二 个 假设 也 是 不 可 能 的 ， 
除非 有 


kj=1, qg=M. 

从 而 M 是 素数 . 

定理 259 中 的 检验 法 仅 对 p = 3 (mod 4) 适用 . 数列 

4, 14, 194, 

(它们 是 用 同样 的 方法 构造 出 来 的 ) 给 出 一 个 对 于 任意 的 p 的 (与 上 述 检验 法 完全 
相同 的 ) 检验 法 . 在 这 种 情形 , 相关 的 域 是 k(V3). 我 们 已 经 在 定理 259 中 选用 了 
这 个 检验 法 , 因为 它 的 证 明 要 稍微 简单 一 些 . 

来 举 一 个 简单 明显 的 例子 , 假设 p = 7, Mo = 127. 此 时 定理 259 中 的 数 rm 经 
过 mod M 化 简 即 为 

3, 7, 47, 2 207= 48，2 302 三 16，254 三 0, 

故而 127 是 素数 . 例如 , 如 果 p = 127, 我 们 就 必须 要 将 125 个 剩余 进行 平方 , 这 就 
要 包含 多 达 39 位 数字 (在 十 进 制 下 ), 这 样 的 计算 量 在 一 段 时 间 里 是 相当 巨大 的 , 不 
过 还 是 可 以 实际 操作 的 , Lucas 正 是 用 这 样 的 方法 证 明了 2M127 是 素数 . 电子 计算 机 
的 构造 使 得 这 些 检验 法 可 以 应 用 到 更 大 的 p 所 对 应 的 M, 上 去 . 这 些 计 算 机 通常 
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使 用 二 进 制 进行 计算 , 在 这 种 计算 机 下 , 按照 模 2* -1 作 化 简 特别 简单 . 当然 , 这 种 
计算 机 的 最 大 好 处 自然 还 是 它们 的 速度 . 正 是 这 样 , Tuckerman 在 一 台 IBM 360/91 
型 计算 机 上 花 了 大 约 35 分 钟 的 时 间 对 Mig 937 进行 了 检验 . 


15.6 ”关于 二 次 域 的 算术 的 一 般 性 注释 


在 一 个 不 是 单 域 的 域 中 (例如 在 像 (V-5) 或 者 k(V10) 这 样 的 域 中 ) 算术 的 
结构 需要 有 新 的 思想 , 这 些 想 法 (虽然 并 不 是 特别 困难 ) 不 能 在 这 里 系统 地 展开 . 我 
们 只 能 增加 若干 注解 , 对 于 那些 希望 更 进一步 研究 这 个 问题 的 读者 来 说 , 这 些 注解 
可 能 会 有 些 用 处 . 

下 面 来 讲述 已 经 研究 过 的 那些 “音域 ” 所 共有 的 三 个 性 质 A,B 和 C. 这 些 性 质 
全 都 是 Euclid 算法 的 推论 ( 当 这 样 一 个 算法 存在 的 时 候 ), 我 们 正 是 在 这 些 域 中 证 
明了 这 些 性 质 . 然而 , 这 些 性 质 在 任何 单 域 中 都 是 成 立 的 , 而 不 论 该 域 是 否 为 Buclid 
域 . 我 们 不 打算 来 证 明 这 么 多 , 不 过 稍微 考虑 一 下 它们 之 间 的 逻辑 关系 将 会 是 有 教 
益 的 . 

A. 如 果 a 和 [6B 是 这 个 域 中 的 整数 , 那么 就 存在 一 个 整数 5 具有 性 质 

6la, 618 (Ai) 


以 及 
Gla, 68 一 016. (Aii) 
从 而 5 是 a 和 6 的 最 高 的 (或 者 说 “最 大 的 ") 公约 数 (a, 6), 如 同 我 们 在 12.8 
节 中 的 k(i) 中 所 定义 的 一 样 . 
B. 如 果 aw 和 是 这 个 域 中 的 整数 , 那么 存在 一 个 整数 6 具有 性 质 


5la ,516 (Bi) 
以 及 6 是 a 和 [的 线性 组 合 , 即 存在 整数 入 和 使 得 
Mar+1B = 有 (Bii) 


显然 B 蕴含 A, (Bi) 与 (Ai) 相同 , 具有 性 质 (Bi) 和 (Bii) 的 5 也 具有 性 质 (Ai) 
和 (Aii)， 相 反 的 结论 虽然 在 我 们 现在 感 兴趣 的 诸 二 次 域 中 均 为 真 , 但 它 并 不 是 很 
显然 的 结果 , 而 是 要 依赖 于 这 些 域 所 具有 的 特殊 性 质 . 

有 这 样 一 些 “ 域 ", 其 中 的 “整数 " 具有 在 A 而 不 是 在 B 的 意义 下 的 最 大 公约 
数 . 例如 , 两 个 独立 变量 的 、 系 数 是 有 理 数 的 所 有 有 理 函数 

ae- 到 
组 成 的 集合 就 是 一 个 在 14.1 节 末尾 所 说 明 的 意义 下 的 域 . 我 们 可 以 把 这 个 域 中 的 
多 项 式 P(z,y) 称 为 “整数 ", 当 两 个 多 项 式 仅 相差 一 个 常数 因子 时 , 我 们 就 把 这 两 
个 多 项 式 视 为 相同 . 两 个 多 项 式 在 A 的 意义 下 有 最 大 公约 数 . 因此 z 和 vy 有 最 大 
公约 数 1. 然而 不 存在 多 项 式 P(z,y) 和 Q(z,y) 使 得 有 
ZzP(z,Yy) + yQ(T,Y) = 1. 
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C. 在 域 中 的 因子 分 解 是 唯一 的 : 域 是 单 域 . 
显然 B 比 含 C, 因为 (Bi) 和 (Bii) 蕴含 
blay, BY, Mr + HBY = 07, 
所 以 
(am, PY) = 67- (15.6.1) 

如 同 在 12.8 节 中 一 样 , 由 此 就 得 出 C. 

A 蕴含 C 这 一 点 不 那么 明显 , 但 是 可 以 如 下 来 予以 证 明 ， 只 要 由 A 推导 出 
(15.6.1) 就 足够 了 . 令 


(am,67) = 

那么 
6la,516 一 67lay, 57167. 
因此 , 根据 (Ai 有 
47IA， 
从 而 可 没 
A = 67p. 

但 是 Alay, A18y, 故而 有 

6pla, 6p|B. 
所 以 , 再 次 利用 (Aii) 即 得 

6p10， 


从 而 p 是 一 个 单位 , 且 有 A = 67 
另 一 方面 , 显然 C 蕴含 A, 因为 5 是 与 a 和 6 的 所 有 公共 素 因 子 的 乘积 . 而 
C 蕴含 B 则 仍然 不 那么 明显 , 如 同 从 A 推导 出 B 那样 , 它 要 依赖 于 问题 中 所 涉及 


的 域 的 特殊 的 性 质 .” 


15.7 ”二 次 域 中 的 理想 


所 有 的 二 次 单 域 都 具有 另外 一 个 共同 的 性 质 、 我 们 重点 考虑 域 k(i), 它 的 基 
(14.3 节 ) 是 [1, 

一 个 格 A? 是 所 有 的 点 >ma + n8 组 成 的 集合 , a 和 6 是 3.5 节 中 的 点 已 和 
Q@, 而 m 和 n 则 取 遍 有 理 整数 . 称 [a, 6] 是 A 的 一 组 基 , 并 记 成 A = [a, 8]. 当然 ， 
一 个 格 会 有 许多 不 同 的 基 . 格 是 在 2.9 节 的 意义 下 的 一 个 模 , 且 对 于 任何 有 理 整 数 
m 和 m 有 性 质 

peEA，oeA 一 np+nIEeA. (15.7.1) 
在 格 中 有 - 一 个 特别 重要 的 子 类 假设 格 A 除了 (15.7.1) 之 外 还 具有 性 质 


外 事实 上 ， 这 两 个 推理 都 依赖 于 一 次 域 的 理想 理论 的 基础 知识 中 正好 需要 的 那些 方法 . 
加 见 3.5 节 . 然而 , 在 那里 我 们 是 将 符号 A 保留 用 来 表示 主格 
图 在 Argand 图 中 , 对 于 作为 它 的 下 标的 是 一 个 点 还 是 一 个 数 , 我 们 不 加 以 区 分 . 
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yeA— iyeAh. (15.7.2) 
则 显然 my e A 以 及 niy e A, 所 以 对 k(i) 中 的 每 个 整数 六 有 
TEA 一 AmTEA 
用 k(i) 中 的 整数 来 乘 A 中 的 点 所 得 到 的 所 有 倍数 也 都 是 人 的 点 . 这 样 一 个 格 称 为 
一 个 理想 (ideal), 如 果 A 是 一 个 理想 , 且 p 和 o 属于 A, 那么 pp 十 va 也 属于 A: 对 
所 有 整数 /入 ， 
peEAcEA 一 jpt+vo EA. (15.7.3) 
这 个 性 质 包 含 了 (15.7.1), 但 要 比 (15.7.1) 的 含义 要 多 得 多 . 
现在 假设 A 是 一 个 以 [a, 8] 作为 基 的 理想 , 且 (a, 8) = 6. 那么 A 的 每 个 点 都 
是 5 的 一 个 倍数 . 此 外 , 由 于 5 是 a 和 6 的 一 个 线性 组 合 , 所 以 5 以 及 5 的 所 有 
倍数 都 是 A 中 的 点 . 从 而 A 是 由 5 的 所 有 倍数 组 成 的 类 . 而 且 反 过 来 显然 可 见 , 5 
的 任何 倍数 组 成 的 类 都 是 一 个 理想 A. 任何 理想 都 是 该 域 中 一 个 整数 的 倍数 组 成 
的 类 , 任何 这 样 的 一 个 类 也 都 是 一 个 理想 . 
如 果 A 是 由 p 的 倍数 组 成 的 一 个 类 , 记 A = {p}. 特别 地 , 由 该 域 中 所 有 整数 
构成 的 基本 格 就 是 {1}. 
整数 p 的 性 质 可 以 被 重新 表述 成 理想 {p} 的 性 质 . 从 而 op 就 意味 着 {p} 是 
{0} 的 一 个 部 分 . 这 样 就 可 以 说 成 “{p} 可 以 被 {o} 整除 ”, 并 记 为 {o} |{p} . 或 者 再 
次 可 以 写成 {oc}lp ，p 三 0 (mod {o}), 这 些 结论 的 含义 是 : 数 p 属于 理想 {o}. 按 
照 这 种 方式 , 可 以 把 域 中 的 算术 整个 地 用 理想 的 术语 重新 表述 出 来 , 尽管 如 此 , 在 
k(i) 中 用 这 样 的 重新 表述 没有 得 到 任何 本 质 上 新 的 东西 . 一 个 理想 总 是 由 一 个 整数 
的 倍数 所 组 成 的 一 个 类 , 新 的 算术 仅仅 是 老 的 算术 逐 字 逐 句 的 翻译 . 
然而 , 可 以 在 任何 一 个 二 次 域 中 定义 理想 . 我 们 希望 运用 复 平面 的 几何 映像 ， 
而 我 们 将 仅仅 考虑 复 域 . 
假设 (Vm) 是 一 个 以 [1,w] 为 基 的 复 域 .? 可 以 如 同上 面 在 k(i) 中 所 做 的 那样 
来 定义 一 个 格 , 并 定义 理想 是 具有 性 质 
TEA 一 wTEA (15.7.4) 
的 一 个 格 , 这 个 性 质 与 (15.7.2) 类 似 . 如 同 在 k(i) 中 一 样 , 这 样 一 个 格 也 具有 性 质 
(15.7.3), 而 这 个 性 质 还 可 以 用 来 作为 理想 的 另 一 个 可 供 选 择 的 定义 . 
由 于 两 个 数 a 和 6 不 一 定 有 “最 大 公约 数 ”, 我 们 不 再 能 证 明理 想 r 一 定 有 
{p} 的 形式 . 任何 {p} 都 是 一 个 理想 , 但 是 相反 的 结论 一 般 不 成 立 . 但 是 上 面 的 那 
些 定义 (从 逻辑 上 讲 , 这 些 定义 与 这 种 约 化 无 关 ) 仍然 适用 . 我 们 定义 
slr 
的 意义 是 , r 中 的 每 个 数 都 属于 s; 定义 p = 0 (mod s) 的 意义 是 , p 属于 s. 这 样 一 
来 , 我 们 就 可 以 针对 理想 来 定义 像 整 除 性 、 因 子 以 及 素 元 这 些 概念 , 由 此 可 以 奠定 
算术 的 基础 , 这 种 算术 从 任何 一 个 方面 来 看 都 与 在 通常 的 单 域 中 的 算术 一 样 广泛 ， 


Dm#1mod 4) 时 , w = Vm. 
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且 在 这 种 通常 的 算术 失效 的 地 方 有 可 能 是 有 用 的 . 这 种 希望 的 正确 性 , 以 及 理想 这 
个 概念 引导 到 在 任何 域 中 重新 完整 地 建立 起 算术 , 这 些 都 在 关于 代数 数论 的 系统 的 
专著 中 得 以 展现 . 这 种 重新 构造 在 实 域 中 如 同 在 复 域 中 一 样 有 效 , 尽管 在 实 域 中 几 
何 语言 并 不 完全 合适 . 

特殊 类 型 的 理想 {p} 称 为 一 个 主 理想 (principal ideal). 本 节 开 始 的 时 候 所 提 及 
的 二 次 单 域 的 第 4 个 特征 性 质 是 : 

D. 单 域 的 每 个 理想 都 是 主 理想 . 

当 该 域 是 一 个 复 域 时 , 这 个 性 质 还 可 以 表述 成 简单 的 几何 形式 . 在 KG 中 , 一 
个 理想 [也 即 是 一 个 具有 性 质 (15.7.2) 的 一 个 格 ] 是 一 个 正方 形 . 这 是 因为 它 形 如 
{p}, 且 可 以 被 看 成 是 以 原点 、 点 p 以 及 点 ip 为 基础 的 直线 作成 的 图 形 . 更 一 般 地 
有 


E. 如 果 m < 0 且 上 (Vm) 是 单 域 , 那么 (Vm) 中 的 每 个 理想 都 是 一 个 格 , 这 
个 格 的 形状 与 该 域 中 所 有 整数 作成 的 格 相似 ， 在 (V5) 中 这 个 结论 不 真 , 验证 
这 一 点 将 是 富有 教 益 的 . 格 ma +n6 = m3 十 n(-1+V-5) 是 一 个 理想 , 因为 
w= V(- 相 且 有 
wa=a+38, wh= -2a- bp. 


但 是 , 如 同 在 图 7 中 所 指出 的 那样 (这 当然 也 可 以 用 解析 方法 加 以 验证 ), 这 个 
格 与 该 域 中 所 有 整数 作成 的 格 并 不 相似 . 
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15.8 其 他 的 域 


我 们 通过 对 几 个 特别 有 趣 的 类 型 的 非 二 次 域 作出 若干 评注 来 结束 本 章 . 其 中 的 
大 多 数 结论 的 验证 请 读者 自己 去 完成 . 

(iD 域 K(V2+i). 数 乡 = V2+i 满足 34 292 +9 = 0, 这 个 数 定义 了 一 个 域 , 将 
它 记 为 k(V2+i). 这 个 域 中 的 数 是 


<E=r+si+tiV5+uiv5 (15.8.1) 
其 中 7,s,t,u 是 有 理 数 . 该 域 中 的 整数 是 
€=a+tit+cV2+div2, (15.8.2) 


其 中 a 和 4b 是 整数 , 而 c 和 4d 要 么 两 者 都 是 整数 , 要 么 两 者 都 是 奇 整数 的 一 半 . 
€ 的 共 思 数 是 6&1,&2, 63, 这 些 数 是 通过 在 (15.8.1) 或 者 (15.8.2) 中 将 i 和 V3 这 
两 个 数 中 的 某 一 个 数 的 符号 加 以 改变 , 或 者 同时 改变 这 两 个 数 的 符号 得 来 的 , 而 & 
的 范 数 NE 则 定义 为 NE = 8&1€2&3. 整除 性 等 概念 如 同 在 已 经 研究 过 的 域 中 一 样 定 
义 . 在 这 个 域 中 有 Euclid 算法 , 且 因子 分 解 是 唯一 的 .2 
( 域 k(VZ + V3). 数 =V2+ V3 满足 方程 
如 一 1092+1= 0. 


这 个 域 中 的 数 是 
<E=7r+sVI+tV3+uV6， 
该 域 中 的 整数 是 
<E=a+bvVI+cvV 了 +dV6， 
其 中 a 和 ce 是 整数 , 而 b 和 d 要 么 两 者 都 是 整数 , 要 么 两 者 都 是 奇 整数 的 一 半 . 该 
域 中 仍然 有 Euclid 算法 , 且 因子 分 解 是 唯一 的 . 
这 些 域 是 “四 次 域 ”的 简单 例子 . 
( 首 ) 域 Kegn). 数 9 = esi 满足 方程 
1W5 一 1 
D1 
这 个 域 是 除了 (i) 和 k(p) 以 外 最 简单 的 “分 圆 ” 域 .? 

这 个 域 中 的 数 是 5 = r + s9 十 19? + ug3, 而 这 个 域 中 的 整数 是 与 7,s,t,u 为 
整数 时 所 对 应 的 那些 数 ，& 的 共 思 e 数 是 &1,€2,&3, 这 些 数 是 通过 将 3 依次 改变 成 
如 ,3,94 得 来 的 , 而 的 范 数 NE 是 NE = 5&162&3. 该 域 中 有 Euclid 算法 , 且 因子 
分 解 是 唯一 的 . 

k(i) 和 k(p) 中 单位 的 个 数 是 有 限 的 . 在 k(e3“) 中 单位 的 个 数 是 无 限 的 . 则 

(十 骨 |(9 十 锐 十 加 十 太 ) 


二 + 泡 十 如 二 9+1=0. 


@ 在 这 个 域 中 定理 215 与 12.8 节 中 和 氢 述 的 相同 . 它 的 证 明 需 要 一 些 计算 
@ 域 (9)(9 是 一 个 m 次 本 原单 位 根 ) 称 为 分 国 域 , 是 因为 9 和 它 的 罕 恰 为 单位 贺 的 一 个 内 接 正 nn 
边 形 诸 项 点 的 复数 坐标 . 
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且 1+ 刀 十 站 十 路 = 一 1 故而 1 二 3 和 它 所 有 的 罕 都 是 单位 . 

当 = 5 时 , 如 果 希 望 用 13.4 节 的 方法 来 证 明 “Fermat 大 定理 ”的 话 , 我 们 必 
须要 考虑 的 显然 正 是 这 个 域 . 其 证 明 遵 循 同 样 的 路 线 , 但 证 明 的 细节 中 会 出 现 各 种 
复杂 的 情形 . 

当 n= 3,4,5,8 时 8, 由 一 个 n 次 本 原单 位 根 所 定义 的 域 是 在 14.7 节 的 意义 下 
的 单 域 . 


本 章 附 注 


15.5 节 ，Lucas 对 M 的 素性 陈述 了 两 个 检验 法 , 但 是 他 对 定理 的 表述 有 所 变化 , 且 从 
未 发 表 过 任何 一 个 定理 的 完全 的 证 明 . 正文 中 所 用 的 论证 方法 属于 Western, Journal London 
Math，Soc. 7 (1932) 130-137. 第 二 个 定理 (在 正文 中 没有 证 明 ) 就 是 在 这 一 节 的 倒数 第 二 段 
中 所 提 到 的 那个 结果 . Western 利用 域 (V3) 证 明了 这 个 定理 . 其 他 的 与 代数 数论 无 关 的 证 明 
由 D. H. Lehmer, Annals of Math. (2)31 (1930), 419-448 以 及 Journal London Math. Soc. 
10 (1935), 162-165 给 出 . 

Newman 教授 奖 我 们 的 注意 力 吸引 到 下 面 的 结果 上 来 , 这 个 结果 可 以 用 本 节 中 的 论证 方 
法 的 一 种 简单 的 延 拓 来 加 以 证 明 . 

设 h < 2” 是 奇数 , M =2"™h 一 1 三 二 2 (mod5), 且 

Ri=w +o*, R= RY-—2(>2). 

那么 M 是 素数 的 充分 必要 条 件 是 

Rm-1 =0 (mod M). 

这 个 结论 是 由 Lucas [Amer，Journal of Math，1 (1878), 310] 陈述 的 , 它 对 形 如 N = 
h2m +1 的 数 给 出 了 一 个 类 似 (但 是 好 像 有 错误 ) 的 检验 法 . 然而 , 后 者 的 素性 可 以 用 定理 102 
的 检验 法 加 以 判断 , 这 个 检验 法 也 要 求 m 次 平方 以 及 关于 模 N 的 化 简 . 这 两 个 检验 法 对 寻求 
大 的 素数 对 (p, p + 2) 提供 了 一 个 有 实用 价值 的 方法 . 

15.6 节 至 15.7 节 . 这 几 节 根据 Ingham 先生 的 批评 意见 作 了 重大 的 改进 , 他 阅读 过 较 早 
时 写 的 一 个 版 本 . 15.6 节 中 有 关 多 项 式 的 一 个 注解 属于 Bochner, Journal London Math. Soc. 
9 (1934), 4. 

15.8 节 . 在 Landau 的 Vorlesungen, ii 228-231 中 有 关于 k(e“) 是 一 个 Euclid 域 的 证 
明 . 

具有 唯一 分 解 性 质 的 域 k (czw/m ) 的 列表 已 经 由 Masley 与 Montgomery(J. Reine Angew. 
Math. 286/287 (1976), 248-256) 完全 决定 . 如 果 m 是 奇数 , 则 m 与 2m 给 出 同样 的 域 . 记 
住 这 一 点 , 则 对 于 m > 3 恰 有 29 个 不 同 的 域 , 它们 对 应 于 

m =3,4,5,7,8,9, 11, 12, 13, 15, 16, 17, 19, 20, 21, 24, 25, 27, 28, 
32, 33, 35, 36, 40, 44, 45, 48, 60, 84. 


eis =e4m = 场 是 kV3+i) 中 的 一 个 数 


第 16 章 ”算术 函数 
p(n), HL) d(n),o(n), 7(n) 


16.1 函数 p(n) 


本 章 和 下 面 两 章 要 研究 n” 的 某 些 “ 算 术 函 数 " 的 性 质 . 所 谓 算术 函数 就 是 正 整 
数 ”的 函数 f(n), 这 种 函数 是 用 表达 n 的 某 些 算术 性 质 的 方式 加 以 定义 的 . 

对 于 n > 1 函数 9(n) 在 5.5 节 中 定义 为 小 于 n 的 正 整数 中 与 n 互 素 的 整数 
个 数 . 我 们 证 明了 (定理 62) 


sm =n]I (1-2): (16.1.1) 
in 
这 个 公式 也 是 由 下 面 的 定理 表达 的 一 般 原 理 的 一 个 直接 推论 


定理 260 如果 有 NN 个 物体 , 其 中 有 Na 个 有 性 质 a, 有 Ng 个 有 性 质 B,…， 
有 Na6p 个 有 性 质 a 和 6,…, 有 Napy 个 有 性 质 a,B 和 7,… ,如 此 下 去 , 那么 没 
有 a,P,Y,… 中 任何 一 种 性 质 的 物体 的 个 数 是 
人 一 Na 一 Ne 一 … 十 Nap 十 … 一 Napr 一 …. (16.1.2) 
假设 O 是 恰 有 a, 68,… 中 上 个 性 质 的 一 个 物体 , 那么 O 就 对 N 贡献 出 1. 如 
果 大 > 1 那么 O 也 对 Na, Np,… 中 的 大 个 贡献 了 1, 对 Nap,… 中 的 $k(k 一 1) 
个 贡献 了 1, 对 Nagy,… 中 的 


k(k— 1)(k— 2) 
lx2x3 
个 贡献 了 1, 如 此 等 等 . 因此 , 如 果 上 > 1, 那么 它 就 对 和 式 (16.1.2) 贡献 了 
1-k4 El D2) = 
1x2 1x2x3 


另 一 方面 , 如 果 k= 0, 它 就 对 (16.1.2) 给 出 贡献 1. 从 而 (16.1.2) 就 是 不 具有 任何 
性 质 的 物体 的 个 数 . 

不 大 于 n 且 能 被 。 整 除 的 整数 的 个 数 是 [了 ] . 
如 果 a 与 5 互 素 , 那么 不 大 于 n 且 能 被 。 和 6 都 整除 的 整数 的 个 数 是 | 羡 ] . 如 此 
等 等 . 于 是 , 取 a, ,7,… 是 能 被 ,5,c,… 整除 的 性 质 , 就 得 到 : 

定理 261 ”小 于 或 等 于 n 的 整数 中 , 不 能 被 互 素 的 整数 集合 a,b,… 中 任何 
一 个 数 整 除 的 整数 的 个 数 是 
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由 -开国 + 工 罗 -一 
如 果 取 ob,…… 是 n 的 不 同 的 素 因子 mm,……, 就 得 到 
yp es = 
bn) =n ty ="II( 2»), (16.1.3)， 
这 就 是 定理 62. 


16.2 ”定理 63 的 进一步 证 明 


考虑 一 组 n 个 有 理 分 数 
kh (gh<n) (16.2.1) 


n 
可 以 用 恰好 唯一 的 一 种 方式 将 其 中 的 每 一 个 分 数 表示 成 “不 可 约 的 ”形式 , 也 就 是 
表示 成 


其 中 djn, 而 

1<a<sd (a,d)=1, (16.2.2) 
而 且 a 和 4d 是 由 h 和 n 唯一 确定 的 . 反 过 来 , 满足 dln 以 及 (16.2.2) 的 每 一 个 分 
数 a/d 都 在 集合 (16.2.1) 中 出 现 , 尽管 一 般 说 来 它们 并 不 以 最 简 分 数 的 形式 出 现 . 
这 样 一 来 , 对 于 任何 函数 F(z)， 起 们 都 有 

F(=)= F(2). (16.2.3) 

ee (3) 和 (9 
对 于 特殊 的 d, (根据 定义 ) 再 次 有 恰好 gp(d) 个 a 的 值 满足 (16.2.2). 于 是 , 如 
果 在 (16.2.3) 中 取 F(z) = 1, 就 有 
和 4(d). 


din 
16.3 ”Moébius 函数 


Mébius 函数 jy(n) 定义 如 下 : 

人 AD = 1; 

(i 如 果 n 有 一 个 平方 因子 , 则 p(n) = 0; 

( 诈 ) 如 果 所 有 素数 mpa,…… ,px 均 不 相同 , 则 有 jy(pip2…pk) = (一 1)*， 从 而 
有 4(2) = 1, p(4) = 0, p(6) =1. 


定理 262 。 jy(n) 是 积 性 函数 .了 


oo 参见 5.5 节 . 
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这 可 以 立即 从 p(n) 的 定义 推出 . 
由 (16.1.3) 以 及 jx(n) 的 定义 可 以 得 到 


Gln) =n5, = 和 Bnd) = 5 (3) = 》 dn(d)vy.® (16.3.1) 
dm din din dd'=n 
其 次 来 证 明 
定理 263 BHO- =D), BAD)=0 > 
n din 


定理 264 如果 n>1, 且 kk 是 n 的 不 同 素 因子 的 个 数 , 那么 学 |4(d)| = 2*. 
din 


事实 上 , 如 果 上 之 1 且 nn 二 pa.… pa, 那么 就 有 
Du D1+ Dr) + Yen) + 


+ 


然而 , 如 果 n= 1, 则 有 y(n) = 1. 这 就 证 明了 定理 263. 定理 264 的 证 明 与 之 类 似 . 
定理 263 还 有 另外 一 个 证 明 , 这 个 证 明 依赖 一 个 重要 的 一 般 性 的 定理 . 


定理 265 ”如 果 f(n) 是 n 的 积 性 函数 , 则 g(n) = f(q) 亦 然 
如 果 (n,m) =1,dln, 且 dn', 则 有 (d,d)=1 且 c= dd 取 遍 mn' 的 所 有 因 


子 . 从 而 
g(nn’) -A fo= 》 fldd)= 5 fd) Df(d)= 9(n)g(n’). 


dm dm din 出 lm 
为 了 推出 定理 263， 记 f(n)= ee 这 样 就 有 
= > Ad). 


dln 
于 是 有 g(1) = 1, 而 当 m > 1 时 有 
g(p™) =1+4(p)=0. 
从 而 当 n=pP…ph* > 工时 有 
g(n) = g(pr’)g(p2°).… = 0. 


16.4 ”M6bius 反 转 公式 


以 后 要 频繁 地 使 用 一 个 一 般 的 “ 反 转 公式 ”, 它 首先 是 由 M5bius 证 明 的 . 
定理 266 ”如 果 
@ 对 满足 dd 二 nn 的 所 有 数 对 dd 求 和 . 
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9 = D700) 
那么 
1m) = D4 (3) 9 = nd) (5) 
din din 
事实 上 ， 


Du (3) = D0) DO = DD) = 10 = pd). 
din din cl cdin 


clm 
根据 定理 263, 这 里 的 内 和 当 n/c = 1 时 , 也 即 当 c=n 时 为 1， 向 
0. 因此 这 个 二 重 和 就 化 简 为 f(n). 
定理 266 有 一 个 逆 命 题 , 它 表述 为 


定理 267 Jf(m) = 对 K() 9(d) = gl") = 守 f(0). 
它 的 证 明 与 定理 266 类 似 . 有 


二 /= 22)- > 3) 9 


-Tr ( 苇 ja eol ) = 90， 


如 果 在 定理 267 中 到 g(n) =n, 并 利用 (16.3. 下 从 而 f(n) = 9(n), 于 是 就 得 
到 定理 63. 
作为 应 用 定理 266 的 一 个 例子 , 我 们 来 给 出 定理 110 的 另 一 个 证 明 . 
假设 dlp 一 1 且 cld, 而 设 x(c) 是 同 余 式 za = 1 (mod p) 的 属于 c 的 根 的 个 
数 . 那么 (由 于 该 同 余 式 总 共有 d 个 根 ) 
> x(o) = 
cld 


由 此 再 根据 定理 266 就 推出 a 
X(d) = D405 = $(d). 
cld 
16.5 ”进一步 的 反 转 公式 
还 有 包含 w(m) 的 其 他 的 不 同类 型 的 反 转 公式 存在 . 
定理 268 ”如 果 对 所 有 正 数 z9， 


@@ 空 和 的 值 为 0. 于 是 当 0 < z < 1 时 有 G(z) = 0. 
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[z] 


F(z) = n(n)G (2). 


n=1 


因为 根据 定理 2 有 


Suwe (2)= p33 ( 吉 )= 5 Fr (FE) Dm) = Fz). 
n=1 1<k<[z] nk 
它 有 一 个 逆 命题 ， 也 就 是 ， 
定理 269 za- 是 vac 人 下 ES G0) -Sr (Es). 
n=1 


z=1 
这 个 定理 可 以 类 似 地 证 明 . 
这 两 个 进一步 的 反 转 公式 都 包含 在 下 面 的 定理 之 中 . 


定理 270 9(z) = 2 f(mz) 三 f(z) = 2 pln)g(nz). 
m=1 n=1 
借助 定理 263, 读者 应 该 没有 什么 困难 就 可 以 构造 出 它 的 证 明 . 但 是 在 涉及 有 
关 收 敛 性 的 时 候 还 是 应 该 小 心 从 事 . 一 个 充分 条 件 是 
之 |f(mnz)| = Da 17(kzj| 


应 该 是 收敛 的 . 这 里 d(k) 是 ， k 的 因子 的 个 数 4 


16.6 ”Ramanujan 和 的 估计 


在 5.6 节 中 , Ramanujan 和 cn(m) 定义 为 
on(m) = De ( 科 ). (16.6.1) 


lghgn 
(hn)=1 
现在 可 以 将 ca(m) 表示 成 为 取 饥 mm 和 的 公约 数 的 和 式 . 
定理 271 com)= 》 4 (3) a. 


dim ,din d 
如 果 记 l 
op (2), /m= 甩 (人 
(16.2.3) 就 变 成 


加 如 果 mn 二 则 有 njk, 而 大 取 亿 诸 数 1,2,… [2]. 
@ 参见 16.7 节 . 
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gn) = fa). 
din 
根据 定理 266, 有 反 转 公式 


/四 = 并 xs (16.6.2) 
din 
这 就 是 
2 G) 机 > 全 过 2 人 (16.6.3) 


hon)=1 


现在 取 F(z) = e(mz). 此 时 , 根据 (16.6.1) 有 f(n) = cn(m), 而 


"9 (一 )， 


它 根据 njm 或 者 n fm 而 取 值 为 n 或 者 0. 从 而 (16.6.2) 就 变 成 


cn(m) = > +(3)¢. 


dnsdlm 
cn(m) 的 另外 一 个 简单 的 表示 由 下 面 的 定理 给 出 . 
定理 272 ”如 果 (n,m) =a 且 n=aN, 那么 
_ AN)gm) 
oO 4 
根据 定理 271 有 
cn(m) )= D3 3)= SB dpu(Ne) = > Su(No). 
cd=a 
现在 , 根据 (N,c) = 1 成 立 或 者 不 成 立 , 分 别 有 (Nc) = p(N)p(c) 或 者 为 0. 于 是 


cn(m) = QH ®) > £0 an) (1 -+ 村 喜 -…)， 


(N=1 


其 中 的 和 式 取 遍 能 整除 a 但 不 能 整除 N 的 所 有 不 同 的 素数 p. 从 而 有 
cn(m) =ap(N) II (全 


plap1N ? 
但 是 根据 定理 62 有 
$n) _n -了 = -1 
am -x ll, 人 1, (- 落 
这 就 立即 得 出 定理 272. 


当 m = 1 时, 有 cn(1) = p(n), 这 就 是 
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Am= 2 (2). (16.6.4) 


1Shen 
A 


16.7 函数 d(n) 和 ox(n) 
函数 d(n) 是 n 的 包含 1 和 n 在 内 的 因子 的 个 数 , 而 ok(n) 则 是 n 的 因子 的 大 


次 宕 之 和 . 从 而 
ok(n) = dk d(n)= > 生 

dln dm 

且 d(n) = oo(n). 把 n 的 因子 之 和 oi(n) 记 为 o(n). 
如 果 
n=pp2 pr 

则 n 的 因子 是 下 列 诸 数 

pp pt', 
其 中 

Ogbhsa, 0gb a, Ogbhsga. 


这 样 的 数 共有 (al +1)(az + 1) .… (ai + 1) 个 . 从 而 有 
定理 273 dd(n) = 二 Gt) 
更 为 一 般 地 , 如 果 上 > 0, 则 有 


a a2 


水 
mm) = 2 DD gk ph = I+pt + p+ +). 


b=0b2=0 bi=0 t=1 


于 是 有 
【 (otDk _ 1 
定理 274 ox(n)= 了 I (各 二 ) 
i=1 pi—l1 
特别 地 有 
定理 275 oa(n) = I ( 守 ) 


t=1 
16.8 完 全 数 
一 个 完全 数 是 满足 oc(n) = 2n 的 数 n. 换言之 , 一 个 数 是 完全 数 , 如 果 这 个 数 就 


是 它 的 异 于 自己 的 因子 之 和 .? 由 于 1+2+3=6, 且 1+2+4+7+14=28, 所 以 6 和 28 


@ 一 个 数 的 异 于 自己 的 因子 通常 称 为 它 的 真 因子 , 因此 完全 数 也 可 以 定义 成 其 真 因子 之 和 恰 与 该 数 相 
等 . 一 一 译 者 注 
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都 是 完全 数 . 
仅 有 的 一 类 已 知 的 完全 数 出 现在 Euclid 的 书 中 . 


定理 276 如 果 2"+! 一 1 是 素数 , 那么 2"(2"+1 一 1) 是 完全 数 . 


记 2"+1 一 1=p,N = 2"p. 那么 , 根据 定理 275 有 
oN)= (2"tt — Dp+1)=2"+(2"+! 1)=2N, 
于 是 N 是 完全 数 . 
定理 276 表明 每 个 Mersenne 素数 都 对 应 一 个 完全 数 . 另 一 方面 , 如 果 N = 2"p 
是 完全 数 , 则 有 o(N) = (2"+1 - 1)(p +1) = 2"+1p, 故 有 p= 2"+1 一 1. 因此 任何 
一 个 形 如 2"p 的 完全 数 都 对 应 一 个 Mersenne 素数 . 但 是 我 们 还 可 以 证 明 得 更 多 一 
些 


定理 277 ”任何 偶 完全 数 都 是 一 个 Euclid 数 , 也 就 是 一 个 形 如 2"(2"+1l 一 1) 
的 数 , 其 中 2"+1 一 1 是 素数 . 


可 以 将 任何 一 个 这 样 的 数 写 成 N = 2"™b 的 形式 , 其 中 n > 0, 而 5b 是 奇数 . 根 
据 定理 275, o(n) 是 积 性 函数 , 从 而 c(N) = c(2")c(b = (2"+1 一 1)o(b). 由 于 N 是 
完全 数 , 则 有 o(N) = 2N = 2"+lb, 所 以 有 

b 2n+1 证 

IJ 一 2rf 

右边 的 分 数 已 是 最 简 形式 , 于 是 
b= (2"+t1— 1)c, o(b)=2"+t!e 
其 中 是 一 个 整数 . 
如 果 c > 1,5 至 少 有 因子 b,c,1, 所 以 
ol(b) 2b+c+1=2"tlc+1> 2"tlc= 0o(b), 
这 是 一 对 矛盾 . 于 是 有 c=1,N = 2"(2"+1 一 1), 且 (2"+1 一 1)=2"+t1. 
但 是 , 如 果 2"+1 - 1 不 是 素数 , 它 除了 自身 和 1 以 外 还 含有 其 他 的 因子 , 故而 
a(2n+1 一 1) > 2"+1. 

从 而 2"+1 - 1 是 一 个 素数 , 定理 得 证 . 

与 Mersenne 素数 对 应 的 Euclid 数 是 仅 有 的 已 知 的 完全 数 , 看 起 来 有 可 能 不 存 
在 奇 完 全 数 , 但 这 并 未 得 到 证 明 . 在 这 个 方向 上 已 知 的 最 多 结果 是 : 任何 奇 完全 数 
必定 大 于 1020; 任何 奇 完 全 数 必定 有 至 少 8 个 不 同 的 素 因子 ; 任何 奇 完全 数 的 最 
大 素 因 子 必 定 大 于 100 110. 


16.9 函 数 7r(m) 


定义 r(n) 是 将 n 表示 成 n = 42 + B? 这 种 形状 的 表 法 个 数 , 其 中 A4 和 BB 是 
有 理 整 数 . 即便 两 个 表示 法 仅仅 是 “平凡 地 ”不 同 , 也 就 是 两 个 表示 法 仅仅 是 符号 
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或 者 4 和 B 的 次 序 不 同 , 我 们 也 把 它们 算 作 是 不 同 的 表示 法 . 于 是 
0=02+02, 7(0) = 1; 
1= (+1)? +0?=02+(+1)?, 7r(1)=4; 
5= (+2)? 十 (+1)? = (+1)? + ( 士 2)2，r(5) = 8. 

我 们 已 经 知道 (15.1 节 ): 当 n 是 形 如 4m + 1 的 素数 时 , r(n) = 8, 且 除 了 8 个 

平凡 的 变形 外 , 其 表示 法 是 唯一 的 . 另 一 方面 , 当 n 形 如 4m + 3 时 , r(n) = 0. 

对 于 n > 0, 我 们 定义 x(n) 为 
x(n) =0 (2ln)，x(n) = -DID (2 hn). 
从 而 对 n= 1 2,3.… x(n) 的 取 值 为 1,0, 一 1,0,1,…. 由 于 当 n 和 是 奇数 时 有 
San DE 3 东 三 3 es Bn 1)(n -1) =0 (mod 2), 
从 而 对 所 有 的 nn 和 mn 有 


X(nn’) = Xp)X(P 
特别 地 , x(n) 是 在 5.5 节 意 义 下 的 积 性 函数 . 


显然 , 如 果 记 
6(n) = > xX(d)， (16.9.1) 
那么 的 
5(n) = di(n) — ds(n), (16.9.2) 


其 中 di(n) 和 ds(n) 分 别 表示 n 的 形 如 4m + 1 以 及 形 如 4m + 3 的 因子 的 个 数 . 
现在 假设 
n=2°N=2°pv=2° Tr" 1s, (16.9.3) 
其 中 p 和 g 分 别 是 形 如 4m +1 以 及 4m + 3 的 素数 . 如 果 没 有 形 如 q 的 因子 , 则 
IIg 是 “ 空 ”的 , 此 时 定义 v 为 1. 显然 i(n) = 5(N). N 的 因子 都 是 乘积 
IIG+p+…+zm)IIG+e+ + (16.9.4) 
中 的 项 . 一 个 因子 形 如 4m + 1, 如 果 它 包含 偶数 多 个 因子 q; 在 相反 的 情形 中 , 该 因 
子 形 如 4m + 3. 于 是 , 在 (16.9.4) 中 用 1 代替 p, 用 -1 代替 4 就 得 到 了 6(N), 这 


就 是 
dN)=IIr+)H (5). (16.9.5) 
如 果 有 任何 一 个 s 是 奇数 , 也 就 是 说 , 如 果 ” 不 是 平方 数 , 那么 
5(n) = 5(N) = 0. 


然而 , 如 果 "是 一 个 平方 数 , 则 有 
s(n) =6(N) = I (+) = dm 
我 们 的 目的 是 证 明 


定理 278 ”如 果 n 之 1, 那么 r(n) = 46(n). 
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这 样 就 证 明了 : 当 v 是 平方 数 时 , r(n) 取 值 为 46(n); 而 当 > 不 是 平方 数 时 ， 
r(n) 取 值 为 0. 


16.10 rr(m) 公式 的 证 明 


将 (16.9.3) 写成 
n={(1+i)(1-)}° II{(e+6)(— 6) IIa’, 
的 形式 其 中 a 和 5 是 不 相等 的 正 数 , 且 p = a? 十 咏 . 除了 a 和 5 的 次 序 之 外 , p 的 
这 个 表达 式 是 唯一 的 (根据 15.1 节 ). 因子 
1 士 i a 土 bi, gq 


都 是 k(i) 中 的 素 元 . 

如 果 n = 42+B2=(4+Bil(4- Bi), 那么 

A+Bi=i(1+)"(1 -i)" [I{(e+6)" (a— 6)™}IIe”, 
A— Bi=it(1—i)"(1+i)" [I{(e—0)" (a+6i)"™}I[a”™, 
其 中 
t= 二 0,1,2 或 者 3， aa +az =a，mi+ra=7r， 3s1 十 s2 一 3. 

显然 s1 = sz, 所 以 每 个 s 都 是 偶数 , 且 v 是 平方 数 . 除去 这 种 情形 外 不 存在 这 样 的 
表示 法 . 

然后 , 假设 

v= IIe =I[e”” 
是 一 个 平方 数 . 在 4+ Bi 和 A 一 Bi 之 间 没 有 其 他 选择 来 对 因子 g 进行 划分 . 而 对 
于 其 他 因子 的 划分 , 则 有 4(a + 1) II (> + 1) 种 可 供 选择 的 方式 . 但 是 
1=1 
i 

是 一 个 单位 , 所 以 对 as 和 as 所 作 的 改变 对 于 4 和 B 产生 的 改变 并 不 产生 超出 
由 于 + 的 变化 而 产生 的 改变 . 从 而 只 剩 下 有 4II (> + 1) = 4d(/w) 种 可 能 的 有 效 选 择 ， 
这 也 就 是 可 以 使 4 和 B 产生 改变 的 选择 . 

表示 法 n = 4?+B? 的 平凡 变形 对 应 于 (i) 一 个 单位 与 4 二 Bi 的 乘积 ; (ii)4+ Bi 
及 其 共 思 e 数 的 交换 . 这 里 有 

1(A+Bi)=A+Bi, i(A4+Bi)=—B+Ai, 
i2(A+Bi)=—A— Bi, i3(A+Bi)=B- Ai, 

且 4-Bi,-B-4i-4+BiB+4i 是 这 4 个 数 的 共 斩 .t 的 任何 改变 都 会 使 表示 
方法 发 生 改 变 . rt 和 ra 的 任何 改变 都 会 使 表示 方法 发 生 改 变 , 而 且 是 以 t 的 任何 
改变 都 没有 涉及 的 方式 改变 . 因为 根据 定理 215， 
i(1+i)°(1~i)%2 TI {eto)™ (a—bi)"} = (1 +i)°"(1 i) [I {c + 0i)" (a—bi)™s 
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是 不 可 能 的 , 除非 有 ri = rf 以 及 rs = 7. ”于 是 就 有 4d(/) 组 不 同 的 A4 和 B 的 
值 , 或 者 说 w 有 4d(/) 种 不 同 的 表示 法 , 这 就 证 明了 定理 278. 


本 章 附 注 


16.1 节 . 这 里 的 论证 效仿 P6lya 和 Szeg5, Nos. 21, 25. 定理 260 以 容 斥 定理 这 个 名 字 广 
为 人 知 . 

16.3 节 至 16.5 节 . 函数 Jj(n) 早 在 1748 年 就 已 经 隐 含 地 出 现在 Euler 的 著作 中 了 , 但 
是 Mibius (在 1832 年 ) 是 系统 研究 它 的 性 质 的 第 一 人 . 见 Landau, Handbuch, 567-587 以 及 
901， 

16.6 节 ，Ramanujan，Collected papers，180， 我 们 证 明定 理 271 的 方法 是 van der Pol 
教授 建议 的 .定理 272 属于 Hilder，Prace Mat，Fiz，43 (1936)，13-23. 也 见 Zuckerman, 
American Math. Monthiy, 59 (1952), 230 以 及 Anderson 和 Apostol, Duke Math. Journ., 
20 (1953), 211-216. 

16.7 节 至 16.8 节 . 在 Dickson, History, i, 第 1 章 至 第 2 章 中 对 于 这 几 节 的 定理 的 历史 有 

-个 完整 的 说 明 . 与 16.8 节 末尾 所 引用 的 定理 有 关 的 参考 文献 由 Kishore(Math. Comp. 31 
(1977), 274-279) 给 出 . 

Euler 曾经 证 明 : 奇 完全 数 必定 有 形状 p*q?**.…q2*", 其 中 p,q1,.…qr 是 素数 , 且 a 三 p 三 
1 (mod4). 现在 (2007) 已 知 : 奇 完全 数 应 该 超过 10300(Brent，Cohen 以 及 te Riele, Math, 
Comp. 57 (1991), 857-868). 此 外 , Nielsen 宣布 (http://arxiv.org/pdf/math/0602485): 奇 完 
全 数 必须 至 少 有 9 个 不 同 的 素 因子 . 已 知 奇 完全 数 的 最 大 素 因 子 必定 超过 107(Jenkins, Math. 
Comp. 72 (2003), no.243, 1549-1554( 电 子 版 )). 的 确 , Goto 与 Ohno 已 经 宣布 : 此 下 界 可 以 
进一步 增加 到 105. Nielsen( Integers 3 (2003), A14( 电 子 版 )) 也 证 明了 : 及 个 不 同 素 因子 的 
奇 完全 数 n 必定 满足 n < 24. 

16.9 节 . 定理 278 首先 是 由 Jacobi 用 椭 贺 函数 论 的 方法 加 以 证 明 的 . 不 过 , 它 与 Gauss, 
D. A., 182 节 所 陈述 的 一 个 结果 是 等 价 的 ; 且 早先 对 于 这 个 定理 发 表 过 许多 不 完全 的 证 明 以 及 
表述 方式 . 见 Dickson，History ii 第 6 章 以 及 Bachmann, Niedere Zahlentheorie, ii 第 7 章 . 


@@ mm 变 成 r? 且 rz 变 成 71 时 (同时 对 t, aa , a2 作 相 应 的 改变 ), 就 会 将 4 + Bi 变 成 它 的 共 轿 数 . 


第 17 章 ”算术 函数 的 生成 函数 
17.1 由 Dirichlet 级 数 生成 算术 函数 


Dirichlet 级 数 (Dirichlet series) 是 形 如 
F(s) = 裤 (17.1.1) 


的 级 数 . 变量 s 可 以 是 实 的 或 者 复 的 , 不 过 , 这 里 将 只 考虑 实 的 值 . 级 数 的 和 F(s) 
称 为 an 的 生成 函数 (generating function). 

当 我 们 深入 研究 Dirichlet 级 数 时 , 要 涉及 许多 精细 的 收敛 性 问题 . 这 些 收敛 性 
的 问题 大 多 数 与 这 里 要 讨论 的 内 容 无 关 , 这 是 因为 我 们 关心 的 主要 是 该 理论 形式 的 
一 面 , 而 且 大 多 数 结果 都 可 以 (如 同 17.6 节 中 将 要 说 明 的 那样 ) 不 用 任何 分 析 的 定 
理 , 甚至 不 需要 使 用 无 穷 级 数 的 和 的 概念 就 可 以 证 明 . 然而 还 是 有 一 些 定理 必须 被 
看 成 为 分 析 的 定理 . 而 且 , 即使 情形 并 非 如 此 , 读者 也 会 发 现 , 将 出 现 的 级 数 看 成 是 
在 通常 的 分 析 意义 下 的 和 式 来 考虑 要 更 容易 一 些 . 

我 们 将 要 利用 下 面 的 四 个 定理 . 它们 是 更 为 一 般 的 定理 的 特殊 情形 , 当 这 些 更 
一 般 的 定理 在 一 般 理论 的 适当 地 方 出 现时 , 可 以 用 不 同 的 方法 更 好 地 予以 证 明 . 这 
里 仅 限 于 讨论 当前 必需 的 基本 结果 . 

(1) 如 果 并 ann- 对 于 一 个 给 定 的 s 是 绝对 收敛 的 , 则 它 对 所 有 更 大 的 s 也 
绝对 收敛 . 这 是 显而易见 的 , 因为 当 m > 1 且 s > sl 时 有 

lonn—*| < |aamn 一 | . 

(2) 如 果 于 ann-* 对 s > so 为 绝对 收敛 , 那么 等 式 (17.1.1) 可 以 逐 项 微分 , 从 

而 对 s> so 


F's) = -5 en. (17.1.2) 


ne 
为 证 明 这 个 结论 , 假设 s < so +5 = si < s < sz. 那么 就 有 Inn < K(6)n35, 其 中 
K(6) 只 与 5 有 关 , 且 对 区 间 (su s2) 中 所 有 s 有 


cane < K(6) 


pr 


由 于 
am 
nsot#5 


> 
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收敛 , 故而 (17.1.2) 右边 的 级 数 在 (st, sz) 中 一 致 收敛 , 从 而 逐 项 微分 是 无 可 厚 非 
的 . 


(3) 如 果 对 s > so 有 F(s) = 并 ann-* = 0, 则 对 所 有 n 有 an = 0. 为 证 明 这 
点 , 假设 am 是 第 一 个 非 零 的 系数 . 那么 就 有 , 比方 说 


-s —s 
0=F(s)= oanmm-* 1+ Smt1 (车) i (2 二 
am m am m (17.1.3) 


=amm™*{1+G(s)}. 
如 果 so < sl < s, 则 有 


mtk\) "(mtl ee) fm+k\ 汪 
m ~\m m 


lcol< 忆 (2 人 wD 和 
它 当 s 一 co 时 趋向 于 0. 因此 , 对 充分 大 的 s 有 
+G(s)| > 主 
于 是 (17.1.3) 就 蕴含 am = 0, 这 是 一 对 矛盾 . 
由 此 推出 , 如 果 对 s > si 有 于 ann 一 = 守 Bnn-*， 则 对 所 有 n 皆 有 an = Bn 


我 们 把 这 个 定理 称 为 “唯一 性 定理 
(4) 两 个 绝对 收敛 的 Dirichlet 级 数 可 以 用 17.4 节 中 所 说 的 方式 相 乘 . 


以 及 


17.2 5 函 数 
最 简单 的 无 穷 Dirichlet 级 数 是 
6(s) = 廊 : (17.2.1) 
n=1 
它 对 s > 1 收敛 , 而 它 的 和 则 称 为 Bent 函数 . 特别 地 有 ” 
《(2) = 3 = 和 (17.2.2) 
= 


如 果 在 (17.2.1) 中 对 于 s 逐 项 微分 ， 则 得 到 : 
定理 279 C4(s)= 一 by mr (s>1). 


GD 对 所 有 正 整 数 n, 5(2n) 是 x2r 的 一 个 有 理 倍数 . 例如 4(4) = 砚 式 ,一般 地 有 
22n-1B, 


¢(2n)= 
其 中 B 是 Bernoulli 数 . 
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5 函数 是 素数 论 的 基础 . 它 的 重要 性 与 Euler 发 现 的 一 个 不 寻常 的 恒等式 有 关 . 
这 个 恒等式 把 这 个 函数 表示 成 了 只 取 遍 素数 的 一 个 乘积 . 
定理 280 ”如 果 s> 1, 则 有 
C(s)= II ep 
由 于 p > 2, 故而 对 s > 1( 实 际 上 对 s > 0) 有 : 
1p lt 和 (17.2.3) 
取 p= 2,3,… PP 并 将 这 些 级 数 乘 在 一 起 , 所 得 到 的 一 般 项 就 有 形式 


2-oas3-aas .PP-aps = n-s, 
其 中 

n= 2az3oa 
当 且 仅 当 ”没有 大 于 P 的 素 
积 中 仅 出 现 一 次 . 从 而 有 


Pr (a2>0,a3>0,...ap >0) 


因子 时 , 则 利用 定理 2 可 得 , 这 样 的 数 n 就 会 在 此 乘 


I i 


psP (P) 
右边 的 求 和 取 遍 素 因 子 不 超过 P 的 所 有 正 整数 ， 交 
这 些 数 包括 所 有 不 超过 P 的 数 , 所 以 0 < 之 ms 一 Br" < 这 n-s, 而 最 后 
的 和 当 已 -oo 时 趋向 于 0. 于 是 时 n= Jlim 吕 n-* = lim 了 一 ,这 就 
n=1 Ep) Proopgp 1—p 
是 定理 280 的 结果 . 
定理 280 可 以 看 成 是 算术 基本 定理 的 一 种 解 述 表述 . 


17.3 56(s) 在 s 一 1 时 的 性 状 


以 后 我 们 需要 知道 当 s 取 大 于 1 的 值 且 趋向 于 1 时 , 4(s) 和 C4'(s) 的 性 状 如 何 . 
可 以 将 C(s) 表示 成 下 述 形式 : 


pe OO 0 fn+1 
5(e) = > mn = | zsdz 十 | (nT — 2 *)dz. (17.3.1) 
n=1 本 7 这 作 
其 中 , 由 于 s > 1, 则 
| zdzx = 上 
1 3 一 1 


如 果 n<z<n+1, 则 又 有 
z 
0<n -2s -| st-s-ldt < 二 ， 
霹 ne 


所 以 


17.4 Dirichlet 级 数 的 乘法 


ntl s 
0< [ (ns—z *)dr< 坟 
(17.1.3) 人 且 数 值 上 小 于 s 并 mn-2. 从 而 有 : 
定理 281 4(s) = +0(1). 
我 们 还 有 


In¢(s)= {1+0O(s—1)}, 
从 而 有 : 


定理 282 IncC(s) = 


(s—1). 
如 同 对 C(s) 进行 讨论 那样 还 可 以 对 
-6(s) = ms ln 一 下 zslnzdz 十 > (nlnn— znz)dr 
进行 讨论 , 从 而 推出 : 
定理 283 C4(s)= 一 
特别 地 有 


四 地 +00) 


<~ 二 
这 也 可 以 用 下 述 方法 加 以 证 明 . 注意 到 , 如 果 s > 1, 则 有 
(1 =- 21-5)6(9)= 1 十 2 十 3 十.… 一 2(2- 十 4 十 6 一 十) 
=1-" 一 2-" 十 3- 一 …， 
而 最 后 一 个 级 数 对 s = 1 收敛 于 In2. 从 而 
G-1co)= (1 ~ 217°)¢(s) Tas 一 mn2i5 = 1. 


17.4 Dirichlet 级 数 的 乘法 
假设 给 定 由 有 限 多 个 Dirichlet 级 数组 成 的 集合 


> ann > pon men， es (17.4.1) 
并 从 每 一 个 级 数 中 选取 一 个 因子 构成 所 有 这 样 的 乘积 , 用 这 样 一 种 方式 将 这 些 级 数 


相 乘 在 一 起 . 所 得 到 的 一 般 项 是 
@ 这 里 假设 


吉 民 从 = 2 


只 要 右边 的 级 数 收敛 即 可 , 这 是 一 个 不 包含 在 17.1 节 中 的 定理 . 我 们 不 证 明 这 个 定理 , 因为 只 在 另 


外 一 个 可 供 选择 的 证 明 中 才 需 要 用 到 它 - 
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aa Boy yw auBoTo ns, 
其 中 n= uvw…. 如 果 对 一 个 给 定 的 n 值 , 把 所 有 的 项 加 在 一 起 , 就 得 到 一 个 单独 
的 项 xnn-，, 其 中 


Xn= DD oupono (17.4.2) 


级 数 沁 xnn-s(xn 由 (17.4.2) 定义 ) 称 为 级 数 (17.4.1) 的 形式 乘积 (formal product). 
最 简单 的 情形 是 (17.4.1) 中 只 有 两 个 级 数 半 auu-。 和 守 Bsv-， 的 情形 . 如 果 

(将 记号 稍 加 改变 ) 用 并 ?nn-* 来 记 它 们 的 形式 乘积 , 那么 
加 = 》 ouB, = > aagn/d = we (17.4.3) 


ton ar 
这 是 一 种 在 第 16 章 中 频繁 出 现 过 的 和 式 ， 又 基 两 个 给 定 的 级 数 都 是 绝对 收 伍 的 ， 
且 它们 的 和 分 别 是 F(s) 和 G(s), 则 有 
F(s)G(s)= Do Do = 2 owluy) 
= 2 于 Qu = Son 人 

这 是 因为 我 们 可 以 将 两 个 绝对 收敛 的 级 数 相 乘 , 且 可 以 按照 所 希望 的 任何 次 序 来 安 
排 乘积 中 的 项 . 

定理 284 ”如 果 级 数 

F(s)=D ow, G(s)=D Po 
绝对 收敛 ,那么 
F(s)G(s) = 》 nm。， 

其 中 加 由 (17.4.3) 定义 . 

反 过 来 , 如 果 玉 (s) = 并 bnn-* = FF(s)G(s), 那么 由 17.1 节 中 的 唯一 性 定理 推 
出 有 bn = Yn: 

适当 注意 就 可 以 将 我 们 给 出 的 形式 乘积 的 定义 推广 到 无 穷 多 个 级 数 的 情形 去 . 
为 了 方便 起 见 , 可 以 假设 aa = Bi = 1 ==… = 1 此 时 (17.4.2) 中 的 项 owBuyw… 
只 包含 有 限 多 个 异 于 1 的 因子 , 只 要 该 级 数 绝对 收敛 ," 我 们 就 可 以 用 (17.4.2) 来 定 
义 xn: 

最 重要 的 情形 是 f(1) = 1，f(n) 是 积 性 函数 ， 且 级 数 (17.4.1) 就 是 对 p = 
2,3,5,… 有 

1+f(p)p 十 jp2)p-2 十 :… 十 Je)p +. (17.4.4) 

于 是 , 比方 说 当 v = 2 时 , av 是 f(2°), 反之 av 取 值 为 0. 此 时 根据 定理 2, 每 个 
作为 一 个 有 非 零 系数 的 乘积 ww.… 恰好 出 现 一 次 , 而 且 , 当 n = 到 :222 … 时 有 


本 @ 必须 假设 绝对 收敛 , 这 是 因为 我 们 没有 在 所 要 选取 的 项 中 指定 它们 的 次 序 . 
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Xn = jpT)7(p2)… 一 f(n). 
应 该 注意 到 , 级 数 (17.4.2) 化 简 成 一 个 单项 , 从 而 不 再 有 收敛 性 的 问题 存在 . 
于 是 有 : 


定理 285 “如果 f(1) =1, 且 f(n) 是 积 性 函数 , 则 
> fn 
是 级 数 (17.4.4) 的 形式 乘积 . 
特别 地 , 立 n-* 是 级 数 
1 十 pp 十 D-2 十 … 
的 形式 乘积 . 
定理 280 在 某 些 方面 说 的 要 比 这 更 多 一 些 , 也 就 是 说 , C(s)( 当 s > 1 时 它 是 级 
数 总 n-* 的 和 ) 等 于 级 数 1 +p-， + p-2 十.… 的 和 的 乘积 . 其 证 明 可 以 推广 以 包 
含 这 里 所 考虑 的 更 加 一 般 的 情形 . 
定理 286 如果 f(n) 满足 定理 285 的 条 件 , 且 
和 lf(aln (17.4.5) 
收敛 ， 那么 
F(s)=D fn 一 = 工人 +7)p 一 +72)p 2 十 小 
p 
记 
Fp(s) =1+ f(p)p + f(p)p * + , 
这 个 级 数 的 绝对 收敛 性 是 (17.4.5) 收敛 性 的 一 个 推论 . 这 样 一 来 , 与 在 17.2 节 中 进 
行 同样 讨论 , 并 利用 f(n) 的 积 性 性 质 , 就 得 到 


I Fs) = 2 fn 


psP (P) 
由 于 
fn — Dfn)n | < DWn = 0, 
n=1 (P) P+1 
所 欲 证 之 结果 就 如 同 在 17.2 节 中 一 样 得 出 . 


17.5 ” 某 些 特殊 算术 函数 的 生成 函数 


我 们 所 研究 的 大 多 数 算术 函数 的 生成 函数 都 是 〈 函数 的 简单 组 合 . 本 节 要 解 
决 若干 最 重要 的 例子 . 


1 ~ p(n) 
定理 287 而 =- 郑 综 (s>1). 
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这 可 以 立即 由 定理 280、 定 理 262 以 及 定理 286 得 出 ， 这 是 因为 
耐 =I[G -7 )=II{i+xp)p + up )p +} = ba mn. 
p 


定理 289 6) = (s > 1). 


n=1 


定理 290 Cc(s)C(s - 1) = 之 衬 了 (s > 2). 


这 些 结果 是 下 述 定理 的 特殊 情形 . 
定理 291 Cc(s)C(s 一 月 -2 (s> 1,s>k+1). 
n=1 
事实 上 , 根据 定理 284 得 : 
ck- 月- 并 坪 大半 -并 二 于 -二 
mn=1 ”m=1 mn=l dn n=1 
定理 292 ”ca-i(m) 立 mm) (s>1) 
ms-1C(s) v1 和 ns 
根据 定理 271 得 
cn(m) = 1(3)a= 3 nd)d, 
dim ,din dim ,dd’'=n 
所 以 
on(m) _ 名 pd)d 
2 个 ZS dds 
ed) 二 
< > ds di C(s) ds 


最 后 有 
a= ma Da 1 = m!-sgs 1(m). 


dm dim 
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特别 地 有 : 
cn(m) _ 6 ao(m) 
定理 293 a 


17.6 ”M6bius 公式 的 解析 说 明 


假设 
gln) = > fd), 
din 
又 假设 F(s) 和 G(s) 是 f(n) 和 g(n) 的 生成 函数 . 那么 , 如 果 级 数 均 绝 对 收敛 , 则 
有 


Folk = 66). 


n=1 n=1 n=1™ dn n=1 


于 是 


_G(s) _ gm) un) hn) 
F(9) = 2 元 2 a = 
其 中 


再 根据 17.1 节 (3) 中 的 唯一 性 定理 就 推出 
hn) = f(n), 
这 就 是 Mébius 的 反 转 公式 (定理 266). 因此 , 这 个 公式 给 出 了 等 式 
G(s) =¢(5)F(s), F(s) = LO 


C(s) 
之 间 的 等 价 性 的 算术 表示 . 

我 们 不 能 把 这 里 给 出 的 讨论 看 成 是 Mabius 公式 的 证 明 , 这 是 因为 它 依赖 于 
F(s) 的 级 数 的 收敛 性 . 这 个 假设 涉及 对 于 f(n) 的 阶 的 一 个 限制 , 显然 这 样 的 限制 
是 无 关 紧要 的 . M6bius 公式 的 “真正 的 ”证明 在 16.4 节 中 给 出 ， 

不 过 可 以 利用 这 个 机 会 将 17.1 节 中 所 作 的 某 些 注释 加 以 扩充 ， 可 以 构造 出 
Dirichlet 级 数 的 一 个 形式 的 理论 , 在 这 个 理论 中 “分 析 ” 不 起 任何 作用 . 这 个 理论 
将 会 包含 所 有 的 Mabius 型 的 恒等式 , 但 是 有 关 无 穷 级 数 的 和 的 概念 , 或 者 无 穷 乘 
积 的 值 的 概念 永远 不 会 在 其 中 出 现 . 我 们 不 打算 详细 构造 这 样 一 种 理论 , 但 是 考虑 
一 下 这 个 理论 将 会 如 何 开始 也 是 很 有 意义 的 . 

用 4 来 记 形式 级 数 于 ann-, 并 记 


A=D ,ann™. 


特别 地 记 
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IT =1xl-*+0x2-* 二 0x3-* 十 .…， 
Z =1xl-*+1x2-* 二 1x3-* 十 .…， 
M=p(1)1- 十 HA(2)2- 十 HA(3)3-。 + . 
用 4 = B 来 表示 对 所 有 n 的 值 都 有 an = bn 
方程 4x B=C 表示 C 是 A 和 B 的 形式 乘积 (在 17.4 节 的 意义 下 ). 如 同 在 
17.4 节 中 那样 , 这 个 定义 可 以 被 推广 到 任意 有 限 多 个 级 数 的 乘积 , 而 且 如 果 适 当 谨 
慎 处 理 的 话 , 还 可 以 推广 到 无 穷 多 个 级 数 的 乘积 中 去 . 由 定义 显然 可 以 看 出 
AxB=BxA, AxBxC=(AxB)xC=Ax(BxO), 
等 等 , 还 有 4 x 了 T= 4. 
等 式 4x2 = B 意味 着 有 
bn =》 au. 
din 
假设 存在 一 个 级 数 工 使 得 2 x 工 = 工 这 样 就 有 
A=AxI=Ax(ZxL)=(Ax2Z)xL=BxL, 
也 即 有 


an 一 > balnyd. 
可 


Mabius 公式 断言 = y(n), 也 就 是 工 = M, 或 者 说 有 
ZxM=1, (17.6.1) 


nd 


dm 

当 n=1 时 为 1, 而 当 n> 1 时 为 0( 定 理 263). 

可 以 如 同 在 16.3 节 中 那样 来 证 明 这 个 结论 , 或 者 也 可 以 如 下 进行 下 去 . 记 

P=1-p, Qp=1+p "+p +. 
其 中 是 一 个 素数 (从 而 使 得 , 比方 说 , Ps 是 这 样 一 个 级 数 4, 其 中 m = 1,ap = 一 1， 
而 其 余 的 系数 均 为 0). 在 P, 和 Q 的 形式 乘积 中 计算 ns 的 系数 . 如 果 n=1, 这 
个 系数 为 1; 如 果 n 是 p 的 正 罕 次 , 这 个 系数 为 1-1=0; 在 所 有 其 他 的 情形 下 , 这 
个 系数 的 值 都 是 0. 如 此 对 每 个 就 有 
PNT 
级 数 P,, 8 以 及 了 工 都 是 17.4 节 中 考虑 过 的 特殊 类 型 的 级 数 , 且 有 


2Z=I[Q@, M=I[P;, 
ZzxM=I[Q»*xIIP;, 


II x P=II7=. 


而 这 就 意味 着 


17.7 函 数 Atn) 255 


但 是 在 

(Q2 x Qs x Qsx…)x (BxPRxPx...) 
(这 是 两 个 一 般 类 型 的 两 个 级 数 的 乘积 ) 中 n-。 的 系数 与 在 

Q2x PBx Qax PBx Qsx Px... 

中 或 者 与 在 

(Q2 x Pa)x (Qa x Ps)x (Qsx Ps)x.. 
(它们 每 一 个 都 是 无 穷 多 个 特殊 类 型 的 级 数 的 乘积 ) 中 的 系数 相同 . 在 每 一 种 情形 
下 , 17.4 节 中 的 xn 只 包含 有 限 多 项 . 从 而 


2ZxM=TIe,xIIz2=IIoxB)=IIz= 工 
显然 , (17.6.1) 的 这 个 证 明 实 质 上 不 过 是 16.3 节 中 的 证 明 翻 译 成 了 不 同 的 语言 . 
而 在 与 此 相似 的 一 种 简单 情形 中 , 我 们 通过 这 种 翻译 没有 得 到 任何 东西 . 当 用 无 穷 
级 数 和 无 穷 乘 积 的 语言 来 表述 时 , 对 于 更 为 复杂 的 公式 的 掌握 和 证 明 也 都 变 得 更 为 
容易 , 重要 的 是 要 认识 到 我 们 可 以 利用 它 , 而 不 需要 解析 的 假设 条 件 . 然而 , 接 下 来 
要 继续 使 用 通常 的 分 析 语言 . 


17.7 函 数 A(n) 


函数 A(n)( 它 在 素数 的 解析 理论 中 特别 重要 ) 定义 为 
An) =inp (n=7"™), 
A(n)=0 (n#p™), 
也 就 是 说 , 当 n 是 一 个 素数 p 或 者 该 素数 的 军 时 , 其 值 为 np, 而 在 其 他 情形 其 值 
为 0. 


由 定理 280 得 
1 
ln6(s) = 》 In -|. 
> 全 ) 
关于 s 求 导 , 并 注意 到 
dn ls ny 
ds 1-p™  p~1’ 
则 得 
CC) __ Inp 
Ft > Br (17.7.1) 


逐 项 微分 是 合法 的 , 是 因为 求 导 得 到 的 级 数 对 于 s > 1 + 5 > 1 是 一 致 收 全 的. 
可 以 把 (17.7.1) 写成 形式 


@ 第 n 个 素数 pn 大 于 n, 该 级 数 可 以 与 》 nlnn 作 比 较 . 
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当 s > 1 时 其 中 的 二 重 级 数 洒洒 p-™*Inp 是 绝对 收敛 的 . 因此, 根据 A(n) 的 定 


义 , 可 以 把 它 写成 


Dp Inp= > An. 
pm 


定理 294 四 二 于 A(n)n-s (s > 1). 因为 根据 定理 279 有 


以 及 


a = co 二 和 了 3 1 A 

n=1 n=1 

由 这 些 等 式 以 及 17.1 节 中 的 唯一 性 定理 则 得 :9 
定理 295 A(n) 一 中“ 人 ) md 


定理 296 lnn= 并 A(d) 
dm 


也 可 以 直接 证 明 这 些 定理 . 如 果 mn = Tp", 那么 


Dj A(d) = Inp. 
dm 
求 和 取 遍 满足 pe |m 的 所 有 值 以 及 所 有 正 数 oa 从 而 Inp 出 现 a 次 . 于 是 
DB Inp= > alnp= InT[z” = lnn. 
p°In 


这 就 证 明了 定理 296, 而 定理 295 可 以 由 定理 266 推出 . 


我 们 还 有 
af ee 1 /C0) 
ds { 矶 } C2(s) C(s) { <(s) } 
所 以 
Winn DAN) 


@ 与 7.6 节 比 较 . 
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所 以 与 前 面 一 样 可 以 推出 : 
定理 297 -y(n)inn= > 3) Ad). 


Ss) _ df 
入 =‘0{ 击 } 
由 此 (或 者 由 定理 297 和 267) 可 得 : 

定理 298 A(n)= -En d)lnd. 


类 似 地 有 


17.8 ”生成 函数 的 进一步 的 例子 


我 们 增加 几 个 各 具 特 色 的 例子 . 定义 dk(n) 是 将 n 表示 成 个 正 因子 (其 中 
任何 一 个 数 都 可 以 是 1) 的 乘积 的 表 法 个 数 , 两 个 表示 法 如 果 仅 仅 是 其 中 因子 的 次 
序 不 同 , 也 被 视 为 不 同 的 表示 . 特别 地 有 d2(n) = d(n). 于 是 有 : 


定理 299 4()= 民 和 (>. 
定理 289 是 这 个 定理 的 一 个 特例 . 


又 有 a 
帘 - 了 (3)- 了 (+ 


其 中 A(n) = (-1)?,p 是 n 的 素 因 子 的 总 个 数 , 重 因子 按照 重 数 来 计算 . 这 样 就 有 : 
《Cs) _ ~ Mn) 
定理 300 0 = 六 入 
类 似 地 , 可 以 证 明 : 
Os) _ 2 
定理 301 (en 二 2 
其 中 w(n) 是 nn 的 不 同 素 因子 的 个 数 . 
数 n 称 为 是 无 平方 因子 数 (squarefree), 如 果 它 没有 平方 因子 . 如 果 当 n 是 无 
平方 因子 数 时 记 gq(n) = 1, 而 当 ”有 平方 因子 时 记 gq(n) = 0, 所 以 q(n) = k(n)| 这 
样 根据 定理 280 和 定理 286 就 有 


(s>1) ， 
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入 -H( 夺 )-Ierm -并 e>y 
从 而 得 到 : 


定理 302 划 = -二 理 - 二 和 (s>1). 


更 一 般 地 , 如 果 根 据 n 有 还 是 没有 次 寡 因 子 而 有 gx(n) = 0 或 者 gk(n) = 1， 
那么 就 有 : 


Cs) _ Ey) 
定理 303 a = D0 (s > 1). 
另 一 个 属于 Ramanujan 的 例子 是 : 
¢(s) _ {dy 
定理 304 Cn) (s > 1). 


这 可 以 证 明 如 下 . 我 们 有 


C*(s) 1+p-? 
(2s) -Ht a =II (p= 
现在 有 
= +o +3r+6r+..) 
=1+4 如 +9o2+ = 1) 
1=0 
于 是 


Cs) _ ~ 2 -ls 
tes) De p } 
根据 定理 273, 当 n= pt … 时 , ns 的 系数 是 
(1 +1)2(l2 +1)2...= {dn)}. 
更 为 一 般 地 , 可 以 用 类 似 的 推理 证 明 : 
定理 305 ”如 果 s,s 一 as-b 和 5 一 ab 全 都 大 于 1 那么 


《Ge)GGs 一 ac(s 一 DGs 一 一 中 立 Ta(n)oo(n) 
Cl2s “a—6) ne 


n=1 


17.9 rr(n) 的 生成 函数 
在 16.10 节 中 我 们 看 到 
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r(n) = 4 ,x(a), 


dm 


其 中 x(n) 当 为 偶数 时 取信 为 0, 而 当 n 为 奇数 时 取信 为 (-1)Htn-5. 于 是 有 
6), 


其 中 
Z(s) = 1 一 3 十 5 一 … 
(如 果 s > 1). 
Tn 
定理 306 二 阳 =4C(s)L(s) (s>1). 
函数 
1(s) 一 1-” 一 2 十 3-。 一 
可 以 通过 公式 


ns) = (1 一 229)6(9) 
来 用 C(s) 表示 . 但 是 L(s)( 它 也 可 以 表示 成 


2 
es II 6 = 十 7) 
的 形式 ) 是 一 个 独立 的 函数 . 在 形 如 4m + 1 和 4m + 3 的 级 数 中 , 它 是 素数 分 布 的 
解析 理论 的 基础 . 


17.10 ”其 他 类 型 的 生成 函数 


本 章 讨论 的 生成 函数 是 由 Dirichlet 级 数 定义 的 , 但 是 任何 函数 
F(s) = >》 ”anun(s) 
都 可 以 被 看 成 是 an 的 生成 函数 . un(s) 的 最 一 般 的 形式 是 
Un(s) =e—\ns, 

其 中 和 是 稳步 增加 而 趋向 于 无 穷 的 正 数 数列 . 最 重要 的 情形 是 和 = Inn 和 Xs 二 n 
的 情形 . 当 Au = Inn 时 , un(s) = n-，, 该 级 数 即 为 Dirichlet 级 数 . 当 An =n 时, 它 
是 关于 
到 一 6 4 
的 一 个 寒 级 数 . 

由 于 mr-s.nr-s = (mn)-. 且 zm.zn = zmtnm 第 一 种 类 型 的 级 数 在 数论 (尤其 
是 素数 理论 ) 的 “ 积 性 ”方面 较为 重要 . 像 


Dir)e", Son), An)e” 
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这 样 的 一 些 函数 都 是 极 难处 理 的 . 但 由 和 罕 级 数 定义 的 生成 函数 在 加 性 数论 中 却 起 


着 主导 作用 .? 
其 他 的 有 意思 的 级 数 类 型 可 以 通过 取 
ld) = Te I 
来 得 到 . 记 


i 
F(z) = De i 


并 忽视 收敛 性 问题 (这 里 对 收敛 性 问题 不 感 兴趣 ) ?。 这 样 一 种 类 型 的 级 数 称 为 
“Lambert 级 数 ". 那么 就 有 


. 
-Dm De Dn, 


=1 m=1 N=1 

其 中 

bn = 到 
4 与 5 之 间 的 这 种 关系 是 在 16.4 节 和 7 6 节 中 考虑 过 的 ， 它 等 价 于 

C(s)f(s) = g(s), 
其 中 f(s) 和 g(s) 是 与 on 以 及 加 相伴 的 Dirichlet 级 数 . 

定理 307 如 果 
= Dann™s, g(s)= Donn™s, 
那么 
F(z) = Di = bnzn 

成 立 ， 当 且 仅 当 


C¢(s)f(s) = g(s). 
如 果 f(s) = 于 u(n)n-s, 则 由 定理 287 有 g(s) = 1. 如 果 f(s) = 省 b(n)n- 
则 由 定理 沿用 


9g(s) = 6(s—1) i 
从 而 得 出 : 
~ pn)z™ _ 
定理 308 > Tr = 
ee pn)z™ 工 
定理 309 > 1 = ta 


见 第 19 章 至 第 21 章 
当 0 


0 
© 和 z<1 时 ， 我 们 考虑 的 所 有 这 种 类 型 的 级 数 都 是 绝对 收敛 的 . 
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类 似 地 , 由 定理 289 和 306 可 得 : 


ce 2 3 
定理 310 和 dtnjz = + + 
n= 1—z2 


1—z3 


il—w 


定理 311 Sra" =4 (和 至- Ts+ 1 下) 
定理 311 等 价 于 椭圆 函数 论 中 一 个 著名 的 恒等式 , 这 就 是 : 
定理 312 (1+27 二 2z* +2z9 十 …)? = ia( 二 
事实 上 , 如 果 将 级 数 

1+2z 十 2z4 十 2z9 十 … -Ser 


平方 , z" 的 系数 就 是 r(n), 这 是 因为 每 一 对 满足 m? + m3 =n 的 数 (m1,m2) 都 贡 
献 出 1.9 


本 章 附 注 


17.1 节 . 在 Titchmarsh 的 Theory of functions 一 书 的 第 9 章 里 有 关于 Dirichlet 级 数 的 

解析 理论 的 一 个 简短 的 说 明 ; 对 于 更 一 般 类 型 的 级 数 
Dane 

(参见 17.10 节 ) 的 更 为 完整 的 说 明 见 Hardy 和 Riesz 的 书 The general theory of Dirichlet's 
series(Cambridge Math. Tracts，No。 18，1915) ， 以 及 Landau 的 书 Handbuch，103-124， 
723-775. 

17.2 节 . 关于 6 一 函数 及 其 对 素数 理论 的 应 用 有 许 许多 多 的 文献 . 特别 地 , 请 参见 Ingham 
和 Landanu 的 书 , 参见 Titchmarsh, The Riemann zeta-function (Oxford, 1951) 和 Edwards, 
Riemann’s zeta-function (New York, Academic Press, 1974), 最 后 一 本 书 特别 从 历史 的 观点 
作 了 介绍 . 

有 关 4(2n) 的 值 , 请 参见 Bromwich, Infinite series, 第 二 版 , 298. 

17.3 节 . 定理 283 的 证 明 依 赖 于 公式 


一 3| 一 8 一 4 一 EJ 
0<n gn—z te=|: (slgt — Ddt < ls(n + 1), 


它 对 于 3<n<zsn+1 和 s>1 成立. 

关于 这 个 定理 还 有 一 些 证 明 , 请 参看 Landau 的 书 Handbuch, 106-107 中 关于 第 247 页 所 
作 的 脚注 , 以 及 Titchmarsh, Theory of functions, 289-290 . 

17.5 节 至 17.10 节 . 这 几 节 里 的 许多 恒等式 以 及 其 他 有 类 似 特征 的 恒等式 出 现在 P6lya 
和 Szeg5, Nos. 38-83 中 . 其 中 有 一 些 可 以 追 湖 到 Euler. 我 们 不 打算 系统 地 研究 谁 是 它们 的 


@ 这 样 对 于 数 5 就 有 8 个 数 对 出 现 , 也 就 是 (2, 1), (1, 2) 以 及 那些 通过 改变 符号 得 到 的 数 对 . 
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发 现 者 , 不 过 定理 304 和 定理 305 是 首先 由 Ramanujan 在 Messenger of Math. 45 (1916)， 
81-84 (Collected papers, 133-135 以 及 185) 中 加 以 陈述 的 . 

17.6 节 . 用 较 小 的 字号 印刷 的 内 容 是 与 Harald Bohr 教授 讨论 得 到 的 结果 . 

17.10 节 . 定理 312 属于 Jacobi,，Fundamenta nova (1829), 第 40 章 (4) 以 及 第 65 章 
(6). 


第 18 章 ”算术 函数 的 阶 


18.1 d(n) 的 阶 


第 17 章 讨论 了 由 像 dtm)、c(n) 以 及 p(n) 这 样 的 算术 函数 所 满足 的 形式 关系 . 
现在 来 考虑 当 n 的 值 很 大 时 这 些 函数 的 变化 , 首先 从 函数 d(n) 开始 . 显然 当 n > 1 
时 有 d(n) > 2, 而 当 ”是 一 个 素数 时 有 d(n) = 2. 从 而 有 : 


定理 313” 当 n 一 o0 时 d(n) 的 下 极限 是 2: lim d(n) = 2. 


要 想 对 d(n) 的 阶 找 一 个 非 平凡 的 上 界 就 不 那么 显而易见 了 . 首先 来 证 明 一 个 
否定 的 结果 . 


定理 314 d(n) 的 阶 有 时 可 以 大 于 Inn 的 任意 畴 次 : 等 式 
dm) =O {nm^} (18.1.1) 
对 每 个 A 都 不 成 立 .” 
如 果 n = 2m, 那么 


dm =m+1~ 2. 
如 果 n = (2 x 3)m, 那么 


lnm 


dln) = (mm 十 1D2 人 ~ (只 ) . 


ln6 
如 此 等 等 . 如 果 
1 和 A<1!+1 
且 
n=(2x3..p41)"™, 
那么 


1+1 Inn i tt1 
d(n) = (m+1) ~ {ners} > K(lnn)t!, 


其 中 K 与 无关. 于 是 (18.1.1) 对 无 穷 多 个 n 的 值 缘 不 成 立 . 
另 一 方面 , 可 以 证 明 : 


定理 315 ”对 所 有 正 数 5 都 有 d(n) = O(n5). 


SE @ 符号 O,o,~ 定义 在 1.6 节 中 . 
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对 所 有 正 数 5 都 有 d(n) = O(n5) 这 一 论断 与 对 所 有 正 数 5 都 有 d(n) = o(n5) 
是 等 价 的 , 这 是 因为 当 0 <5 <5 时 有 nm5 = o(n5). 
我 们 需要 下 面 的 引 理 : 


定理 316 ”如 果 f(n) 是 积 性 函数 , 且 当 pm 一 co 时 有 jpm) 一 0, 那么 当 
n 一 00 时 有 f(n) 一 0. 


给 定 任何 正 数 e, 有 : 

(i) 对 所 有 p 和 m, 有 |7(om)| < 4; 

(ij) 如 果 pm > B, 则 有 |f(p™)| < 1; 

(ii) 如 果 pm > N(e), 则 有 |f(p"™)| < e. 
其 中 4 和 B 与 p,m 以 及 无关 , 而 N(e) 只 依赖 于 <。. 如 果 n= pf?'p?…pe", 屠 
么 

f(n) = f(pt')f(p2) :fF(p9"). 

在 因子 pf ,p22 ,… 中 , 有 不 多 于 C 个 小 于 或 者 等 于 B, 而 C 与 ”以 及 < 无 关 . 对 
应 的 诸 因子 (pe) 的 乘积 在 数值 上 小 于 AC, f(n) 的 其 余 因子 在 数值 上 均 小 于 1. 

可 以 用 因子 pe < N(e) 的 乘积 作成 的 整数 的 个 数 是 M(e), 而 且 每 个 这 样 的 数 
都 小 于 P(e), M(e) 和 P(e) 只 依赖 于 <. 因 此, 如果 n > P(e), 则 至 少 存在 n 的 
一 个 因子 pe 使 得 ze > N(e), 这 样 一 来 , 根据 (ii) 就 有 |f(p")| < e. 由 此 推出 , 当 
mn > P(e) 时 

|F(n)| < 4ce， 

于 是 就 有 f(n) 一 0. 

为 了 推导 出 定理 315, 取 f(n) = n-5d(n). 此 时 根据 定理 273, f(n) 是 积 性 的 ， 
且 当 pm 一 oo 时 有 

m+1 2m 2 lnp™ 2 lnp™ 
j= < 各 -志和 < 言 革 一 

从 而 当 n 一 co 时 有 f(n) 一 0, 而 这 正 是 定理 315( 用 。 代替 O). 

还 可 以 直接 证 明定 理 315. 根据 定理 273 有 


Et pt II ( 安 ) (18.1.2) 


abln2 < esln2 一 25 ps, 


由 于 


故 有 
a+l1 a 1 . 
3 < a 
pr Sltps < 1+ jina < on (hi3) 


我 们 在 (18.1.2) 中 对 于 小 于 21/5 的 那些 p 利用 这 个 结果 , 这 样 的 素数 个 数 少 于 21/5. 
如 果 p>215, 则 有 
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5 a+l1 .a+l1 
a 
从 而 
d(n) 1 21/15 
mr < II ep (起 ) < exp (有 5) = 0O(1). (18.1.3) 
15 
这 就 是 定理 315. 


还 可 以 用 这 种 类 型 的 论证 方法 对 定理 315 进行 改进 . 假设 = > 0, 并 在 上 一 段 
中 用 


Inlnn 
代替 5. 由 于 正 是 在 这 里 我 们 才 第 一 次 用 到 6 与 n 无 关 这 一 事实 , 所 以 要 到 我 们 得 
到 (18.1.3) 的 最 后 一 步 , 才 会 看 出 其 中 出 现 的 变化 . 这 一 次 对 于 所 有 n > mo(s) 有 
( 剖 ) /a (Inmn)MG+ie)lnlnnm ,eln2lnn 
aln2 ~ 2inlnm 


( 十 3:) ln22 


(根据 1.7 节 关 于 对 数 型 无 穷 大 以 及 罕 级 数 无 穷 大 的 说 明 )， 从 而 有 
Ind(n) < al + Em2Inn _ (+e)In2Inn 
i 2ininn Ininn 


这 样 就 证 明了 下 面 定理 的 一 部 分 结果 . 


1 
定理 317 mA ~ in2. 


也 就 是 说 , 如 果 < > 0， 那么 对 所 有 n>nole) 有 


d(n) < 2G+9inn/ininn， 


又 对 无 穷 多 个 n 的 值 有 
d(n) > 2(1-e)Inn/InInn, (18.1.4) 
于 是 d(n) 的 真实 的 “最 大 阶 ”大 约 是 2n"/ mmn, 由 定理 315 推出 
md(n) ,0 
Inn : 
所 以 有 d(n) = ne4m/inn = me", 其 中 当 n 一 oo 时 有 en 一 0. 另 一 方面 , 由 于 
2mn/ininn = mn2/inmn, 且 lnlnm 很 慢 地 趋向 于 无 穷 , 所 以 en 很 慢 地 趋向 于 0. 粗 
略 地 说 , 对 某 些 n, d(n) 更 像 是 n 的 罕 , 而 不 像 是 Inn 的 备 . 但 是 这 种 情形 出 现 得 
十 分 少 ?, 而 且 正如 定理 313 所 指出 的 那样 , d(n) 有 时 候 是 相当 小 的 . 
为 了 完成 定理 317 的 证 明 , 必须 对 一 列 适当 的 n 证 明 (18.1.4). 取 n 是 前 个 
素数 的 乘积 , 所 以 
n=2x3x5x7x.…xP, d(n)=2"=2"7), 


@@ 见 22.13 节 . 
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其 中 已 是 第 7 个 素数 . 这 样 选 择 的 n 会 给 出 d(n) 的 很 大 的 值 . 第 22 章 要 讨论 函 
数 


7) = DInp, 
i 


Psz 
那里 将 证 明 (定理 414): 对 某 个 固定 的 正 数 4 和 所 有 z > 2 有 
D(z) > Ar.® 


这 样 就 有 
AP < HP)= DInp=Inn, 
psP 
(PnP=InP D1> 9(P)= Inn, 
PsP 


从 而 对 n> nole) 就 有 
Ind(n)= 7(P)ln2> 


lInnln2 lInnln2 (1—e)lnnin2 
InP lnlnm 一 in4 lnlnmn 


18.2 d(m) 的 平均 阶 


如 果 f(n) 是 一 个 算术 函数 且 g(n) 是 n 的 任意 一 个 简单 函数 , 使 得 有 
JI)+j(C2)+…+jfn)~9g()+9(2) 十 … 十 g(n)， (18.2.1) 
则 称 f(n) 的 平均 阶 (average order) 是 g(n)， 对 许多 算术 函数 来 说 ， 当 n 很 大 时 ， 
(18.2.1) 左边 的 和 式 与 f(n) 本 身 相 比 , 前 者 的 性 质 要 有 规律 得 多 .特别 对 于 d(n) 
来 说 , 这 也 是 正确 的 , 而 且 能 对 此 证 明 非 常 精确 的 结果 . 


定理 318 4d(1)+d(2)+:…+d(n) ~ nlnn. 


由 于 
lInl+ln2+.…+lnn~ [mo ~nlnn, 
1 
故而 定理 318 的 结果 等 价 于 
d(1) +d(2) +:…+d(n) ~ Inl+ln2+:…:+Inn. 
可 以 将 此 结果 表述 成 : 


定理 319 。 d(n) 的 平均 阶 是 Inn. 

这 两 个 定理 都 包含 在 一 个 更 精确 的 定理 之 中 , 此 即 : 

定理 320  d(1) + d(2) +…:+dn) = mn+(27 一 1)n+O(VmD， 其 中 是 
Euler 常数 .” 


@ 事实 上 , 我 们 证 明 的 是 (定理 6 和 定理 420)3(z) ~ z, 但 有 趣 的 是 , 这 里 只 需要 简单 得 多 的 定理 
414 就 足够 了 . 
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我 们 用 第 3 章 的 格 工 来 证 明 这 些 定理 , 格 的 顶点 是 zy 平面 上 有 整数 坐标 的 
点 . 用 D 来 表示 第 一 象限 中 包含 在 坐标 轴 与 等 轴 双 曲线 zy = 之 间 的 区 域 . 下 面 
来 计算 区 域 D 中 所 含 的 格 点 个 数 (包含 位 于 双 曲 线 上 但 不 在 坐标 轴 上 的 格 点 ).D 
中 的 每 个 格 点 都 出 现在 双 曲 线 

zy=s (lg<sgn) 
上 . 而 在 这 样 一 条 双 曲 线 上 的 格 点 个 数 是 d(s). 从 而 D 中 的 格 点 个 数 是 
d(1) + d(2) + :+ d(n). 

在 这 些 点 中 ,有 n= In] 个 点 的 z 坐标 为 1, [3n] 个 点 的 z 坐标 为 2, 等 等 . 所 

以 它们 的 个 数 为 


网 + [+ [3] + nt) Om) = nlnn+ O(n), 


3 2 
这 是 因为 在 去 掉 任何 一 个 方 括号 时 产生 的 误差 都 小 于 1， 这 个 结果 就 包含 了 定理 
318 的 结论 . 

定理 320 需要 对 这 个 方法 作出 改进 . 记 

u= [Vn], 
则 有 
u2=n+O(Vn) =n+O(u) 
以 及 
nu=In{Vi+0()} = jn+O (去 ) | 

在 图 8 中 , 曲线 GEFH 是 等 轴 双 曲线 zy = n, 点 4, B,C,D 的 坐标 是 (0, 0)， 
(0a,(wa,tuw0). 由 于 (w 十 1)? > m, 故 在 小 三 角形 ECF 的 内 部 没有 格 点 , 而 且 
这 张 图 介 于 z 轴 和 y 轴 之 间 的 部 分 是 对 称 的 . 所 以 区 域 D 中 的 格 点 个 数 等 于 4Y 
和 DF 之 间 的 条 形 区 域 中 格 点 个 数 的 两 倍 ( 计 入 那些 位 于 DF 以 及 曲线 上 的 格 点 ， 
但 不 计 入 那些 位 于 AY 上 的 格 点 ) 减 去 正方 形 4DCB 中 格 点 的 个 数 ( 计 入 那些 位 
于 BC 以 及 CD 上 的 格 点 , 但 不 计 入 位 于 4B 以 及 4D 上 的 格 点 ). 这 样 就 有 


窑 0-:( 国 + 图 + 国 )-2- (ro 


现在 有 
(=2nv+2r+o 人 2)， 


Q@ 在 定理 422 中 需要 证 明 
i++ + -nn=7+0(2), 
其 中 Y 是 一 个 常数 , 称 为 Euler 常数 . 
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从 而 
DA) =2ninut (2y— Dn+O(u)+O (2) =nlnn+(2y — 1)n+ O(VA). 
l=1 


虽然 有 
1 
= Yd) ~ Inn, 
7 nn 


但 是 “大 多 数 ” 的 数 n 都 有 大 约 Inn 个 因子 这 一 结论 并 不 正确 . 实际 上 “几乎 所 有 
的 ” 数 都 有 大 约 
(Inn)™? = (lnm)06… 

个 因子 . 平均 阶 mn 是 由 具有 非 正常 的 大 的 d(n) 的 那 少 部 分 数 所 贡献 的 . ” 

如 果 假 设 Ramanujan 的 某 些 定理 成 立 的 话 , 这 个 结果 还 可 以 用 另外 一 种 方式 
来 得 到 . 和 式 d2(1) + …: 十 d2(n) 的 阶 是 n(Inn)?-! =n(Inn)3, d3(1) +… +d3(n) 
的 阶 是 n(Inn)?”-! = n(Inn)", 如 此 等 等 . 一 般 来 说 , 如 果 d(n) 的 阶 是 Inn 的 话 , 我 
们 应 该 期 待 这 些 和 式 的 阶 是 n(lnn)?,n(Inn)3,…. 但 是 , 当 d(n) 的 寡 变 得 更 大 的 
时 候 , 那些 具有 非 正常 多 个 因子 的 数 就 会 越 来 越 控制 住 平均 阶 的 大 小 . 


18.3 ao(m) 的 阶 


o(n) 性 状 的 不 规则 性 要 比 d(n) 的 不 规则 性 小 得 多 . 
由 于 1|n 以 及 nln, 首先 有 : 


。。@ 儿 乎 所 有 "是 指 在 1.6 节 的 意义 下 . 这 个 定理 证 明 在 22.13 节 中 
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定理 321 ol(n) >n. 


另 一 方面 ,有 : 

定理 322 ”对 每 个 正 数 6 有 o(n) = O(n1+5). 
更 精确 地 有 : 

定理 323 ja ~ or 


nlnlnn 
18.4 节 将 证 明定 理 322, 但 必须 将 定理 323 的 证 明 推迟 到 22.9 节 中 , 定理 323 
和 定理 321 表明 : o(n) 的 阶 总 是 “非常 接近 于 m 
关于 它 的 平均 阶 , 有 : 


定理 324 a(n) 的 平均 阶 是 Bn WA 
all) +o(2)+:…+o(n)= 总 2n2 + O(n ln n). 
因为 


o(D) + +o(n) = Dy, 
其 中 的 求 和 取 饥 18.2 节 中 区 域 D 中 的 所 有 格 点 从 而 


Bo- D+) 
-这 too )) (2 +0()) = 知 习 二 +o(" 袜 习 +om 
现在 由 (17.2.2) 有 : 


且 有 


故 有 
0 = 二 + O(nlinn). 


特别 地 , o(n) 的 平均 阶 是 Bren. 9 


18.4 由 (m) 的 阶 
函数 O(n) 也 是 比较 规则 的 , 而 且 它 的 阶 也 总 是 “接近 于 ww. 首先 有 : 


四 因为 中 mw 2. 
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定理 325 ”如 果 n>1, 则 有 J(n) <n. 
其 次 , 如 果 = pm, 且 p> 1/e, 那么 
全 _1 ee 
$n) =n 人 i) >n(1-e). 


从 而 有 : 
定理 326 而 2 =1. 
关于 p(n) 还 有 两 个 与 定理 322 以 及 定理 323 相对 应 的 定理 . 


定理 327 对 每 个 正 数 5 有 一 oo. 


定理 328 lmnee)mnmn =e-7. 
定理 329 4 < 9) < 1( 对 某 个 正 的 常数 用 


可 知 , 定理 327 与 定理 322 等 价 . 
为 了 证 明 最 后 一 个 定理 , 注意 到 , 如 果 n =p ei 


3 
-TS Fr 


pm 


且 
dm) =n][0-» 


Pin 
因此 
som) _ Tas), 


n2 
了 pm 


它 介 于 1 和 IT(1- 2-?) 之 间 .” 由 此 推出 oc(n)/n 和 n/p(n) 有 同样 的 阶 , 所 以 定 
理 327 等 价 于 定理 2 
为 了 证 明定 理 327( 从 而 证 明定 理 322), 记 


nl 6 
f(n) = Eye 
那么 f(n) 是 积 性 的 , 由 此 根据 定理 316 可 知 , 只 需要 证 明 当 mm 一 co 时 有 
fm 一 0 
就 够 了 . 但 是 
@ 根据 定理 280 和 (17.2.2) 可 知 , 事实 上 定理 329 中 的 4 就 是 
{¢(2)} = 6x?. 
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1 Pp™) zi 人 
TCm) pr 
可 以 把 定理 328 的 证 明 推迟 到 第 22 章 中 . 
18.5 ”p(n) 的 平均 阶 
gln) 的 平均 阶 是 6n/r2. 更 精确 地 有 
定理 330 EB(n) = 9(1) +.…+9(n) = 二 十 Onm). 
这 是 因为 , 根据 (16.3.1) 有 


gm)= Dm = 5 dnld) 
m=1 dim dd'gn 
n [n/ad] n 
pI 
-过 “0 伍 +oG)} 
ly Ld) 1 
= 2™ 2 2 + 全 


= "> 二 十 O (" 守 二) + O(nlnn) 

= ZG) +O(n)+O(ninn)= 下 + O(nlnn), 

这 里 用 到 定理 287 和 (17.2.2). 
Farey 数列 8 中 的 项 的 个 数 是 @(n) + 1, 故而 定理 330 的 另 一 种 形式 是 : 
定理 331 n 阶 Farey 数列 中 项 的 个 数 近 似 等 于 3n2/r2. 


定理 330 和 定理 331 可 以 更 形象 地 用 概率 论 的 语言 加 以 描述 . 假设 给 定 n, 考 
虑 满足 
gq>0, 1gpggqsn 
的 所 有 整数 对 (p,q) 以 及 相应 的 分 数 p/q. 共有 
‘三 Bn(n+ 1) ~ 3 
个 这 样 的 分 数 , 其 中 既 约 分 数 的 个 数 xn 是 再 (n). 如 果 按 照 自然 的 方式 将 “p 与 4 
互 素 的 概率 " 定义 成 ,lim_ 名 ,就 得 到 


定理 332 ”两 个 整数 互 素 的 概率 是 6/T2. 


272 第 18 章 算术 函数 的 阶 


18.6 ”无 平方 因子 数 的 个 数 


一 个 相关 的 问题 是 求 “ 无 平方 因子 的 ” 数 ” 的 概率 , 也 就 是 近似 地 确定 不 超过 
Zz 的 无 平方 因子 数 的 个 数 Q(z). 

可 以 把 所 有 正 整数 n < y? 划分 成 集合 51, S2,.…, 使 得 Su 恰好 包含 以 d? 作 
为 最 大 平方 因子 的 那些 数 n, 从 而 5S1 就 是 所 有 无 平方 因子 数 n < y? 组 成 的 集合 . 
属于 54 的 数 n 的 个 数 等 于 


又 当 d > y 时 , Su 是 空 集 . 于 是 


-Fo($)- 


dsy 


由 此 根据 定理 268 有 
2 2 
QG2)= nd) [| = Dx(d) (所 +0(1) 
Po lg| -Do {+0} 


四 
= +O(y) 
为 


= +o (rE +O(y) 
d=1 d>y 
= 看 +0W)= 族 +0Q 
用 = 代替 刀 得 到 : 
定理 333 无 平方 因子 数 的 概率 是 6/T2. 更 精确 地 说 
Q(z) = 号 +OCVa 


一 个 数 ”是 无 平方 因子 的 , 如 果 pn) = 二 1, 也 即 有 unj| 二 工 故而 定理 333 
的 另 一 种 表述 是 : 

定理 334 完 |n(m)|= 器 +0(V3). 

自然 要 问 , 在 无 平方 因子 数 中 , 使 y(n) = 1 成 立 的 数 与 使 得 J(n) = -1 成 立 的 
数 是 否 以 大 致 相同 的 频率 出 现 ? 如 果 确实 如 此 , 和 式 


M(z) = p(n) 
n=1 


人 @ 没有 平方 因子 , 即 是 不 同 素数 的 乘积 : 见 17.8 节 . 
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的 阶 就 会 比 z 要 低 , 也 就 是 有 : 
定理 335 M(z) = o(z). 
这 个 结论 是 正确 的 , 不 过 我 们 必须 把 它 的 证 明 推 迟到 22.17 节 中 . 


18.7 r(n) 的 阶 


根据 定理 278 以 及 (16.9.2) 式 可 以 猜测 , 函数 r(n) 的 性 状 在 某 些 方面 有 点 像 
d(n). 如 果 n= 3(mod 4), 那么 r(n) = 0. 如 果 n= (pipz…:pl+l)”, 且 每 个 p 都 是 
形 如 4 多 +1 的 素数 , 那么 r(n) = 4d(n). 在 任何 情形 总 有 r(n) < 4d(n). 这 样 就 得 到 
了 与 定理 313, 314 以 及 315 类 似 的 结果 , 这 就 是 : 


定理 336 limr(n) = 0. 
定理 337 ”对 每 个 A,r(n) = O {(nm} 都 不 成 立 . 


定理 338 ”对 每 个 正 数 5 都 有 r(n] = O (n5) . 
还 有 一 个 与 定理 317 相对 应 的 定理 . r(n) 的 最 大 阶 是 
2 . 
当 考虑 平均 阶 时 就 会 出 现 差 别 . 
定理 339 r(n) 的 平均 阶 是 zt, 也 就 是 有 
lim r(1) 十 r(2) 十 … 十 r(m) 


no0 n 


=X. 


更 精确 地 有 
Fr(1l) +r(2) 十 .… 十 r(n) = n+ O(Vn). (18.7.1) 

可 以 从 定理 278 推出 这 个 结论 , 或 者 直接 证 明 它 . 直接 证 明 更 加 简单 . 由 于 
方程 z? + 如 = m 的 解数 r(m) 就 是 工 在 圆 z? + y2 = m 上 的 格 点 个 数 , 故而 和 
式 (18.7.1) 是 在 圆 z? + 妨 = n 上 及 其 内 部 的 格 点 个 数 少 1， 如 果 把 每 个 这 样 的 
格 点 与 以 此 格 点 为 左下 角 点 的 方 格 对 应 起 来 , 就 得 到 一 个 面积 , 这 个 面积 包含 在 圆 
z2 十 刀 = (V 丰 + V3)? 中 且 包 含 圆 z2 +y = (Vi 一 V2)? 在 其 内 部 , 而 这 两 个 圆 均 
有 面积 xn + O(Vn). 

这 个 几何 论证 方法 可 以 推广 到 任意 维 数 的 空间 中 去 . 例如 , 假设 ra(n) 是 

Z2 十 了 2 十 22 一刀 

的 整数 解 的 个 数 ( 仅 符号 不 同 或 者 次 序 不 同 的 解 再 次 被 视 为 不 同 的 解 ) 那么 可 以 
证 明 ; 

定理 340 73(1) + ra(2) + ra(n) = + O(n). 
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如 果 利 用 定理 278, 就 有 
[z] 
D7)=4 > xd=4 > x), 


1<u<z 1 dlv 1l<vu<z 


这 里 的 求 和 取 饥 18.2 节 的 区 域 D 中 所 有 的 格 点 . 如 果 将 它 写 成 形式 
4 x 5 1=4 5 xu[l， 


lgugr 1gvgzr/u 1<u<z 
得 到 : 
was ,0-4 图 -图 + 图- 


无 论 是 否 整数 , 这 个 公式 皆 为 真 . 如 果 我 们 分 别 过 18.2 节 的 区 域 4DFY 和 
DPX 求 和 , 并 通过 首先 沿 图 8 的 水 平 线 求 和 来 计算 这 个 和 式 的 第 二 部 分 , 就 得 到 


4 > x 日 +45, 5 x(， 


ugVz VSVEVI<usz/u 
第 二 个 和 是 O(Vz), 这 是 因为 并 xfu) 在 任何 界限 之 间 的 值 都 是 0 或 者 土 1, 而 且 


5 x [2]= 5 xo02+OCV5) 
vu u 


USVE VSVE 
= {1-3+3- + < } + ows) 
=s {+o (去 )}+0(V5 = jne+o(va) 
这 就 给 出 了 定理 339 的 结果 . 
本 章 附 注 


18.1 节 . 定理 315 的 证 明 见 P6lya 和 Szeg6, No.264. 

定理 317 属于 Wigert, Arkiv for matematik, 3 no. 18(1907), 1-9(Landau, Handbuch, 
219-22)，Wigert 的 证 明 依赖 于 “素数 定理 "(定理 6), 但 是 Ramanujan( Collected papers, 85- 
86) 指出 , 有 可 能 用 更 初等 的 方法 证 明 它 . 我 们 的 证 明基 本 上 是 Wigert 的 , 但 是 作 了 修改 , 以 
使 得 不 需要 定理 6. 

18.2 节 . 定理 320 是 由 Dirichlet 证 明 的 , Abhandl. Akad. Berlin (1849), 69-83 (Werkeii. 
49-66). 

自从 关于 寻求 非常 困难 的 问题 (Dirichlet 除数 问题 ) 的 更 好 的 逼近 误差 界 提出 以 来 , 人 们 
已 经 做 了 大 量 的 工作 . 假设 9 是 满足 

d(1) +d(2) 十 .二 d(n) =mlogmn+(27 一 1D)m+One) 

的 数 有 的 下 界 , 定理 320 表明 有 9 < 当 . 1903 年 , Voronii 证 明了 0 < 3, 1922 年 van derCor- 


put 证 明了 6 < 斋 ， 这 些 数 又 进一步 被 后 来 者 所 改进 . 目前 (2007) 的 纪录 是 Huxley(Proc. 
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London Math.，Soc. (3)87 (2003) 591-609) 创造 的 , 其 结果 是 9 < 壤 . 另 一 方面 , Hardy 和 
Landau 在 1915 年 分 别 独立 地 证 明了 0 > 于 9 的 真实 值 仍然 不 知道 . 也 见 18.7 节 的 注释 . 

关于 和 式 @(D 十 … 十 四 (n) 等 等 , 见 Ramanujan, Collected papers, 133-135 以 及 B. M. 
Wilson, Proc. London Math. Soc. (2) 21 (1922), 235-255. 

18.3 节 , 定理 323 属于 Gronwall, Trans. American Math. Soc. 14 (1913), 113-122. 这 
里 所 陈述 的 定理 324 出 自 Bachmann，Analytische Zahlentheorie, 402. 它 的 实质 内 容 包含 在 
18.2 节 的 注释 中 所 提 及 的 Dirichlet 的 专题 研究 论文 之 中 . 其 中 的 误差 项 由 Walfisz, Weylsche 
Erponentialsummen in der neueren Zahlenthcorie(Berlin, 1963) 略微 改进 为 O(n (lign)2/ 


类 似 地 , 他 还 将 定理 330 中 的 误差 项 改进 为 O (x (lgn)2/3 (glgn)%s). 

18.4 节 至 18.5 节 ， 定理 328 是 由 Landau, Archiv d. Math. wu. Phys. (3) 5 (1903), 
86-91(Handbuch 216-219) 证 明 的 ; 定理 330 是 由 Mertens, Journal fir Math. 77 (1874)， 
289-338 (Landau，Handbuch, 578-579) 证 明 的 . Dirichlet(1849) 证 明了 定理 330 的 一 个 较 弱 
的 形式 , 即 对 任何 es > 0 有 误差 项 O(n'*“)(Dickson, History i, 119). 

18.6 节 ， 定 理 333 属于 Gegenbauer，Denkschriften Akad. Wien, 49, Abt. 1(1885) 
37-80(Landau,，Handbuch, 580-582). 其 误差 项 由 多 位 研究 工作 者 给 出 了 改进 , 目前 (2007) 的 
纪录 是 对 任何 9 > 站, 误差 项 为 O (2?), 此 结果 属于 贾 朝 华 (Sci，China Ser. A 36 (1993)， 
154-169). 

Landau [Handbuch, ii 588-590] 指出 , 定理 335 可 以 直接 从 “素数 定理 "(定理 6) 推出 , 其 
后 [Sitzungsberichte Akad，Wien, 120, Abt. 2 (1911), 973-988] 又 指出 , 定理 6 容易 从 定理 
335 得 出 . Mertens 猜想 : 对 所 有 z > 1 有 |M(z)| < zl/2?. 然而 , 这 被 Odlyzko 以 及 te Riele 
所 否定 (J. Reine Angew，Math，357(1985), 138-160), 他 们 证 明了 : 实际 上 , 存在 无 穷 多 个 
整数 z, 使 得 M (z) > VE, 又 对 M (z) < 一 Vz 推导 类 似 结论 . 但 是 不 知道 有 不 符合 Mertens, 
猜想 的 这 样 一 个 z > 1 的 具体 的 例子 . Odlyzko 以 及 te Riele 认为 在 10”, 甚至 102 以 下 没 
有 这 样 的 例子 . 

18.7 节 . 有 关 定 理 339, 见 Gauss,Werke, ii.272-275. 

这 个 定理 像 定理 320 一 样 , 一 直 是 众多 现代 研究 工作 的 出 发 点 , 其 目的 是 确定 与 18.2 节 的 
附注 中 的 9 相对 应 的 数 9. 此 问题 与 除数 问题 非常 类 似 , 且 用 同样 的 方法 可 以 得 到 诸如 3, 当 ,3 
这 些 数 相应 的 结果 ; 不 过 在 某 些 方面 要 求 的 分 析 稍微 简单 一 些 , 且 可 以 得 到 稍微 进一步 的 结果 . 
见 Landau，Vorlesungen, it，183-308. 关于 定理 320, 目前 (2007) 的 纪录 属于 Huxley(Proc. 
London Math.Soc.(3) 87 (2003), 591-609), 他 再 次 证 明了 8 < 131/416. 

定理 340 中 的 误差 项 被 若干 学 者 研究 过 . 到 2007 年 为 止 , 已 知 最 好 的 结果 属于 Heath- 
Brown (Number Theory in progress, Vol，2，883-892，Berlin, 1999), 他 的 结果 是 : 对 任何 
9 > 21/32, 误差 项 为 O(n?). 

Atkinson 和 Cherwell( Quart，J. Math，0Ozford, 20 (1949), 65-79) 给 出 了 一 个 一 般 性 
的 方法 用 于 计算 一 类 广泛 的 算术 函数 的 平均 阶 . 更 深入 的 方法 见 Wirsing(4cta Math. Acad. 
Sci. Hungaricae 18 (1967), 411-467) 以 及 Halész(ibid. 19 (1968), 365-403). 
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19.1 “加 性 算术 的 一 般 问题 
本 章 以 及 下 面 两 章 将 重点 研究 加 性 数论 . 这 个 理论 的 一 般 性 问题 可 以 表述 如 


下 . 
假设 4, 或 者 说 a1,a2,a3,… 是 一 组 给 定 的 整数 . 这样 的 话 , 4 可 能 包含 所 有 
的 正 整 数 , 或 者 所 有 的 平方 数 , 或 者 所 有 的 素数 . 考虑 任意 一 个 正 整数 n 的 形 如 
n=an 十 aiz 十 … 十 ais 
的 所 有 可 能 的 表示 , 其 中 s 可 以 固定 也 可 以 没有 限制 , 诸 数 a 可 以 相同 ", 也 可 以 不 
相同 , 它们 的 次 序 可 以 考虑 , 也 可 以 不 予 考虑 , 这 要 根据 所 研究 的 具体 问题 来 决定 . 
用 r(n) 来 记 这 样 的 表示 法 的 个 数 . 那么 关于 r(n) 我 们 要 讨论 些 什么 呢 ? 例如, r(n) 
水 远 是 正 数 吗 ? 是 否 对 每 个 n 都 有 这 样 一 个 表示 呢 ? 


19.2 数 的 分 划 


首先 取 4 是 所 有 正 整数 集合 1,2,3,.… 的 情形 , s 没有 限制 , 允许 重复 , 且 不 考 
虚数 的 次 序 . 这 就 是 “无 限制 分 划 ” 问 题 . 
数 n 的 分 划 (partition) 是 将 n 表示 成 任意 多 个 正 整数 之 和 的 形式 . 于 是 
5=4+1=3+2=3+1+1=2+2+1=2+1+1+1 
=1+1+1+1+1 


有 7 个 分 划 . ?各 部 分 的 次 序 不 予 考虑 , 这 样 就 可 以 使 我 们 在 需要 时 将 各 个 部 分 按 


照 递减 的 次 序 排列 . 用 p(n) 来 记 n 的 分 划 的 个 数 , 这 样 就 有 p(5) =7. 
可 以 像 下 面 这 样 用 由 “点 ”构成 的 阵列 


者 注 
@ 当然 ， 我 们 还 需要 计 入 仅 自 一 不 部 分 当 示 的 分 划 
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来 形象 地 表示 分 划 , 一 行 中 的 点 对 应 于 分 划 中 的 一 个 部 分 . 于 是 4 就 表示 18 的 分 
划 
7+4+3+3+1. 
也 可 以 按照 列 来 解读 4, 在 上 述 例子 中 就 表示 18 的 分 划 
5 二 4 十 4 十 2 十 1 十 1 十 工 

以 这 种 方式 相关 联 的 诸 分 划 称 为 共 罗 的 . 

有 若干 个 关于 分 划 的 定理 可 以 从 这 种 图 形 表 示 法 立即 推出 . 一 个 有 m 行 的 图 
如 果 按 行 读数 , 就 表示 分 成 m 个 部 分 的 一 个 分 划 ; 如 果 按 列 读数 , 则 表示 所 分 成 的 
最 大 部 分 是 m 的 一 个 分 划 . 从 而 有 : 


定理 342 ”将 n 分 成 m 个 部 分 的 分 划 个 数 , 等 于 将 m 分 成 的 最 大 部 分 是 中 
的 分 划 个 数 . 

类 似 地 有 : 

定理 343 ”将 分 成 最 多 mm 个 部 分 的 分 划 个 数 , 等 于 将 n 分 成 每 部 分 都 不 
超过 m 的 分 划 个 数 . 

我 们 将 进一步 使 用 这 种 特征 的 “图 形 的 ”论证 法 , 但 是 通常 还 需要 由 生成 函数 
的 理论 提供 的 更 加 强 有 力 的 工具 . 


19.3 ”p(n) 的 生成 函数 


在 这 里 有 用 的 生成 函数 是 宕 级 数 ” 
F(z) = > fn)z"， 
一 般 项 系数 是 f(n) 的 级 数 的 和 称 为 f(n) 的 生成 函数 , 也 说 成 是 对 f(n) 进行 计数 . 
p(n) 的 生成 函数 是 由 Euler 发 现 的 , 它 是 


F(z) = UT ET EE 生生 检 Pr)” (19.3.1) 
通过 写 出 无 穷 乘 积 
(1+z+z2 十 …) 
(1 二 z2 十 z4 十 …) 
(1+z3+z6 十 …) 


并 将 这 些 级 数 乘 在 一 起 , 就 能 看 出 这 个 公式 成 立 . n 的 每 个 分 划 恰好 对 zm 的 系数 
贡献 出 1. 于 是 , 分 划 
10=3 十 2 十 2 十 2 十 1 


@ 与 17.10 节 比 较 . 
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对 应 于 第 三 行 中 z3、 第 二 行 中 的 zs = z2+2+2 以 及 第 一 行 中 的 z 的 乘积 , 这 个 乘 
积 对 zl 的 系数 给 出 贡献 1. 

这 就 使 得 (19.3.1) 变 得 直观 , 但 是 (由 于 必须 将 无 穷 多 个 无 穷 级 数 相 乘 ) 有 必 
要 对 此 论证 方法 作 某 些 进 一 步 的 展开 . 

假设 0 < z < 1, 此 时 定义 F(z) 的 乘积 收敛 . 级 数 

1+z+2Z2 十 …，1+z2 十 2 十， ， 1 十 Zm 十 Z2m 十 ,…， 

均 为 绝对 收敛 , 于 是 可 以 将 它们 相 乘 , 并 且 可 以 按照 我 们 的 意愿 来 安排 得 到 的 结果 . 
乘积 中 z" 的 系数 是 pm(n), 它 是 将 n 分 成 每 部 分 均 不 超过 mm 的 分 划 的 个 数 . 从 而 


1 nN 
In(o) = oa -1 + 2 Pm(n)e 5 (19.3.2) 


显然 有 

pm(n) < p(n), (19.3.3) 
对 m<m 有 

pm(n) = p(n), (19.3.4) 
又 对 每 个 m 当 m 一 oo 时 有 

Pm(n) — p(n). (19.3.5) 
又 有 ~ 

Fm(7)=1+ Dj pm)" 十 > pm(n)zn. (19.3.6) 


n=1 m+1l 
它 的 左 端 项 小 于 F(z), 且 当 mm 一 co 时 趋向 F(z). 故而 有 


1+ 六 pmmr < Fn(z) < F(z), 
n=1 
它 与 m 无 关 . 从 而 于 p(n)zn 收敛 , 于 是 根据 (19.3.3) 知 , 对 于 区 间 0<z<1 中 
任何 固定 的 z, 并 pm(n)zn 均 收敛 , 而 且 还 对 于 所 有 mm 的 值 为 一 致 收敛 . 最 后 , 由 
(19.3.5) 得 出 
1+ Fpln)ar = wm ( 十 Sort") = wn Fmn(2) = F(2). 
n=1 n=1 

附带 还 证 明了 : 1 
计算 了 将 分 成 每 部 分 均 不 超过 mm 的 分 划 , 也 即 分 成 至 多 mm 个 部 分 (根据 定理 343， 
二 者 完全 相同 ) 的 分 划 的 个 数 . 

我 们 已 经 详细 写 出 了 基本 公式 (19.3.1) 的 证 明 . 我 们 对 0 < z < 1 证 明了 这 个 
公式 , 它 对 |z| < 1 的 正确 性 可 以 立即 由 分 析 中 熟知 的 定理 推出 . 下 面 将 不 关注 这 
样 的 “收敛 定理 ",? 这 是 因为 对 于 讨论 对 象 的 兴趣 基本 是 形式 上 的 . 我 们 处 理 的 级 


人 @@ 除了 19.8 节 再 次 考虑 基本 恒等式 , 以 及 19.9 节 中 不 太 明显 地 涉及 极限 过 程 以 外 . 


(19.3.7) 
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数 和 乘积 对 于 很 小 的 z( 与 这 里 相同 , 通常 是 对 于 |z| < 1) 全 部 都 是 绝对 收敛 的 . 所 
出 现 的 收敛 性 、 人 恒等式 等 问题 都 是 平凡 的 , 这 些 问 题 可 以 由 任何 懂得 函数 论 基础 的 
读者 立即 解决 . 


19.4 ”其 他 的 生成 函数 
对 于 用 各 种 方式 将 n 进行 受 限制 的 分 划 , 求 出 其 生成 函数 同样 是 很 容易 的 . 例 


如 1 

a a) (19.4.1) 
计算 的 是 将 n 分 成 奇数 之 和 的 分 划 ; 

er (19.4.2) 
是 将 n 分 成 偶数 之 和 的 分 划 ; 

(1 十 z)(1 十 z2)(1 十 z3)…、 (19.4.3) 
是 将 n 分 成 不 相等 的 诸 数 之 和 的 分 划 ; 

(1+z)(L+z3)(1 十 z5)… (19.4.4) 
是 将 n 分 成 不 相等 的 奇数 之 和 的 分 划 ; 而 

(19.4.5) 


-a0 -a0 za) 
(其 中 的 指数 是 形 如 5m + 1 或 者 5m + 4 的 数 ) 是 将 n 分 成 若干 个 数 (每 个 数 都 有 
这 两 种 形状 之 一 ) 之 和 的 分 划 . 
以 后 会 出 现 的 另 一 个 函数 是 


ZN 
(za)0 一 29…( 一 z2m) 
它 计算 的 是 将 n 一 N 分 成 偶数 个 均 不 超过 2m 的 数 之 和 的 分 划 , 也 就 是 将 io 三 
N) 分 成 每 个 数 均 不 超过 m 的 若干 个 数 之 和 的 分 划 . 再 根据 定理 343, 这 也 就 是 将 
Sn 一 NN) 分 成 至 多 m 个 数 之 和 的 分 划 . 
分 划 的 某 些 性 质 可 以 立即 由 这 些 生成 函数 的 形式 导出 . 由 于 
1—-221—z1=25 


2 3)... = 
(1+2)(1+2°)(1+7°) 1 1 1 


(19.4.6) 


-aaa 0 


从 而 有 : 
定理 344 ”将 分 成 若干 个 不 相等 的 数 之 和 的 分 划 个 数 等 于 将 它 分 成 若干 个 
奇数 之 和 的 分 划 个 数 . 


280 第 19 章 分 划 


不 用 生成 函数 来 证 明 这 一 结论 是 有 趣味 的 .任何 数 1 都 可 以 唯一 地 用 二 进 制 

数 来 表示 , 也 即 表示 成 
1=2+2 +2c+… (0ga<b<e...)® 

故而 将 ni 分 成 奇数 之 和 的 分 划 可 以 写成 

及 一 xl+izx3+l3x5 二 

= (2% 十 2 十 …)x1+(2 十 2 十 .…)x3+(2 十 .…)x5 十 .…， 
在 这 个 分 划 与 将 n 分 成 若干 个 不 相等 的 数 之 和 的 分 划 
201, 2b1,... ,2°2 x 3,2b2 x 3,... ,2° x 5,20 x 5 ,+.. 

之 间 有 一 个 一 一 对 应 . 


19.5 ”Euler 的 两 个 定理 


有 两 个 属于 Euler 的 恒等式 , 它们 对 于 这 个 理论 中 频繁 使 用 的 不 同 证 明 方法 给 
出 了 富有 启发 性 的 例证 . 


4 
定理 345 (+DI te)1+tI+ 
rz9 
ta ra) +t 
2 6 
定理 346 (1 + z2)(1 + z4)(1 十 z6).…. = lt +a- 
T12 


TO 


在 定理 346 中 , 分 子 中 z 的 指数 是 1 x 2,2 x 3,3 x 4,…. 

(i) 首先 利用 Euler 引进 一 个 第 二 参数 a 的 方法 来 证 明 这 些 定理 . 

设 

K(a) = K(a,7) = (1+az)(l +az3)(1 +azs)..…=1+cia+c2a?+..., 
其 中 cn = cn(z) 与 a 无关. 显然 
K(a) = (1+az)K(az2)， 
这 也 就 是 
1+cia+cza2 十 … 一 (1+azr)(1+cliazr2 + ca2rt +:.:). 

于 是 , 令 系数 相等 , 就 得 到 


cl = 了 十 clz2， ca = cl73 十 cz74… ,cm = Cm_172™ 1! 十 cmZ2mi 


从 而 
@D 它 与 恒等式 


GFDL + t+) 
是 算术 等 价 的 . 
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Zz2m-1 Zz1+3+-…+(2m-1) rm 
mT mm 0) (am) (Iz) 2) zm)" 
由 此 得 出 
274 
(1L+az)(L+azrs)(1+az5) .一 1 一 开 十 一 二 (19.5.1) 


1-z3 (I-22)( 2) 
而 定理 345 和 定理 346 是 当 a = 1 以 及 a = z 时 的 特例 . 
(ii) 这 些 定理 还 可 以 用 不 依赖 于 无 穷 级 数理 论 的 方法 加 以 证 明 . 这 样 的 证 明 有 
时 被 称 为 “组合 的 *. 以 定理 345 为 例 . 
我 们 已 经 看 到 , 该 恒等式 左边 计算 的 是 分 成 不 相等 的 奇数 之 和 的 分 划 个 数 , 从 


TH 15=11+3+1=9+5+1=7+5+3 
有 4 个 这 样 的 分 划 . 例如 , 取 分 划 11+3+1, 将 它 用 图 形 表示 在 B 中 , 则 图 中 每 条 折 
线 上 的 点 就 对 应 该 分 划 中 的 一 个 部 分 . 


J 


B c D 

还 可 以 将 图 (看 成 为 点 阵 ) 按照 图 C 或 者 图 D 那样 , 沿 着 一 列 水 平 线 或 者 铅 垂 
线 来 书写 . 图 C 和 图 D 只 有 方向 的 区 别 , 它们 中 的 每 一 个 都 对 应 数 15 的 另外 一 种 
分 划 , 也 就 是 6+3+3+1+1+1. 像 这 样 一 个 关于 东南 方向 对 称 的 分 划 被 Macmahon 
称 为 一 个 自 共 罗 的 (selfconjugate) 分 划 , 这 些 图 就 在 自 共 思 分 划 与 分 成 不 相等 的 奇 
数 之 和 的 分 划 之 间 建 立 了 一 个 一 一 对 应 . 该 恒等式 的 左边 计算 的 是 分 成 不 相等 的 奇 
数 之 和 , 这 样 一 来 , 如 果 能 证 明 它 的 右边 计算 的 是 自 共 轿 分 划 的 个 数 , 那么 该 恒 等 
式 就 被 证 明了 . 

现在 可 以 用 第 四 种 方法 (也 即 图 E 中 所 示 的 方法 ) 来 解读 我 们 的 点 列 : 


“ E 
这 里 有 一 个 由 3? 个 点 组 成 的 正方 形 以 及 两 个 “ 尾 图 ", 每 个 尾 图 表示 将 3(15— 
32) = 3 分 成 至 多 3 个 部 分 的 分 划 (在 这 种 特殊 的 情形 下 , 它们 全 部 是 1). 一 般 来 
说 , mn 的 一 个 自 共 轿 分 划 都 可 以 看 成 为 由 m? 个 点 组 成 的 一 个 正方 形 加 上 两 个 尾 图 ， 


这 两 个 尾 图 表示 将 Bn 一 m2) 分 成 至 多 m 个 部 分 的 分 划 . 给 定 了 这 个 ( 自 共 思 ) 分 
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划 , 则 数 m 和 该 分 划 的 解读 就 固定 了 . 反 过 来 , 给 定 了 n, 再 给 定 不 超过 n 的 任意 
一 个 平方 数 m2, 就 有 一 组 以 m? 个 点 的 正方 形 为 基础 的 n 的 自 共 办 é 分 划 . 
现在 


2 
TI 


是 (19.4.6) 的 一 个 特例 , 它 计 算 的 是 将 了 (nm?) 分 成 至 多 m 个 部 分 的 分 划 , 如 同 
我 们 已 经 看 到 的 那样 , 这 些 分 划 中 的 每 一 个 都 对 应 于 n 的 基于 m? 个 点 的 正方 形 
的 一 个 自 共 罗 分 划 . 于 是 , 关于 m 求 和 ， 


计算 的 是 n 的 所 有 自 共 轿 分 划 , 这 就 证 明了 定理 . 
附带 地 还 证 明了 : 
定理 347 ”将 分 成 不 相等 的 奇数 之 和 的 分 划 个 数 等 于 它 的 自 共 罗 分 划 个 数 . 
我 们 的 论证 方法 足以 证 明 更 一 般 的 恒等式 (19.5.1), 并 且 指出 它 的 组 合意 义 . 将 
nn 恰好 分 成 m 个 不 相等 的 奇数 之 和 的 分 划 个 数 , 等 于 将 n 分 成 基于 m2 个 点 的 正 
方形 的 自 共 斩 分 划 个 数 . 取 a = 1 的 作用 是 消除 m 的 不 同 的 值 之 间 的 差别 . 
读者 将 会 发 现 , 给 出 定理 346 的 组 合 证 明 是 富有 教 益 的 . 最 好 是 首先 用 z 代替 
z2, 并 利用 Sm(m 十 1) 的 分 解 式 1 十 2 十 3 十 … 十 m.(ii) 中 的 正方 形 就 被 一 个 等 腰 


直角 三 角形 所 代替 . 


19.6 ”进一步 的 代数 恒等式 
可 以 利用 19.5 节 中 的 方法 (i) 来 证 明 一 大 批 代数 恒等式 . 例如 , 假设 
Kj(a) = Kj(a,7) = (1+az)(1+azr2)…(1+az7) 一 3 cma™. 
m=0 
那么 
(1 + azitl)Kj(a) = (1 + ar)K;(az). 
将 窜 级 数 代 入 , 并 令 am 的 系数 相等 , 就 得 到 
cm + cm-17i+! = (cm + cn-1)zm， 


也 就 是 对 1<m<j 有 


(1 — zm)em = (om — ziti)em-1 = 2™(1 一 人 mt)om-i 


从 而 有 : 
定理 348 (1+az)(1+az?) (1+ar) = oslo 
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1— 2i).…(1 — zi-m+!) 
m Sm(m+y) 人 
Ee Ga) + 


如 果 将 z2 记 为 z, 将 1/z 记 为 a, 并 令 j 一 o0, 就 得 到 定理 345. 类 似 地 , 可 以 
证 明 : 
1 i- 220 TI)(1 — zi+!) 


定理 349 zj -a 1+ I Ga 5) 


+ 


.十 aizi5G+1)， 


特别 地 , 如 果 取 a = 1, 并 令 j 一 co, 就 得 到 : 


1 了 Ea 
定理 350 -a0-ay -1tIs+aa a+ 


19.7 F(z) 的 另 一 个 公式 


作为 “组 合 * 推理 的 进一步 的 例子 , 我们 来 证 明 Euler 的 另外 一 个 定理 , 也 就 
是 : 
1 2 z4 
定理 351 -ot + (a 
zr9 
ta pt 


任何 分 划 的 图 示 法 , 比方 说 图 F 的 左上 角 都 包含 一 个 由 点 构成 的 正方 形 ， 如 果 
取 最 大 的 一 个 这 样 的 正方 形 , 它 称 为 “Durfee 正方 形 *( 这 里 是 一 个 由 9 个 点 作成 的 
正方 形 ), 那么 这 个 图 就 由 包含 记 个 点 的 一 个 正方 形 和 两 个 尾 图 组 成 . 其 中 一 个 尾 
图 表示 将 一 个 数 (比方 说 !) 表示 成 不 多 于 i 个 数 之 和 的 分 划 , 另 一 个 尾 图 则 表示 将 
一 个 数 (比方 说 m) 表示 成 若干 个 都 不 超过 i 的 数 之 和 的 分 划 , 且 有 n= 训 +1+m. 
在 图 F 中 有 n=20,，i=3, 1=6,， m=5. 


| 


7 
根据 19.3 节 , ! 的 (分 解 成 至 多 i 个 数 之 和 的 ) 分 划 个 数 是 
1 


中 z! 的 系数 , 而 m 的 (分 解 成 若干 个 都 不 超过 i 的 数 之 和 的 ) 分 划 个 数 是 同一 个 
展开 式 中 zm 的 系数 . 从 而 
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1 2 
{tar- 训 a-5} 
中 zm" 的 系数 , 也 就 是 
2 
中 zn 的 系数 , 就 是 n 的 以 认为 其 Durfee 正方 形 的 分 划 中 可 能 的 成 对 尾 图 的 对 数 . 
因此 n 的 分 划 的 总 数 就 是 


站 2 
-a + Ga ++ (sa z..a) 
的 展开 式 中 z" 的 系数 , 这 就 证 明了 定理 . 

这 个 定理 还 有 者 二 简单 的 代数 ?证 法 . 


1+ 


本 十 


19.8 ”Jacobi 的 一 个 定理 


后 面 需要 用 到 一 个 著名 的 恒等式 的 某 种 特殊 情形 , 这 个 恒等式 应 该 属于 椭圆 函 
数论 的 范畴 . 


定理 352 ”如 果 |z| < 1, 那么 , 对 除了 z = 0 以 外 所 有 的 z 都 有 


I {(1— 22")(1 + zn 1z)(1+ z2n-1z-1)} = 1+ Dz (2" +27")= Saar. 

n=1 n=1 一 oo 
(19.8.1) 
该 级 数 的 这 两 种 形式 显然 是 等 价 的 . 


记 P(z,z) = Q(z)R(z,z)R(z,z-!), 其 中 
Q(z) = I (1—2"), R(z,z)= 立 (1+ zan-lz) ， 
当 四 < 1 且 :0 时 , 无 汉 科 各 me 
Ear, Hares, Hark 
sh n=1 


n=1 
都 收敛 . 因此 乘积 Q(z), R(z,z), R(z,z-!) 以 及 乘积 P(z,z) 可 以 形式 地 乘 在 一 起 ， 
并 将 得 到 的 项 按照 我 们 愿意 采用 的 任何 方式 集 项 和 排序 . 所 得 到 的 级 数 都 是 绝对 收 
敛 的 , 且 该 级 数 的 和 等 于 P(z,z). 特别 地 ， 


P(z,z) = Dp Ge(2)z 


n=—o0 


Q@ 我 们 在 旧式 的 意义 下 使 用 “代数 ”这 个 单词 , 其 中 包含 等 级 数 以 及 无 益 乘 积 的 初等 运算 . 这 样 的 证 
明 涉 及 〈 虽 然 有 时 仅仅 是 很 肤浅 的 ) 极限 过 程 的 使 用 ,就 这 个 单词 的 严格 意义 来 说 , 这 样 的 证 明 是 
“解析 的 ". 但 是 “解析 的 ”一 词 在 数论 中 通常 只 用 来 表示 依赖 于 更 艰深 的 分 析 工 具 (通常 指 依赖 于 
复 变 函数 论 ) 的 证 明 - 
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其 中 an(z) 与 xz 无 关 , 且 有 
aafz) 三雄 (2)， (19.8.2) 
只 要 rz 地 0, 容易 验证 
(1 + zz) 尽 (z, zz2) = R(x,z), 忌 (z,z-1z-2) = (1+2z-!2-!)R(z,2-!) ， 
所 以 zzP(z,zz?) = P(z,z), 故而 
> z2n+lan(z)zn+1 = > an(z)2m. 


由 于 这 对 z 的 (除了 z = 0 以 外 的 ) 所 有 值 均 为 真 , 故而 可 以 让 z" 的 系数 相 
等 , 从 而 求 得 on+i(z) = z2n"+lan(z). 这 样 一 来 ,对 n>0 就 有 
an+i(z) = Z(2n+1)+(2n 一 0)+…+lao(z) 于 zt go(z). 
根据 (19.8.2), 当 n+1<0 时 有 同样 的 结论 成 立 , 从 而 只 要 z 地 0, 对 所 有 n 就 有 
an(z) = znzaofz), 但是, 当 z = 0 时 , 这 个 结果 是 平凡 的 . 于 是 
P(z,z) = ao(z)S(z,z)， (19.8.3) 
其 中 


为 了 完成 定理 的 证 明 , 需要 证 明 ao(z) = 1. 

如 果 z 取 除 0 以 外 任意 固定 的 值 , 且 如 果 有 |z| < 则 乘积 Q(z), R(z, z)， 
R(z,z-1) 以 及 级 数 S(z,z) 全 都 关于 z 一 致 收敛 . 于 是 P(z,z) 和 S(z,z) 都 表示 z 
的 连续 函数 , 而 且 当 z 一 0 时 ， 

P(z,z) 一 P(0,z)=1, S$(z,z)— 5(0,2)=1. 
由 (19.8.3) 就 推出 , 当 z 一 0 时 co(z) 一 1. 
令 z=i, 则 有 a 
S(z,i) =1+2D (-1)"z" = S(z4,—1). (19.8.4) 
n=1 
再 次 我 们 有 


R(z,i)R(z,i-!)= I {(1+iz™)(1 is”!)} = I (1 十 z 甸 -23)， 
n=1 n=1 
Q(z)=I[ 0 —z")= 1 {0 -7")0 一 z ?)}, 
n=l n=1 


所 以 
P(x,i)= [I {0 —z")( — 25")} 
n=1 


= 工 {(1 — zan)(1 -zan-4)2} = P(z4, —1). (19.8.5) 
n=1 
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显然 P(z4, -1) 关 0, 故此 由 (19.8.3) 、(19.8.4) 和 (19.8.5) 得 出 ao(z) = ao(z4). 
重复 利用 此 式 , 并 依次 用 z4,z4 ,z42，… 代替 zx, 得到: 对 任何 正 整数 上 有 
ao(z) = ao(z4) = … = ao(z4). 
然而 |z| < 1, 故 当 大 一 co 时 有 zt 一 0. 于 是 
ao(z) = lim ao(7) =1. 
这 就 完成 了 定理 352 的 证 明 . 


19.9 ”Jacobi 恒等式 的 特例 


如 果 在 (19.8.1) 的 左边 用 z* 代替 z, 用 -zl 和 zt! 代替 z, 并 用 呈 +1 代替 mw 
就 得 到 


I {(1 z2kn+k-D)(1 一 z2kn+k+t)(1 En 2kn+2k)} i D3 (一 1D)"zkhm +m, (19.9.1) 


n=0 m= 二 oo 


立 {(1+ 2hntk-l)(1 + mkntktt)(1 一 2kn+2k))} mi 立 hn2+tn， (19.9.2) 
n=0 n=—o0 
某 些 特殊 情形 是 特别 有 趣 的 . 


人 k=1,1=0 给 出 


te- z2n+1) )2(1 - z2n+3)} 站 立 (1)"w™, 


jo {(1 + zan+1)2(1 — zzn+2)} 


n=0 n=—o0 


这 是 两 个 来 自 椭圆 函数 论 的 标准 公式 . 
(i) 在 (19.9.1) 中 取 上 = 下 = 则 得 
五 {G zan+l)(1 Ke Z3n+2)(1 z3n+3)} ES > (—1)"z#n(3n+y), 
n=0 n=—00 
这 也 就 是 : 
定理 353 (1- zj -za)( 一 z3)……= 5 (-1)"zinGnty. 


mn 一 一 oo 


hl 
Ms 
SS 


这 个 著名 的 Euler 恒等式 也 可 以 写成 形式 


(zl -za)(0 一 za)…=1+ > 型 (-1)" {2 十 zjnGnt 
n=1 


=1—7z—22+25+7 2 25 +. 


(19.9.3) 


(过 ) 在 (19.9.2) 中 取 大 = ! 一 3 得 
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I {a +a) 5))} = Die, 
n=0 


它 可 以 通过 应 用 (19.4.7) 变换 成 : | 

(1 一 z2)(1 一 z4)(1 一 z5)…. 
EC 
其 中 右边 的 指数 是 三 角 数 .? 


(iv) 在 (19.9.1) 中 取 大 = 31=3 ee = 3 则 得 


定理 354 二 1 二 z 十 3 二 26 十 210 十 


a 


定理 355 二 {QG -zan+0(1- znt4)(1 — z5n+5)} = 并 (一 Dain(an+9). 


n=—o0 


定理 356 五 {G z5n+2)(1 的 Z5n+3)(1 二 z5n+5)} 三 立 (~1)"zin(snty). 


n=0 mn= 一 oo 


以 后 将 需要 用 到 这 些 公式 . 
作为 最 后 “个 应 用 ， 在 (19.8.1) 中 用 z3 代替 z, 用 ol 代替 z. 于 是 得 


五 fa- )(L + znG)(L+zn- 16- 1)} = 羡 了 tn(n+1)Cn， 


nm 一 一 oo 


也 即 
Q+o) I {0 -2 d+ + )} = D(C +" 1) cimonty), 
n=1 m=0 


其 中 在 右边 , 我 们 已 经 将 与 n=m 以 及 n= --m 一 1 对 应 的 项 组 合 在 一 起 . 于 是 得 
出 : 对 于 除了 5 = 0 以 及 5 = 一 1 以 外 所 有 的 5, 有 
II {(1— 2) + "(1+2"071)} = p> Cm (2 一 ) mm 


n=1 
se zim(mt+l)e-— wf 二 人 站 人 i 《Cam 和 
Na (19.9.4) 
现在 假设 z 的 值 是 固定 的 , 且 位 于 闭 区 间 3 lg -3 之 中 . 于 是 (19.9.4) 左 
边 的 无 穷 乘积 和 右边 的 无 穷 级 数 关 于 均 为 一 致 收敛 . 从 而 它们 每 一 个 都 表示 C 
在 该 区 间 中 的 一 个 连续 函数 , 故而 可 以 令 ( 一 -1. 这 样 就 有 : 
定理 357 Ya 一 zm)3 = bp (—D)™(2m + 1)zim(mt). 
二 m=0 
这 是 Jacobi 的 另外 一 个 著名 的 定理 . 


Q@ 即 形 如 和 + 1) 的 数 . 
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19.10 ”定理 353 的 应 用 


Euler 恒等式 (19.9.3) 有 一 个 鲜明 的 组 合 解释 . 
(1 —z)(1— 22)(1 — 23).…. 
中 z" 的 系数 是 
DD)’, (19.10.1) 

其 中 的 求 和 取 遍 将 n 分 成 不 相等 的 诸 数 之 和 的 所 有 分 划 , 而 v 则 是 这 样 的 分 划 中 
所 含 部 分 的 个 数 ， 例 如 数 6 的 分 划 3+2+1 对 zs 的 系数 给 出 贡献 (-1)3， 但 是 
(19.10.1) 是 E(n) -U(n), 其 中 E(n) 是 将 n 分 成 偶数 个 不 相等 的 数 之 和 的 分 划 个 
数 , 而 U(n) 则 是 将 n 分 成 奇数 个 不 相等 的 数 之 和 的 分 划 个 数 . 故而 定理 353 可 以 
改 述 为 : 

定理 358 ”除了 n= 3k(3k 士 1) 的 情形 以 外 , 均 有 已 (n) = U(n) 成 立 . 而 当 


n= 了 (3k 士 1) 时 有 EB(n) 一 U(n) = (-1)*. 

例如 7=6+1=5+2=4+3=4+2+1, E(7) =3，U(7) =2，E(7)-U(7)=1, 且 有 
7=3x2x(3x2+), k=2. 

这 个 恒等式 可 以 用 来 有 效 地 计算 p(n). 因为 


, oo 让 5 有 
-state tn) 


令 它 们 的 系数 相等 , 这 样 就 得 到 
p(n) -p(n 一 1) 一 P(m 一 2) 十 PR 一 5 十 
+(—1)*p 人 一 了 (GBk 一 »} +(—1)*p 人 一 Bk(3k + »} +.… 二 0. 
(19.10.2) 
对 很 大 的 n 来 说 , 左边 的 项 数 大 约 是 2 (8°): 


Macmahon 曾经 利用 (19.10.2) 计算 p(n) 直到 n = 200, 并 求 得 
p(200) = 3 972 999 029 388. 


19.11 ”定理 358 的 初等 证 明 


对 于 定理 358 有 一 个 属于 Franklin 的 非常 漂亮 的 证 明 , 这 个 证 明 不 用 代数 工 

具 . 
我 们 力图 在 19.10 节 中 考虑 过 的 两 种 分 划 之 间 建 立 一 个 一 一 对 应 关系 . 这 样 
一 个 对 应 当然 不 可 能 是 精确 的 , 因为 一 个 精确 的 一 一 对 应 将 会 证 明 对 所 有 n 均 有 
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E(n) = U(n). 

取 一 个 图 G, 它 表示 将 n 分 成 任意 多 个 不 相等 的 数 之 和 的 一 个 分 划 , 其 中 各 个 
数 按照 递减 次 序 排列 . 把 最 下 面 那 条 线 4B( 它 有 可 能 只 包含 一 个 点 ) 称 为 这 个 图 的 
“ 底 "6. 


从 这 个 图 的 最 右上 角 的 结 点 C 出 发 , 向 左下 方 画 一 条 最 长 的 能 处 在 这 个 图 中 的 线 ， 
这 条 线 也 可 能 只 包含 一 个 结 点 . 把 这 条 线 CDE 称 为 是 这 个 图 的 “斜率 "o. 如 同 在 
图 G 中 那样, 当 在 中 比 在 8 中 有 更 多 的 结 点 时 , 记 成 8 < o, 在 其 他 情形 中 也 使 
用 类 似 的 记号 . 这 样 就 有 3 种 可 能 性 . 

(a) 8<o. 将 6 移 到 在 o 外 面 且 和 o 平行 的 位 置 , 如 图 H 所 示 . 这 给 出 一 种 
将 该 数 分 成 若干 个 递减 的 不 相等 部 分 的 新 的 分 划 , 它 把 该 数 分 成 的 部 分 的 个 数 与 G 
中 所 分 成 的 部 分 的 个 数 二 者 奇偶 性 相反 . 把 这 种 操作 称 为 0, 而 把 相反 的 操作 ( 移 
动 o, 并 将 它 放 在 8 的 下 面 ) 称 为 Q. 显然 , 当 6 < o 时 , 要 不 破坏 图 的 条 件 而 进行 
操作 9 是 不 可 能 的 . 

(b) 8 = c. 此 时 操作 O 是 可 能 的 (如 图 I 所 示 ), 除非 8 与 o 相交 (如 图 J 所 
示 ), 而 当 6 与 o 相交 时 , 操作 O 是 不 可 能 的 . 无 论 在 哪 一 种 情形 下 , 操作 9 都 是 
不 可 能 的 . 

(c) 8 > o. 此 时 操作 O 永远 是 不 可 能 的 . 操作 Q 则 是 可 能 的 (如 图 K 所 示 )， 
除非 8 与 o 相交 且 8 = c 十 1( 如 图 工 所 示 )( 此 时 操作 9 是 不 可 能 的 ), 因为 它 会 导 
致 含有 两 个 相等 部 分 构成 的 分 划 . 


K L 


总 结 起 来 , 除了 在 由 图 ] 和 图 工 所 示 的 这 些 情形 之 外 , 在 这 两 种 类 型 的 分 划 之 
间 都 存在 一 个 一 一 对 应 关系 . 在 这 些 例外 情形 中 的 第 一 种 情形 下 , n 形 如 


二 (二 了 十-… 二 (2k 一 二 二 (3k? 一 友 )， 
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此 时 , 要 么 多 出 一 个 分 成 偶数 个 数 之 和 的 分 划 , 要 么 多 出 一 个 分 成 奇数 个 数 之 和 的 
分 划 , 这 要 根据 上 是 偶数 还 是 奇数 而 定 . 在 第 二 种 情形 下 , n 形 如 


(k+1)+(k+2)+:…+2k= 3(3k2 + 月， 
其 中 两 种 分 划 的 差额 有 同样 的 结果 . 于 是 , 除非 n = ea 土 上 否则 总 有 E(n) 一 


U(n) = 0, 而 在 n= 3 士 上 ) 的 情形 时 有 E(n) -~ U(n) = (-1)*. 这 正 是 Euler 定 
理 . 


19.12 p(n) 的 同 余 性 质 


尽管 p(n) 的 定义 非常 简单 , 然而 有 关 它 的 算术 性 质 却 知道 得 并 不 太 多 . 

已 知 的 最 简单 的 算术 性 质 是 由 Ramanujan 发 现 的 . 通过 研究 Macmahon 所 做 
的 关于 p(n) 的 表 , 受到 启发 的 他 首先 猜想 了 三 个 与 模 5, 7, 11 有 关 的 令 人 称奇 的 
性 质 , 随后 证 明了 这 些 性 质 . 虽然 对 于 模 13 Newman 已 经 发 现 了 一 些 进一步 的 结 
果 , 然而 对 于 模 2 和 3, 没有 类 似 的 性 质 已 知 . 


定理 359 ”pz(5m 十 4)=0 (mod 5) . 
定理 360 ”pz(7m+5)=0 (mod7) . 


定理 361* 。” p(llm+6)=0 (mod 11) . 


这 里 给 出 定理 359 的 一 个 证 明 . 定理 360 可 以 用 同样 的 方式 加 以 证 明 , 但 是 定 
理 361 的 证 明 要 困难 一 些 . 


根据 定理 353 和 定理 357， 
z{(1— 2)(1—22)...} =2(1— 2)(1— 7).. {0 D0- 
一 zz 到 二 下 十 es 
ES DD 1)"+s(2s + 1)z 
7 一 一 co s=0 
其 中 


k=k(r,s) =1+ 了 (ar +1) 十 3s(s + 饮 


我 们 来 考虑 在 何 种 情况 下 可 以 被 5 整除 . 
现在 有 
2(r+1)?+(2s+1)? = 8k— 10r?— 5=8k (mod 5). 
于 是 =0 (mod 5) 就 草 含 2(r + 1)2 + (2s + 1)2 三 0 (mod 5). 又 有 
2(r + 1)2 三 0, 2 或 者 3， (2s +1)? 三 0, 1 或 者 4 (mod 5)， 
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仅 当 2(r + 1)2 和 (2s + 1)? 中 的 每 一 个 都 能 被 5 整除 时 , 将 它们 相 加 才能 得 到 0. 
从 而 仅 当 2s + 1 能 被 5 整除 时 , 才能 被 5 整除 , 这 也 就 是 
zf 一 zz2) 

中 z5m+5 的 系数 能 被 5 整除 . 

其 次 , 在 (1 - z)-5 的 二 项 展开 式 中 , 除了 1, x5,z10,.… 的 系数 以 外 (这 些 系 数 
被 5 除 都 余 1),? 所 有 其 他 的 系数 都 能 被 5 整除 . 可 以 将 这 个 结果 表示 成 

1 1 
Crp nh (mod 5). 

这 个 记号 是 7.2 节 中 对 于 多 项 式 所 用 记号 的 一 个 推广 , 其 含义 是 , z 的 每 个 军 的 系 
数 都 是 同 余 的 . 由 此 推出 


1 一 z5 


全 21 (mod 5) 
和 
1-00 0 ), -7°)(1 ~ 2)(1 — 5) 三 1 (mod 5). 
{(1—2)(1 -22)(1— 3)..} 
(23) 10) 加 ,2.4 (1— 05)(l 20)... 
TREE 


中 z5m+5 的 系数 是 5 的 倍数 . 最 后 , 由 于 

z _ (25)(1— 210).. 
-A (oI) 
故而 


-(1 十 z5 十 zl10 十 .…)(1 十 z10 十 Z20 十 .…)…， 


了 、- in 
TA + ns 


中 z5m+5 的 系数 是 5 的 倍数 , 而 这 正 是 定理 359. 

定理 360 的 证 明 是 类 似 的 . 用 Jaccobi 级 数 1 - 3z + 5z3 - 7z6 + .…… 的 平方 来 
代替 Euler 级 数 与 Jaccobi 级 数 的 乘积 . 

还 有 一 些 形 如 p(25m + 24)==0 (mod 52) 的 关于 模 52,72,112 的 同 余 式 .Ra- 
manujan 给 出 了 一 般 的 猜想 : 如 果 5 = 5"7?"11“, 且 24n=1 (mod 5), 那么 p(m)=0 
(mod 5). 只 需要 研究 5 = 5°,7, 11 的 情形 , 因为 所 有 其 他 情形 都 可 以 作为 推论 从 
这 些 情形 中 得 出 . 

Ramanujan 对 于 模 52,72,112 证 明了 这 些 同 余 式 ，Krezmar 对 于 模 53 证 明 
了 同 余 式 , 而 Watson 则 对 一 般 的 5° 给 出 了 该 同 余 式 的 证 明 . 但 是 Gupta 在 将 
Macmahon 的 表 扩 充 到 300 时 发 现 ， 

p(243) = 133 978 259 344 888 


it @@ 第 6 章 定理 76. 
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不 能 被 73 = 343 整除 . 而 且 , 由 于 24 x 243 三 1 (mod 343), 这 与 关于 73 的 猜想 矛盾 . 
这 样 一 来 , 关于 7* 的 猜想 不 得 不 修改 , Watson 发 现 并 证 明了 一 个 经 过 适当 修改 的 
结论 , 也 就 是 : 如 果 b > 1 且 24n 三 1 (mod 722-?), 那么 就 有 p(n) 志 0 (mod 7%). 

D. H. Lehmer 用 了 一 个 不 同 的 方法 来 对 特殊 的 n 计算 p(n), 这 个 方法 基于 
Hardy 和 Ramanujan 的 解析 理论 以 及 Rademacher 的 解析 理论 . 他 用 这 种 方法 对 
前 面 一 些 n 的 值 验证 了 关于 模 113 和 模 114 的 猜想 的 正确 性 . 其 后 , Lehner 对 模 
113 证 明了 这 个 猜想 , 而 Atkin 则 对 一 般 的 模 11° 证 明了 这 个 猜想 . 

Dyson 猜想 了 某 些 非 凡 的 结果 , 而 Atkin 和 Swinnerton-Dyer 则 证 明了 它们 , 定 
理 359 和 定理 360 是 这 些 结果 的 直接 推论 , 但 定理 361 不 能 直接 由 这 些 结果 推出 . 
因此 , 可 以 定义 一 个 分 划 的 秩 (rank) 是 该 分 划 中 最 大 的 数 减 去 该 分 划 中 数 的 个 数 的 
差 , 从 而 至 少 可 有 一 个 分 划 的 秩 与 它 的 共 斩 分 划 的 秩 仅 相差 一 个 符号 . 其 次 我 们 将 
一 个 数 的 分 划分 成 5 个 类 , 每 个 类 都 包含 这 样 一 些 分 划 , 这 些 分 划 的 秩 关 于 模 5 有 
同样 的 剩余 . 这 样 一 来 , 如 果 n 二 4 (mod 5), 则 这 5 个 类 的 每 一 个 类 中 含有 的 分 划 
个 数 都 是 相同 的 , 从 而 就 立即 推出 定理 359. 还 有 一 个 类 似 的 结果 , 由 它 可 以 导出 
定理 360. 


19.13 ”Rogers-Ramanujan 恒等式 


我 们 用 两 个 定理 来 结束 本 章 , 这 两 个 定理 在 表面 上 很 像 定理 345 和 定理 346， 
但 是 其 证 明 要 困难 得 多 . 它们 是 : 


定理 362 1+ 


有 Ea 29 
Ist+t-aa -+ aa yt 
人 1 
(TA) 9) 


也 就 是 二 ， £ 
Ha em 0) 
定理 363 1+ 二 + -0 -7 + -at Tr -Wt 
7 IR) -有 za) — ze). 
也 就 是 
+ GE 二 Cam) = 1I GE za 二 


这 里 的 级 数 与 定理 345 以 及 定理 346 中 级 数 的 区 别 仅仅 是 在 分 母 中 用 z 代替 了 z?. 
这 些 公式 的 特殊 意义 在 于 数 5 所 起 的 令 人 意 想不到 的 作用 . 
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首先 注意 , 这 些 定理 与 定理 345 以 及 定理 346 一 样 , 有 一 个 组 合 的 解释 . 例如 ， 

考虑 定理 362. 可 以 把 任何 一 个 平方 数 m? 表示 成 
m2=1+3+5+…+ (2m— 1), 

或 者 像 图 M 中 的 黑 点 所 表示 的 那样 (其 中 m = 4). 如 果 现 在 取 任 意 一 个 将 n 一 m2? 
分 解 成 至 多 m 个 数 (其 中 的 数 按照 递减 的 次 序 排列 ) 之 和 的 分 划 , 并 将 这 个 分 划 添 
加 到 图 中 , 如 图 M (在 该 图 中 有 mm = 4 以 及 n= 径 二 11 = 27) 中 的 圆圈 所 表示 的 
那样 , 这 样 就 得 到 数 n 的 一 个 分 划 , 其 中 没有 重复 的 数 , 也 没有 连续 的 数 出 现 (在 
图 中 有 27=11+8+6+2), 也 就 是 所 分 成 的 诺 数 之 间 的 最 小 的 差 是 2. (19.13.1) 的 左 
端 项 列 出 了 n 的 这 种 类 型 的 分 划 . 


M 
另 一 方面 , 该 式 的 右边 计算 了 将 它 分 成 形 如 5m +1 和 5m + 4 的 诸 数 之 和 的 
分 划 个 数 . 因此 定理 362 可 以 重新 表述 成 一 个 纯粹 的 “组 合 的 ”定理 , 这 也 就 是 : 


定理 364 将 nn 分 成 最 小 差 为 2 的 分 划 个 数 等 于 将 nn 分 成 形 如 5m 十 1 以 及 
5m 十 4 的 诸 数 之 和 的 分 划 个 数 . 


例如 当 n = 9 时 , 每 一 种 类 型 的 分 划 都 各 有 5 个 : 
9, 8+1,7+2, 6+3, 5+3+1 
是 第 一 种 类 型 的 分 划 , 而 
9, 6 十 1 十 1 十 1， 4 十 4 十 1， 4 十 1 十 1 十 1 二 1 二 1, 1I+I+I+I+I+1LI+I+L+1 
是 第 二 种 类 型 的 分 划 . 
类 似 地 , 定理 363 的 组 合 等 价 结果 是 : 


定理 365 ”将 分 成 每 部 分 不 小 于 2、 且 最 小 差 为 2 的 分 划 个 数 , 等 于 将 nn 
分 成 形 如 5m 十 2 以 及 5m 十 3 的 诸 数 之 和 的 分 划 个 数 . 


可 以 从 恒等式 
mm+1)=2+4+6+:…+2m 

出 发 , 用 同样 的 方法 来 证 明 这 个 等 价 定 理 . 

在 19.14 节 里 要 给 出 的 这 些 定理 的 证 明 是 由 Rogers 和 Ramanujan 独立 发 现 
的 . 我 们 用 Rogers 给 出 的 形式 来 陈述 证 明 . 他 的 证 明 比较 直 白 易 懂 , 但 缺少 启发 
性 , 这 是 因为 他 的 证 明 依赖 于 一 个 辅助 函数 , 然而 这 个 函数 产生 的 缘由 仍然 不 甚 明 
了 . 自然 人 们 希望 有 一 个 初等 的 证 明 , 它 能 像 19.11 节 中 的 那些 证 明 那 样 按照 某 种 
思路 来 进行 , 这 样 一 个 证 明 是 由 Schur 发 现 的 . 但 是 Schur 的 证 明 过 于 复杂 , 无 法 
在 这 里 讲述 . 还 有 由 Rogers 和 Schur 给 出 的 另外 一 些 证 明 , 以 及 一 个 由 Watson 给 
出 的 基于 不 同 思路 的 证 明 . 没有 一 个 证 明 是 真正 容易 的 (看 来 指望 有 一 个 容易 的 证 
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明 是 不 大 合理 的 ). 


19.14 ”定理 362 和 定理 363 的 证 明 


记 
m=1, 只 = 工 二 Q-= Q(o) = [I Th A(7) = Br(sr +1), 
s=1 s=r 
并 且 用 nf(a) = f(az) 定义 操作 n. 引进 一 个 辅助 函数 
Hm = Hm(a) = 》 (-1)"a” 2 mr" (1 — ang2™") PQr, (19.14.1) 


r=0 
其 中 m = 0,1 或 者 2. 我 们 的 目的 是 要 将 豆 和 Hz 展开 成 a 的 宕 级 数 . 首先 来 证 
明 


Hm — Hm-1=a™ nH3-m (m=1,2). (19.14.2) 
我 们 有 
Hm — Hm-1 = 》 (-1)"a*”z\" Cnr PQr, 
r=0 
其 中 
Cmr = z-mr -amzmr ~ pm)r + am-lyr(m-l) 
= am-lgr(m-D)(1 -azr) + 2-™"(1 — 2"). 
现在 有 
(1~az")Qr =Qri, (1-2")P.=P-1, 1-2=0, 
故而 


A Crete dp Qt 7 (-1l)ra2rzXD-mrP_1Q，. 
r=0 T=1 
在 这 个 等 式 右边 的 第 二 个 和 中 , 将 7 改变 成 "+ 1. 这 样 就 有 
Hm — Hm-1= (1)"DmrPQrt, 
r=0 


其 中 Dm = a2r+m-1lzMr)+r(m-1) 一 a2(r+D) yAr+l)—m(rt+1) 
mr 
= am-1+2rzA(r)+r(m-D(1 — a3-mzg(2r+1)(3—m)) 


= om- {fa2rzxXnD-rG-m(1 一 a3-mz2rG- 站 )} ， 


其 中 用 到 A(r 十 1) 一 和 (7) = 5r 十 3. 又 有 Qr-+l = 0Q-, 所 以 


oo 
by RE om-I》(-1)razrzxD-rG-m(G1 a3-mg2r(3-m)) PQ. 
r=0 


= a™ nHa-m, 
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这 就 是 (19.14.2). 
如 果 在 (19.14.2) 中 设 m = 1 以 及 m = 2, 并 记 住 有 Ho = 0, 就 得 到 
Hi = nHa, (19.14.3) 

H;2— Hi = anHi, 
从 而 有 

H2 = nH2 + a Ha. (19.14.4) 
用 此 式 来 将 H2 展开 成 a 的 寡 级 数 . 如 果 

H2= co 十 cla 十 … = 》 coa"， 


其 中 cs 与 a 无 关 , 那么 co = 1, 且 (19.14.4) 给 出 
co = cozra + 》 errant. 
于 是 , 令 o* 的 系数 相等 , 就 有 


1 2s 一 2 了 2+4 十 … 十 2(s 一 1) 
Ca 一 Cs— 


1—z 1 (Iz)...(1—z°) 


c= = zs(s-1) Pp,. 


1 一 Z" 


从 而 
H2(a) = > ze Dp,. 
如 果 取 a = z, 此 式 的 右边 就 是 (19.13.1) 中 的 级 数 又 有 已 Q-(z) = Pw, 故而 根据 
(19.14.1) 有 
H(z)= Py 和 (DrzxO(1 一 z2(2r+1)) 


r=0 


oo 
-全 J)rz: ?20+ 一 1)rzXr-0)+2(2r 一 中 


r=0 


r=1 


这 样 一 来 , 根据 定理 356 就 有 
Ha(z) = Pe [I {1 — #3)(1 — 25"+3)(1 — n+)} = 
n=0 


ps £ + Coirty ae 


1 1 
[] ga my 


n=0 


这 就 完成 了 定理 362 的 证 明 . 
再 次 根据 (19.14.3) 有 


Hi(a) = 7H2(a) = H2(a7) = D3 xz P,, 
s=0 
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而 对 a = z, 此 式 的 右边 变 成 (19.13.2) 中 的 级 数 . 利用 (19.14.1) 以 及 定理 355, 我 
们 就 用 与 证 明定 理 362 同样 的 方式 完成 了 定理 363 的 证 明 . 


19.15 ”Ramanujan 连 分 数 


可 以 将 (19.14.4) 写成 形式 
Ho(a, 7) = H2(az, 7) + aH2(azr?, 1), 
故 有 
H2(az, 7) = Ha(az?, 1) + arH2(az3, 7). 


这 样 一 来 , 如 果 定 义 F(a) 为 


F(a)= F(a,7z) = Hi(a,7) = nH2(a, 7) = H2(az, 7) 
az Q274 
-sta 


一 1 十 


Ry 


F(az™) = F(az"™+!) + az"™t1F(az™+?). 


于 是 , 如 果 
_ F(az") 

Wn 7 Flaznr!l)’ 
就 有 

i 

Unt1 ” 
从 而 uo = F(a)/F(az) 可 以 形式 地 展开 成 
Fla) _ az ar? az3 (19.15.1) 


Faz) 一 十 计 计 1 于， 
这 是 与 第 10 章 中 考虑 过 的 那些 连 分 数 类 型 不 同 的 “ 连 分 数 ”. 
在 此 不 会 对 这 样 的 连 分 数 构造 一 个 理论 . 不 难 证 明 , 当 |z| < 1 时 ， 
趋向 一 个 极限 , 用 这 个 极限 可 以 定义 (19.15.1) 的 右边 . 如 果 承 认 这 个 结论 为 真 , 特 
别 地 , 就 有 


F(D) _ 2 22 2 
Fiz) ”于 于 1 
从 而 有 
1 工 z2 1 一 z2 一 z3+ze+… (1 一 22)(1 一 z7) (1 一 Za) 一 za) 


HITT Tso tot. (Ta)(l 250). (1 — zo) 2) 
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由 椭圆 函数 论 已 知 , 这 些 乘积 和 级 数 对 于 z 的 某 种 特殊 值 (特别 当 z = e-2rYF 
以 及 h 是 有 理 数 时 ) 是 可 以 计算 的 . 例如 , Ramanujan 用 这 种 方法 证 明了 


-2x -4x e-6r 
ee 本 -{ (区 本 -二 下” 


1+ 1+ 1+ 从 2 


本 章 附 注 


19.1 节 . 在 Bachmann, Niedere Zahlentheorie, ii 第 3 章 ; Netto, Combinatorik (第 2 版 
Brun 与 Skolem 合 著 , 1927 年 ); Macmahon，Combinatory analysis, ii 中 有 关于 分 划 的 早期 
理论 的 一 些 一 般 性 的 说 明 ; 关于 后 期 研究 工作 参见 以 下 著作 : Gupta 的 综述 文章 (J. Res, Nat. 
Bur. Standards B74 (1970), 1-29); Andrews 的 Partitions 一 书 ; Andrews 与 Eriksson 所 著 
Integer Partitions; Ono 与 Ahlgren 的 文章 (Notices Amer. Math. Soc., 48 (2001), 978-984) 
以 及 Ono 所 著 The Web of Modularity. 

19.3 节 至 19.5 节 . 这 几 节 所 有 的 公式 都 属于 Euler. 这 些 方法 的 更 进一步 的 发 展 可 以 在 
Andrews 的 _Partitions 一 书 第 2 章 以 及 Andrews 与 Eriksson 所 著 Integer Partitions 一 书 
第 5 章 中 找到 . 有 关 刻 史 的 参考 文献 , 见 Dickson, History, ii 第 3 章 . 

19.6 节 . 定理 348(g 一 二 项 定理 ) 和 定理 349(q 一 二 项 级 数 ) 都 不 包含 在 Euler 的 著作 中 . 
Cauchy 曾经 研究 过 它们 , 但 可 能 这 两 个 结果 在 Cauchy 之 前 就 已 经 为 他 人 所 知 ， 这 些 结果 的 
进一步 的 应 用 出 现在 Andrews 的 Partitions 一 书 第 3 章 以 及 Andrews 与 Eriksson 所 著 书 
之 第 7 章 中 . 

19.7 节 ， 虽然 此 公式 常 归功 于 Euler, 但 它 的 第 一 次 公开 发 表 是 由 Jacobi，Fundamenta 
nova 64 章 给 出 的 . 的 确 ,Jacobi 需要 用 定理 351 的 一 个 推广 来 对 定理 352 做 出 他 最 初 的 证 
明 . 

19.8 节 . 定理 352 常 称 为 Jacobi 三 重 乘积 恒等式 (Jacobi，Fundamenta novq 64 章 ). 
这 个 定理 已 为 Gauss 所 知 ， 根 据 Enneper 的 说 法 ， 这 里 给 出 的 证 明 归功 于 Jacobi; R. F. 
Whitehead 先生 引起 了 我 们 对 它 的 注意 . Wright(J. London Math. Soc. 40 (1965), 55-57) 对 
定理 352 给 出 了 一 个 简单 的 组 合 证 明 , 如 同 在 19.5 节 , 19.6 节 以 及 19.11 节 中 一 样 , 他 的 证 明 
用 到 了 点 阵 . Wright 所 用 的 这 个 方法 的 完整 的 历史 以 及 它 的 更 广泛 的 应 用 是 由 Andrews 给 出 
的 (Memoirs of the Amer. Math. Soc. 49 (1984)). 其 他 的 证 明 出 现在 Andrews 的 Partitions 
一 书 第 2 章 以 及 Andrews 与 Eriksson 合 著 的 Integer Partitions 一 书 第 8 章 里 . 

19.9 节 . 定理 353 属于 Euler; 参考 文献 见 Bachmann, Niedere Zahlentheorie, ii 163 或 
者 见 Dickson，History ii 103. 定理 354 是 由 Gauss 在 1808 年 证 明 的 (Werke, i, 20), 而 定 
理 357 是 由 Jacobi( Fundamenta nova, 第 66 章 ) 证 明 的 . 这 里 给 出 的 定理 357 的 证 明 是 由 
D. H. Lehmer 教授 提出 的 . 

19.10 节 . Macmahon 的 表 印 在 Proc. London Math. Soc. (2) 17 (1918), 114-115 中 , 后 
来 被 扩充 到 了 600 [Gupta, 同一 杂志 , 39 (1935), 142-149 以 及 42 (1937), 546-549) 以 及 1000 
(Gupta, Gwyther 和 Miller, Roy. Soc. Math. Tables 4 (Cambridge, 1958)]. 最 近 , Sun Tae 
Soh 对 n < 22 000 000 以 内 p(n) 的 计算 准备 了 一 个 程序 (参见 http:/ /trinitas.mju.ac.kr/ 
intro2numbpart.html). 
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19.11 节 . F. Franklin, Comptes rendus, 92 (1881), 448-450. 我 们 注意 到 , 如 果 用 这 个 方 
法 来 证 明定 理 358, 也 就 是 定理 353, 我 们 就 能 简化 19.8 节 中 定理 352 的 证 明 . 如 前 一 样 得 到 
(19.8.3). 然后 令 z= yz = 一 /2, 根据 定理 353, 我 们 就 有 

Plzz)= I {0 -00 - -y= Ia-y 
和 nl m=1 
S(z, 可 = 5 (Dvd""+) = Pl(z,z), 
所 以 ao(z)=1. 

19.12 节 . 见 Ramanujan,， Collected Papers, nos. 25, 28, 30. 这 些 论文 只 包含 了 关于 模 5， 
7 以 及 11 的 同 余 式 的 完整 的 证 明 . 在 第 213 页 上 他 陈述 了 一 些 恒等式 , 这 些 恒等式 蕴含 关于 模 
52 以 及 模 72 的 同 余 式 作为 其 推论 , 后 来 这 些 恒等式 由 Darling [Proc. London Math. Soc. (2) 
19 (1921), 350-372] 以 及 Mordell [同一 杂志 , 20 (1922), 408-416] 给 出 了 证 明 . Ramanujan 
的 一 份 没有 发 表 的 手稿 处 理 了 许多 有 关 他 的 猜想 的 例子 ; 这 份 文献 已 被 Berndt 和 Ono 重新 
发 现 (The Andrews Festschrift, Springer, 2001, pp. 39-110). 

这 一 节 末尾 所 提 到 的 论文 是 ， 在 19.10 节 的 注释 中 所 提 及 的 Gupta 的 论文 ; Krezmar， 
Bulletin de L'acad. des sciences de I'URSS (7) 6 (1933), 763-800; Lehmer, Journal London 
Math. Soc. 11 (1936), 114-118 以 及 Bull. Amer. Math. Soc. 44 (1938), 84-90; Watson, 
Journal fiir Math. 179 (1938), 97-128; Lehner, Proc. Amer. Math. Soc. 1 (1950), 172-181; 
Dyson, Bureka 8 (1944)®, 10-15; Atkin 以 及 Swinnerton-Dyer, Proc, London Math. Soc. 
(3) 4 (1954), 84-106. Atkin [Glasgow Math. J. 8 (1967), 14-32] 对 于 一 般 性 的 c 证 明了 关于 
模 11° 的 结果 , 他 还 发 现 了 若干 个 其 他 更 为 复杂 的 同 余 式 结果 . 

最 近 , Ono (The Web of Modularity) 和 他 的 同事 们 大 大 扩展 了 有 关 分 划 函 数 同 余 式 的 知 
识 . Andrews 与 Garvan (BulL 4mer， Math. Soc. 18 (1998), 167-171) 发 现 了 Dyson 所 猜想 
的 “ 奇 招 "; Mahlberg (Proc，Nat.Acad，Sci. 102 (2005), 15373-15376) 则 将 此 奇 招 与 Ono 
所 发 现 的 大 量 同 余 式 联系 了 起 来 . 

19.13 节 至 19.14 节 . 有 关 Rogers-Ramanujan 恒等式 ( 它 是 首先 由 Rogers 在 1894 年 
发 现 的 ) 的 历史 , 见 Hardy 在 Ramanujan 的 Collected papers pp. 344-345 上 重印 的 注 记 以 
及 Hardy,， Ramanwjan 一 书 第 6 章 . Schur 的 证 明 出 现在 Berliner Sitzungsberichte (1917)， 
302-321 上 , 而 Watson 的 证 明 出 现在 Journal London Math. Soc. 4 (1929), 4-9 中 . Hardy, 
Ramanujan, 95-99 以 及 107-111 给 出 了 这 些 证 明 的 另外 的 变种 . 

Selberg, Avhandlinger Norske Akad. (1936), no. 8 将 Rogers 和 Ramanujan 的 推理 方 
法 作 了 推广 , 并 且 发 现 了 与 数 7 有 关 的 类 似 的 (并 非 简 单 的 ) 公式 . Dyson [Journal London 
Math，5oc 18 (1943), 35-39] 指出 , 这 些 公 式 也 可 以 在 Rogers 的 工作 中 找到 , 并 大 大 简化 了 
它们 的 证 明 . 

最 近 , 这 一 理论 的 进展 以 及 Rogers-Ramanujan 恒等式 一 直 都 很 活路 .这些 发 现 的 报道 
可 以 在 以 下 文章 中 找到 : Alder 的 综述 文章 (Amer. Math. Monthly, 76(1969)，733-746); 
Alladi( Number Theory, Paris 1992-1993, Cambridge University Press(1995), 1-36); Andrews 
(Advances in Math., 9(1972), 10-51; Bull. Amer. Math. Sorc. 80(1974)1033-1052; Memoirs 


@ 原 书 第 6 版 此 处 误 将 1944 写 为 1994, 第 5 版 中 是 正确 的 . 一 一 译 者 注 
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Amer. Math. Soc., 152(1974), I+86pp.; Pac. J. Math. 114(1984), 267-283). 有 关 物 理 方面 
的 应 用 见 Berkovich 与 McCoy 的 综述 文章 (Proc，7ICM 1998, III 163-172)， 也 见 Andrews 
所 著 Partitions 一 书 . 

C. Sudler 先生 对 于 19.14 节 中 给 出 的 证 明 提出 了 一 个 实质 性 的 改进 . 

19.15 节 . 在 Andrews 与 Berndt，Ramanaujan's Lost Notebook, Part I 第 1 章 到 第 8 章 
中 讨论 了 关于 Rogers-Ramanujan 连 分 数 的 最 近 的 发 现 . 


第 20 章 ”用 两 个 或 四 个 平方 和 表示 数 


20.1 ”Waring 问题 : 数 g(k) 和 G(k) 


Waring 问题 是 将 正 整数 表示 成 固定 的 s 个 非 负 整 数 k 次 舌 之 和 的 问题 . 它 是 
19.1 节 中 的 一 般 性 问题 的 特殊 情形 , 在 该 问题 中 取 那 里 的 诸 数 a 为 
Oe 
且 s 是 固定 的 数 . 当 大 = 1 时 , 问题 就 是 将 该 数 分 成 s 个 无 限制 形式 的 数 之 和 的 分 


划 问 题 . 如 同 我 们 在 第 19 章 中 看 到 的 那样 , 这 样 的 分 划 是 由 函数 
1 


来 计数 的 . 因此 我 们 取 k > 2. 

如 果 s 太 小 , 比方 说 s = 1, 显然 不 可 能 把 所 有 整数 都 表示 出 来 ， 确 实 , 如 果 
s < 上, 这 是 不 可 能 的 .因为 满足 z+ < n 的 zi 的 值 的 个 数 不 超过 nk + 1, 所 以 
2Z1 22 Tk-1 中 满足 中 十 :十 区 < n 的 数组 个 数 不 超过 (nl 人 + 1)*-! = 
mtk-D 人 二 O(tk-2/). 从 而 大 多 数 的 数 都 不 能 用 一 1 个 或 者 更 少 个 数 的 上 次 宕 
来 表示 . 

我 们 提出 的 第 一 个 问题 是 : 对 于 给 定 的 k, 是 否 有 一 个 固定 的 s = s(k) 存在 ， 
使 得 对 每 个 n， 

寻 一 下 十 玲 十 .十 2 (20.1.1) 

都 可 解 ? 

问题 的 答案 无 论 如 何 都 是 显然 的 . 例如 , 如 果 19.1 节 中 的 诸 数 a 是 下 列 的 数 

EE BE ee 

那么 数 2"+1 一 1 = 1 十 2 二 22 十 .了 2 并 不 能 用 少 于 mm 二 二 个 数 6; 汪 于 示 ,而 当 
n= 二 2mt1 一 1 一 co 时 有 mm 二 1 一 co. 于 是 “所 有 的 数 都 可 以 用 固定 个 数 的 2 的 备 来 表示 ” 
是 不 正确 的 . 

Waring 不 加 证 明 地 陈述 道 : 每 个 数 都 是 4 个 平方 数 之 和 , 都 是 9 个 立方 数 之 
和 , 都 是 19 个 四 方 数 之 和 , 等 等 . 他 的 话 意味 着 他 相信 我 们 这 个 问题 的 答案 是 肯定 
的 , 也 就 是 对 每 个 固定 的 &、 任 何 正 数 ” 以 及 某 个 仅 依赖 于 大 的 s = s(k), (20.1.1) 
都 是 可 解 的 Waring 对 于 他 的 论断 , 不 大 可 能 有 任何 足够 的 理由 , 一 直到 大 约 一 百 
多 年 以 后 , Hilbert 才 首 次 证 明了 这 个 论断 为 真 . 

一 个 可 以 用 s 个 次 客 来 表示 的 数 显然 也 可 以 用 更 多 的 次 宕 来 表示 . 这 样 
一 来 , 如 果 所 有 的 数 都 可 以 用 s 个 次 血 来 表示 , 那么 就 有 一 个 最 小 的 数 s 使 此 结 
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论 仍然 成 立 . 用 g(k) 来 记 s 的 这 个 最 小 的 值 . 本 章 要 证 明 9(2) = 4, 也 就 是 说 任何 
数 都 可 以 用 四 个 平方 数 来 表示 , 而 且 4 是 能 表示 出 所 有 的 数 所 需要 的 平方 数 的 最 
少 的 个 数 . 第 21 章 将 要 证 明 g(3) 和 9(4) 是 存在 的 , 但 是 没有 定 出 它们 的 值 . 

还 有 另外 一 种 数 在 某 个 方面 比 g(k) 更 有 意义 . 不 妨 假设 大 = 3. 已 知 9(3) = 9， 
即 每 个 数 可 以 用 至 多 9 个 立方 数 来 表示 , 而 除了 23 = 2 x 23+7x 13 和 

239=2x43+4x33 十 3x13 

之 外 , 其 他 每 个 数 都 可 以 用 至 多 8 个 立方 数 来 表示 . 事实 上 , 每 个 充分 大 的 数 可 以 
用 至 多 7 个 立方 数 来 表示 . 数值 证 据 显 示 , 只 有 15 个 其 他 的 数 (其 中 最 大 的 一 个 
是 454) 需要 用 8 个 立方 数 来 表示 , 而 从 455 开始 往 后 的 每 个 数 只 要 用 7 个 立方 数 
就 足够 了 . 

显然 , 如 果 事 实 确实 如 此 , 那么 9 并 不 是 这 个 问题 中 真正 最 有 意义 的 数 . 只 有 
两 个 数 需要 用 9 个 立方 数 来 表示 , 如 果 事 实 如 此 的 话 , 也 只 有 恰好 另外 15 个 数 需 
要 用 8 个 立方 数 来 表示 . 这 样 说 来 , 这 些 事实 是 算术 中 的 偶然 事件 , 它们 的 发 生 依 
赖 于 一 些 特殊 的 数 的 没有 什么 意义 的 特性 ， 最 基本 和 最 困难 的 问题 并 不 是 确定 至 
少 需要 用 多 少 个 立方 数 来 表示 出 所 有 的 数 , 而 是 确定 至 少 需要 用 多 少 个 立方 数 来 表 
示 出 所 有 充分 大 的 数 , 也 就 是 除了 有 限 多 个 例外 之 外 所 有 的 数 . 

定义 G(k) 是 使 得 对 所 有 充分 大 的 数 此 结论 为 真 的 s 的 最 小 的 值 , 也 就 是 除了 
有 限 多 个 例外 的 数 , 所 有 的 数 均 可 用 s 个 上 次 寡 来 表示 , 这 样 就 有 G(3) < 7. 另 一 
方面 , 如 同 我 们 在 第 21 章 里 将 要 看 到 的 那样 , 有 G(3) > 4, 有 无 穷 多 个 数 不 能 用 3 
个 立方 数 来 表示 . 从 而 G(3) 的 值 是 4, 5, 6 或 者 7, 现在 还 不 知道 其 中 哪 一 个 值 是 
正确 的 . 

显然 对 每 个 上 都 有 


G(k) < g(k). 
一 般 来 说 , G(k) 要 比 g(k) 小 得 多 , g(k) 的 值 由 于 表示 某 些 相对 较 小 的 数 所 遇 到 的 
困难 而 被 增 大 了 . 


20.2 平方 和 


本 章 仅 限于 讨论 k=2 的 情形 . 主要 结果 是 定理 369, 将 它 和 平凡 的 结果 *”“ 任 
何 形 如 8m +7 的 数 都 不 能 表示 成 三 个 平方 数 之 和 ”结合 起 来 就 表明 
g(2) = G(2) = 4. 
我 们 给 出 这 个 基本 定理 的 三 个 证 明 . 第 一 个 证 明 (20.5 节 ) 是 初等 的 , 它 依赖 
于 “ 递 降 法 ", 这 个 方法 原则 上 属于 Fermat. 第 二 个 证 明 (20.6 节 至 20.9 节 ) 依赖 
于 四 元 数 的 算术 . 第 三 个 证 明 (20.11 节 至 20.12 节 ) 依赖 于 一 个 恒等式 , 此 恒等式 
应 该 属于 椭圆 函数 论 (尽管 我 们 是 用 初等 代数 将 它 证 明 的 ),2 并 对 表 法 个 数 给 出 了 


@ 见 20.10 节 . 
加 见 19.7 节 末尾 的 脚注 . 
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一 个 公式 . 

但 在 这 样 做 之 前 , 先 暂 时 回 到 用 两 个 平方 来 表示 数 这 个 问题 上 来 . 

定理 366 ”一 个 数 m 是 两 个 平方 之 和 ， 当 且 仅 当 在 n 的 标准 分 解 式 中 , 它 的 
所 有 形 如 4m 十 3 的 素 因子 都 有 偶 次 晨 . 

这 个 定理 是 (16.9.5) 以 及 定理 278 的 一 个 直接 推论 . 不 过 , 定理 366 还 有 其 他 
一 些 证 明 , 其 中 有 一 些 证 明 与 k(i) 中 的 算术 无 关 , 这 些 证 明 包含 了 有 趣 而 且 重要 的 
思想 . 


20.3 ”定理 366 的 第 二 个 证 明 


我 们 需要 证 明 : n 形 如 z? + 92 当 且 仅 当 
n= nn2, (20.3.1) 

其 中 na 没有 形 如 4m + 3 的 素 因子 . 

称 m= 2z2 十 妇 是 mm 的 一 个 本 原 表示 , 如 果 (z,y) = 1, 反之 则 称 它 是 一 个 非 本 
原 表示 . 

定理 367 ”如 果 了 = 4m 十 3, 且 pDln, 那么 n 没有 本 原 的 表示 . 

如 果 有 一 个 本 原 的 表示 , 那么 

pl(z? +y), (zy)=1, 

所 以 p f z,p 1y. 故而 根据 定理 57 可 知 , 存在 一 个 数 ! 使 得 y 三 lx (mod p), 从 而 
有 


Zz2(1 +12)=7? + y=0 (mod p). 
由 此 推 得 1 二 了 2 三 0 (mod p), 从 而 -1 是 p 的 一 个 二 次 剩余 , 这 与 定理 82 矛盾 . 
定理 368 ”如果 p= 二 4m 十 3,p°In ,pe+l /n, 且 c 是 奇数 , 那么 没有 (本 原 
的 或 非 本 原 的 ) 表示 . 
假设 n= z? +o2,(z,y) =d, 并 设 pr 是 p 整除 d 的 最 高 蜂 次 . 那么 就 有 , 比方 
z=dX, y=dY, (X,Y)=1, 
n=@(X?+Y?)= @N. 
p 能 整除 N 的 最 高 舌 的 指数 是 c - 27, 它 是 一 个 正 数 , 这 是 因为 c 是 奇数 . 从 而 
N=X?2+Y?, (X,Y)=1, pIN. 


说 


这 与 定理 367 矛盾 . 
剩 下 要 证 明 , 当 n 有 (20.3.1) 的 形式 时 , n 是 可 以 表示 的 ”, 而 这 显然 只 要 证 明 
n2 是 可 以 表示 的 足 侨 . 我 们 又 有 


Q@ 本 节 以 及 20.4 节 中 的 “可 以 表示 ”一 词 均 指 的 是 “可 以 表示 成 两 个 平方 数 之 和 ”。 以 下 类 似 , 不 再 
装 述 . 一 一 译 者 注 
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(23 + yf)(23 + 2) = (zlza + yy2)? 十 (zlya — T2911)?, 
所 以 两 个 可 以 表示 的 数 的 乘积 本 身 仍然 是 一 个 可 以 表示 的 数 . 由 于 2 = 1?+1? 是 
可 以 表示 的 , 从 而 问题 就 转化 成 证 明定 理 251, 也 就 是 证 明 : 如 果 p = 4m 十 1, 那么 
了 是 可 以 表示 的 . 
既然 -1 是 这 样 的 p 的 一 个 二 次 剩余 , 那么 就 存在 一 个 1, 使 得 1!? 二 一 1 (mod p). 
在 定理 36 中 取 n = [val, 我 们 看 到 有 整数 a。 和 b 使 得 


1 a 
0<b< vVF，|-=- 一 >| < 一 一 . 
汪 上 b| bp 


如 果 记 c= 卫 + pa, 那么 


lc < VE，0< 刀 +c < 2p. 
但 是 c=lb(mod p), 故 有 
b+ + = +1)=0 (mod p). 
这 样 就 有 
+=p. 


20.4 ”定理 366 的 第 三 个 和 第 四 个 证 明 


(1) 定理 366 的 另 一 个 证 明 [ 它 (在 原则 上 ) 是 属于 Fermat 的 ] 以 “ 递 降 法 ” 作 
为 基础 . 为 了 证 明 p = 4m + 1 是 可 以 表示 的 , 我 们 要 证 明 (i)p 的 某 个 倍数 是 可 以 
表示 的 , 而 且 (ii)p 的 最 小 的 可 以 表示 的 倍数 就 是 p 自己 . 而 证 明 的 剩 下 的 部 分 是 
同样 的 . 
根据 定理 86, 存在 数 z,y 使 得 
2Z2 十 2 =mp, pHr, phy, (20.4.1) 
且 有 0<m<p. 设 mo 是 使 得 (20.4.1) 成 立 的 mm 的 最 小 的 值 , 在 (20.4.1) 中 用 mo 
取代 m. 如 果 mo = 1, 我 们 的 定理 就 已 经 证 明了 . 
如 果 mo > 1, 那么 1 < mo < p. 现在 mo 不 可 能 同时 整除 zx 和 % 因为 如 果 这 
样 的 话 , 就 有 
m8 |(z2 十 82) 一 me lmop 一 molp. 
于 是 可 以 选取 c 和 d 使 得 
Z1 一 2 一 c720， 一 2 一 do0， 
|za| < Smo lnls Smo, z+R>0, 
这 样 就 有 
1 2 
0<zf?+y <2 (Bm) <mé. (20.4.2) 


现在 有 
ZT? + f=7? + Y=0 (mod ro), 


这 也 就 是 
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TI + = mmo, (20.4.3) 
其 中 0 < mi < mo[ 根 据 (20.4.2)}. 用 (20.4.1) 乘 (20.4.2), 并 取 m = mo, 就 得 到 
mimp 一 (z+) +98) = (zol + yy)? + (zh 一 zl)2. 


但 是 
Zr1 + YY = TT — cmo) +y(y — dmo) = moX, 


TY1 — T1Y = Ty — dmo) — yz — cmo) = moY, 
其 中 针 =p 一 cz 一 dy,Y =cy 一 dz. 从 而 有 
mp= X?+Y? (0 < mi < mo), 

这 与 mo 的 定义 矛盾 . 由 此 推 得 mo 必须 为 1. 

(2) 第 四 个 证 明 (属于 Grace) 依赖 于 第 3 章 的 思想 . 

根据 定理 82, 存在 一 个 数 ! 使 得 2 + 1==0 (mod p). 我 们 来 考虑 基本 格 人 中 
满足 y=lz (mod p) 的 点 (z,y). 这 些 点 定义 了 一 个 格 M. “容易 看 出 , A 中 处 在 属 
于 M 的 一 个 环绕 原点 的 大 圆 中 的 点 的 比例 渐 近 地 是 于 是 M 的 基本 平行 四 边 
形 的 面积 就 是 p. 

假设 4 或 者 写成 (5,m)] 是 M 的 最 接近 原点 的 诸 个 点 中 的 一 个 . 那么 n 三 1é, 所 
以 有 -三 2 三 In (mod p), 于 是 B[ 也 就 是 (-n,8)] 也 是 M 的 一 个 点 . M 没有 点 在 
三 角形 04B 内 部 , 于 是 它 也 没有 点 在 以 0A, OB 为 边 的 正方 形 内 部 . 从 而 这 个 正 
方形 就 是 M 的 一 个 基本 平行 四 边 形 , 故而 它 的 面积 就 是 p. 由 此 推 得 6? 二 7? =p. 


20.5 ”四 平方 定理 


现在 转向 本 章 的 主要 定理 . 
定理 369 (Lagrange 定理 ) ”每 个 正 整数 都 是 四 个 平方 数 之 和 . 
由 于 
( 邓 十 甬 十 3 十 23)( 驻 十 姐 十 媒 十 3) 
= (Z1y1 + Z2y2 + Zays + Tays)? 十 (zl132 一 T2Y1 + Zay4 一 Tays)? (20.5.1) 
+(T1Y3 一 z3g + Tay2 一 T2Yy4)? + (T1V4 一 Tayi + Tays 一 Za3y2)?, 


故而 两 个 可 表示 的 数 的 乘积 本 身 仍然 是 可 以 表示 的 . 我 们 还 有 1 = 12 十 0? 十 02 十 02， 
于 是 定理 369 可 以 从 下 述 定理 推出 . 


定理 370 ”任何 素数 p 都 是 四 个 平方 数 之 和 . 


第 一 个 证 明 按照 与 20.4 节 (1) 中 定理 366 的 证 明 同样 的 路 线 进行 . 因为 2 = 
12 十 12 十 02 十 0?, 故 可 以 取 p > 2. 


人 @ 我 们 简略 地 叙述 这 个 证 明 , 而 把 细节 留 给 读者 . 
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由 定理 87 推出 , 存在 p 的 一 个 倍数 , 比方 说 mp, 使 得 有 mp = 29 十 23 十 3 十 23， 
其 中 zi,za,za,z4 不 全 p 被 整除 . 我 们 要 证 明 : 有 此 性 质 的 p 的 最 小 倍数 就 是 p 自 
已 . 

设 mop 是 这 样 一 个 最 小 的 倍数 . 如 果 mo = 1, 那 就 没有 什么 要 证 的 了 , 故而 
假设 mo > 1. 根据 定理 87 有 mo < p. 

如 果 mo 是 偶数 , 那么 zi + zz + zs + za 是 偶数 , 所 以 ,要么 (i) zt zz;za,z4 全 
都 是 偶数 , 要 么 (ii) 它们 全 都 是 奇数 , 或 者 要 么 (iii) 两 个 是 偶数 , 两 个 是 奇数 . 在 最 
后 一 种 情形 , 可 以 假设 z1,z2 是 偶数 , 而 z3,z4 是 奇数 , 那么 在 所 有 这 三 种 情形 下 ， 

ZI 十 Z2，21 一 Z2， IT3 十 ZI4， I3 一 T4 


全 都 是 偶数 , 所 以 


1 ZI 十 Z2 2 7T1— 7X2 ZIZ3 十 IT4 本 T3 一 IT4 2 

jee (Se) + (5) + (人 二) + (5) 
是 四 个 整数 的 平方 之 和 . 这 些 平方 数 不 全 能 被 p 整除 , 这 是 因为 z1,z2,z3,z4 不 能 
全 被 p 整除 . 但 是 这 与 mo 的 定义 矛盾 . 从 而 mo 必须 是 奇数 

其 次 , zi, zz,za za 不 全 能 被 mo 整除 , 因为 不 然 的 话 就 会 列 含 
m8 imop 一 mo |p, 

而 这 是 不 可 能 的 . 同样 , mo 是 奇数 , 于 是 它 至 少 是 3. 这 样 一 来 , 就 可 以 选取 b1,b2, bs， 
b4, 使 得 yi = zi 一 bimo(i = 1,2,3,4) 满足 


1 
| < 3mo， 强 + 姐 + 组 + 如 >0. 


此 时 有 
2 
0< 好 + 节 + 史 + 三 <a(3mo) 一 7 
以 及 
好 十 娣 十 妇 十 到 二 0 (mod mo). 
由 此 得 出 


3 十 2 十 23 十 X93 二 mop (mo <D)， 
姐 二 姐 二 组 十 好 =mom: (0 < mi < mo). 
由 是 再 根据 (20.5.1) 就 有 

m3mip 二 邓 十 经 十 2 十 23， (20.5.2) 
其 中 z1,z2, za,z4 是 在 (20.5.1) 的 右边 出 现 的 那 四 个 数 . 但 是 

1= Div = Dxi(zi — bimo)= D7?=0 (mod mo). 
类 似 地 , zz, zs, z4 都 能 被 mo 整除 . 于 是 可 以 写成 
=mot; (i= 1,2,3,4), 
这 样 的 话 (20.5.2) 就 变 成 mip = 好 十 友 十 划 十 去 , 因为 ma < mo, 这 就 与 mo 的 定 
义 矛 盾 . 
由 此 推出 mo = 1. 
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20.6 元 数 


第 15 章 从 Gauss 整数 的 算术 推导 出 了 定理 251, 而 Gauss 整数 是 通常 的 分 析 
中 复数 的 一 个 子 类 . 定理 370 有 一 个 证 明基 于 一 种 类 似 的 思想 , 不 过 更 为 复杂 ， 
为 我 们 要 用 到 并 不 遵从 通常 代数 中 的 所 有 法 则 的 那 种 数 . 

四 元 数 (quaternion) 是 一 种 特殊 类 型 的 “ 超 复数 的 ” 数 . 该 系统 中 的 数 形 如 

Q = a0+ ail 十 aziz 十 asia， (20.6.1) 
其 中 ao, a1, a2z,a3 都 是 实数 [ 称 为 a 的 坐标 (coordinate)], i1,iz,is 则 是 该 系统 的 特 
征 元 素 . 两 个 四 元 数 相等 , 如 果 它 们 的 坐标 相等 . 

这 些 数 按照 与 普通 代数 类 似 的 那些 法 则 ( 仅 有 一 点 例外 ) 组 合 在 一 起 . 如 同 在 
通常 的 代数 中 一 样 , 它 有 加 法 和 乘法 运算 . 加 法 的 法 则 与 通常 代数 中 的 加 法 法 则 相 
同 , 从 而 有 

a+B=(a0+ail + aziz + asis) + (bo 十 bi + boiz + b3is) 
=(a0+bo)+ (a1+ bi)ii 十 (az + b2)iz + (as + ba)is. 
乘法 有 结合 律 和 分 配 律 , 但 一 般 不 满足 交换 律 . 它 对 于 坐标 以 及 在 坐标 与 iia,is 之 
间 是 交换 的 , 但 是 
{ 这 二 这 二 远 


re (20.6.2) 
iais = il = 


3i2， iail =is = 一 iis， iniz =is = 一 izil， 


一 般 地 有 
ag= (ao + alil + ai + aais)(bo + bi 十 boiz + bais) 


a + aaia + (20.6.3) 
一 co 十 clil 十 cziz + cais, 
其 中 
co = aobo — a1bi — a2b2 一 asbs3， 
cl = aobl + aibo + a2b3 一 a3b2, (20.6.4) 
ca = aoba — aibs + a2bo + aabi, 
ca = aoba + a1b2 — a2bi + aabo. 
特别 地 ， 


(ao + aiil + ai + asis)(ao — alil — a2i2 — a3ia) = 8 +a?+ a23+a3, (20.6.5) 
这 个 乘积 中 i ,iz,is 的 系数 均 为 0. 

称 四 元 数 a 是 整 的 , 如 果 ao, at,az,as 要 么 (i) 全 都 是 有 理 整 数 , 要 么 (ii) 全 
都 是 奇 有 理 整 数 的 一 半 . 我 们 只 对 整 四 元 数 感 兴趣 , 从 现在 起 用 “四 元 数 ” 一 词 来 
表示 “ 整 四 元 数 ". 除去 ul = az = as = 0 这 种 情形 之 外 , 都 将 用 希腊 字母 表示 四 元 
数 , 而 在 ol = az = as = 0 这 一 情形 有 a = ao, 此 时 用 ao 既 表示 四 元 数 

ao 十 0.i+0-iz 十 0.is， 
也 表示 有 理 整数 ao. 
四 元 数 


匹 = ao 一 alil 一 a2iz 一 asis (20.6.6) 
称 为 a = ao + aiil + azia + aaia 的 共 罗 ,而 称 
Na=aad=aa=ad+a?f+ad+a3 (20.6.7) 


为 a 的 范 数 . 整 四 元 数 的 范 数 是 一 个 有 理 整 数 . 根据 Na 是 奇数 还 是 偶数 来 把 a 
称 为 奇 的 或 者 偶 的 . 
由 (20.6.3), (20.6.4) 以 及 (20.6.6) 推出 sa5 = Pa, 所 以 


Nap) = aB .aB=aP.Ba=a:NB-.a=aa.NB= NaNb. (20.6.8) 
当 a 取 0 时 ,定义 a-! 为 四 
要 a ” 
al= Ne (20.6.9) 
故而 
OG 生生 (20.6.10) 


如 果 a 和 a-! 均 为 整 四 元 数 ， 那么 就 称 a 是 一 个 单位 , 并 记 成 a = ce， 由 于 
ge-1 二 1,NeNe-! = 1, 故 有 Ne = 1. 反之 , 如 果 a 是 整 四 元 数 且 Na = 1, 那么 
a-1 = 克也 是 整 的 , 从 而 a 是 一 个 单位 . 于 是 , 单位 又 可 以 定义 为 范 数 为 1 的 整 四 
元 数 . 

如 果 ao, a1, a2,a3 全 都 是 整数 , 是 有 ag + oz + o + a3 = 1 那么 o3… 中 必 有 
一 个 是 1, 其 余 的 皆 为 0. 如 果 它 们 全 都 是 奇 整数 之 一 半 , 那么 o3.… 中 的 每 一 个 数 


必定 都 是 了. 于 是 恰 有 24 个 单位 , 也 就 是 


士 1, 士 i, 士 iz, 士 is， $1 土 i 土 记 土 i3). (20.6.11) 
如 果 记 了 
p= a(1+ii+is+is), (20.6.12) 
那么 任何 整 四 元 数 都 可 以 表 为 形式 
kop + kiii + koi2 + ksis, (20.6.13) 


其 中 ko, ki, kz, ks 皆 为 有 理 整数 , 而 且 任何 一 个 这 种 形式 的 四 元 数 均 为 整 的 .显然 ， 
任何 两 个 整 四 元 数 之 和 仍 为 整 四 元 数 . 又 根据 (20.6.3) 以 及 (20.6.4) 有 


1 
p=-1+iitio+is)=p—1, 

. 
pii= 23(-1+h+i2 -is)= -p+i ti, 

和 : 让 
iip= 3(-1+ii -io+is)= -p+il+is, 


对 于 piz 等 也 有 类 似 的 表达 式 . 故而 所 有 这 些 乘积 都 是 整 的 , 从 而 任何 两 个 整 四 元 
数 的 乘积 都 是 整 的 . 

如 果 e 是 任意 一 个 单位 , 那么 sa 和 ae 都 称 为 是 a 的 相伴 元 . 相伴 元 有 相等 
的 范 数 , 且 整 四 元 数 的 相伴 元 仍 为 整 的 . 
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如 果 7 = a6, 那么 y 就 说 成 是 以 a 为 一 个 左 因 子 (left-hand divisor), 而 以 B 
为 一 个 右 因子 (right-hand divisor). 如 果 a = ao 或 者 8 = bo, 那么 就 有 a6 = Ba, 此 
时 就 没有 必要 区 分 左 和 右 了 . 


20.7 “关于 整 四 元 数 的 预备 定理 


关于 定理 370 的 第 二 个 证 明 原则 上 与 12.8 节 以 及 15.1 节 中 定理 251 的 证 明 
相 类 似 . 我 们 需要 几 个 辅助 性 的 定理 . 


定理 371 ”如 果 a 是 一 个 整 四 元 数 , 那么 它 的 相伴 元 中 至 少 有 一 个 有 整数 坐 
标 , 如 果 cx 是 奇 的 , 那么 它 的 相伴 元 中 至 少 有 一 个 有 非 整 数 坐标 . 

(1) 如 果 a 本 身 的 坐标 就 不 是 整数 , 那么 可 以 选择 符号 使 得 , 比方 说 有 

a = (bo 十 已 + baia 十 baia) 十 了 (1 十 土 记 土 i3) 一 DB 二， 

其 中 bo,b1,52,b3 都 是 偶数 . 6 的 任何 相伴 元 都 有 整数 坐标 , 且 ?7( 它 是 7 的 一 个 相 
伴 元 ) 是 1. 于 是 a7( 它 是 a 的 一 个 相伴 元 ) 有 整数 坐标 . 

(2) 如 果 a 是 奇 的 , 且 有 整数 坐标 , 那么 比方 说 有 

a= (如 十 Di +boiz 十 bais) + (co +clil +coiz 十 csis) = B+7, 
其 中 bo,b1,b2,b3 都 是 偶数 , co,c1, cz,cs 中 的 每 个 数 都 是 0 或 者 1, 且 (由 于 Na 是 
奇数 ) 要 么 其 中 有 一 个 是 1, 要 么 其 中 有 三 个 是 1. 8 的 任何 相伴 元 都 有 整数 坐标 
于 是 只 要 证 明 四 元 数 
1, 1, io, ia, 1 +is +is, 1+ii+is, 1+il+is,il+is+is 
中 的 每 一 个 都 有 一 个 相伴 元 有 非 整 数 坐 标 就 够 了 , 而 这 是 很 容易 验证 的 . 这 样 一 来 ， 
如 果 + =, 那么 Yo 有 非 整数 坐标 . 如 果 
7=1+is+is= (1+it+is+is)—il=A+h, 


或 者 
y=ii+ig+is= (1+ii+is+is)—1=A+h, 
那么 i 
Xe =A 3 -hi -is)=2, 

于 是 je 的 坐标 不 是 整数 . 

定理 372 ”如 果 上 是 一 个 整 四 元 数 , 且 m 是 一 个 正 整数 , 那么 存在 一 个 整 四 
元 数 和, 使 得 

NIk 一 mA) < m2. 

m = 1 的 情形 是 平凡 的 , 故 可 以 假设 m > 1. 利用 (20.6.13) 所 给 出 的 整 四 元 数 

的 形式 , 并 且 记 
k= kop+ kil+ koiz + ksis, 和 = lop+ lit+l2iz 十 1sis， 

其 中 ko,… ,10,… 都 是 整数 .< - mA 的 坐标 是 
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了 ko ~ mio), 3§ {ho + 2k ~ m(lo + 24)}, 
下 
3 {Ko + 2k2 — mllo + 212)}, 3 {ho + 2ks — m(lo + 21s)}. 


可 以 相继 选取 i,11,12,1s, 使 得 这 些 从 标的 绝对 信 分 别 不 超过 mm, 3m,3m, 3m, 这 
样 就 有 1 

NIk 一 mA) < 16™ +3x 了 2 < 7n2. 
定理 373 ”如 果 a 和 8 都 是 整 四 元 数 , 且 B 关 0, 则 存在 整 四 元 数 入 和 ,使 


有 
a=M+7y, Ny<NB. 


取 
k=aB, m=B8= NB, 
并 如 同 在 定理 372 中 一 样 来 确定 \. 这 样 就 有 
(a—M)B=«k- Mm= rm, 
N(a ~ MB)NB = N(k — mM) < m?, 
Ny= N(a— M8) <m= Np. 


20.8 ”两 个 四 元 数 的 最 高 右 公 因子 


称 两 个 整 四 元 数 a 和 8 有 一 个 最 高 右 公约 数 (highest common right-hand di- 
visor)6, 如 果 (i)6 是 a 和 8 的 一 个 右 公约 数 , 且 (iija 和 6 的 每 个 右 公约 数 都 是 5 
的 一 个 右 因子 . 我 们 要 证 明 , 任何 两 个 不 全 为 0 的 整 四 元 数 都 有 一 个 最 高 右 公 约 数 ， 
这 个 最 高 右 公 约 数 事实 上 还 是 唯一 的 . 可 以 利用 定理 373 来 构造 一 个 与 12.3 节 以 
及 12.8 节 中 的 算法 类 似 的 “Euclid 算法 ”, 不 过 应 用 与 2.9 节 和 15.7 节 中 类 似 的 思 
想来 证 明 它 要 更 简单 一 些 . 

称 一 组 不 全 为 0 的 整 四 元 数 作成 的 集合 5 是 一 个 右 理想 (right-ideal), 如 果 它 
有 性 质 : 

aeS,6eS 一 a 十 DeSi 

(ii) 对 所 有 整 四 元 数 入 都 有 : ae S 一 Ma € 5. 

后 面 这 条 性 质 与 15.7 节 中 理想 的 特征 性 质 相 对 应 . 如 果 5 是 任意 一 个 整 四 元 数 , 且 
5 是 用 整 四 元 数 和 作出 的 5 的 所 有 左 倍 元 作成 的 集合 (X65), 显然 5 是 一 个 右 理想 . 
称 这 样 一 个 右 理想 为 主 右 理想 (Principal right-ideal). 

定理 374 ”每 个 右 理想 都 是 一 个 主 右 理想 . 

在 5 的 不 为 0 的 诸 元 素 中 , 存在 某 些 数 有 最 小 范 数 : 把 其 中 一 个 记 为 5. 如 果 
YE5,Ny<N6, 就 有 Y=0. 

如 果 a e 5, 那么 , 对 每 个 整 四 元 数 和 , 由 (i) 和 (iD 有 a - X6 e 5S. 根据 定理 
373, 可 以 选取 和 , 使 得 Ny = N(a 一 M6) < N6. 但 这 样 就 有 7 = 0,a = X56, 从 而 5 
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是 一 个 主 右 理想 (A5). 
现在 可 以 来 证 明 : 


定理 375 ”任何 两 个 不 全 为 0 的 整 四 元 数 a 和 有 都 有 一 个 最 高 右 公约 数 65， 
除了 相差 一 个 左 单 位 因子 以 外 , 这 个 最 高 右 公 约 数 还 是 唯一 的 , 且 它 可 以 表 成 形式 
6 = ja + vB, (20.8.1) 

其 路 和 v 都 是 整 四 元 数 . 


所 有 四 元 数 ja + vB 组 成 的 集合 5 显然 是 一 个 右 理想 , 根据 定理 374, 它 是 一 
个 由 某 个 5 的 所 有 整 倍 元 X6 所 形成 的 主 右 理想 . 由 于 S 包含 5, 所 以 5 可 以 用 
(20.8.1) 的 形式 来 表示 . 由 于 5 包含 a 和 6, 所 以 5 是 a 和 6 的 一 个 右 公约 数 , 且 
任何 这 样 的 因子 都 是 S 中 每 个 元 素 的 一 个 右 因 子 , 于 是 也 是 6 的 一 个 右 因子 . 从 
而 5 是 ac 和 的 一 个 最 高 右 公 约 数 . 

最 后 , 如 果 5 和 5 都 满足 条 件 , 那么 就 有 5 = X6, 且 5= X6', 其 中 入 入 都 
是 整 四 元 数 . 因此 5 = 和 X56, 1 = XX, 因此 入 和 X 都 是 单位 . 

如 果 5 是 一 个 单位 s, 那么 a 和 6 的 所 有 最 高 右 公 约 数 都 是 单位 . 此 时 , 对 某 
个 整 四 元 数 以, 有 


Ha+B=e， 
且 有 
(rz)a+ (erlx)8 =1, 
所 以 对 某 个 整 四 元 数 ju,v 有 
Hpa+zB= 1 (20.8.2) 
这 时 记 
(aB) =1. (20.8.3) 


当然 , 我 们 能 对 最 高 左 公约 数 建立 一 个 类 似 的 理论 . 
如 果 a 和 8 有 一 个 右 公约 数 5, 5 不 是 单位 , 那么 Na 和 NB 有 右 公 约 数 
V6 > 1. 有 一 种 其 逆 命 题 为 真 的 重要 情形 . 
定理 376 如 果 a 是 整 四 元 数 , 且 [ = m 是 一 个 正 的 有 理 整 数 , 那么 (a, 人) = 
1 的 一 个 充分 必要 条 件 是 (Na, NB) = 1, 或 者 说 是 (意义 相同 )(Na,m) = 1. 
因为 如 果 (a,B)- = 1, 那么 对 适当 的 y,v, (20.8.2) 为 真 . 于 是 
Nua) =N(1— vb) = (1 — mv)(1 — my), 
NuNa=1—m/— my+m?Ny, 


且 (Na,m) 整除 这 个 等 式 中 除了 1 以 外 的 每 一 项 , 从 而 有 (Na,m) = 1， 由 于 
NB = m2, 故而 这 两 种 形式 的 条 件 是 等 价 的 . 


20.9” 素 四 元 数 和 定理 370 的 证 明 
一 个 非 单位 的 整 四 元 数 称 为 是 素 元 , 如 果 它 仅 有 的 因子 是 单位 以 及 它 的 相 
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伴 元 , 也 就 是 说 , 如 果 开 = a6 蕴含 a 或 者 8 是 一 个 单位 . 显然 , 素 四 元 数 的 所 有 
的 相伴 元 仍然 是 素 的 . 如 果 r = aG, 那么 就 有 Nr = NaN6, 所 以 , 如 果 Nx 是 一 
个 有 理 素数 , 那么 肯定 是 素 的 . 我 们 要 来 证 明 其 逆 也 为 真 . 


定理 377 ”一 个 整 四 元 数 7 是 素 的 , 当 且 仅 当 它 的 范 数 NT 是 一 个 有 理 素数 ， 
由 于 Np = p?, 定理 377 的 一 个 特例 是 : 
定理 378 ”一 个 有 理 素 数 卫 不 可 能 是 素 四 元 数 、 


首先 证 明定 理 378( 它 是 我 们 实际 上 需要 用 到 的 全 部 ). 
由 于 
2= (1+i)(1 —i), 

所 以 2 不 是 素 四 元 数 . 从 而 我 们 可 以 假设 p 是 奇数 . 

根据 定理 87, 存在 整数 > 和 s, 使 有 

0<r<p, 0<s<p, 1+7?+s=0(mod p). 

如 果 aw = 1+siz -ria, 那么 Na =1+7? 十 82 三 0 (mod p), 且 (Wap) > 1. 由 此 并 
根据 定理 376 推出 , a 和 p 有 一 个 不 等 于 单位 的 右 公 约 数 5. 如 果 a = 516, p = 520， 
那么 52 不 是 单位 . 因为 如 果 它 是 一 个 单位 , 5 就 是 p 的 一 个 相伴 元 , 在 此 情形 p 就 
整除 a = 516 = 51671p 的 所 有 的 坐标 , 特别 地 , 它 能 整除 1. 于 是 p = 526, 其 中 无 
论 5 还 是 62 都 不 是 单位 , 从 而 p 不 是 素 元 . 

为 了 完成 定理 377 的 证 明 , 假设 r 是 素 元 , 且 p 是 Nx 的 一 个 有 理 素 因 子 . 
根据 定理 376, r 和 p 有 一 个 右 公 约 数 ', x' 不 是 单位 ， 由 于 r 是 素 元 , 从 而 灵 
是 r 的 一 个 相伴 元 , 且 Nx' = Nr. 我 们 还 有 p = Xm, 其 中 和 是 整 四 元 数 , 且 有 
PP = NANm' = NAN, 所 以 NA 等 于 1 或 者 如 果 NA 是 1,p 就 是 x* 和 "的 
一 个 相伴 数 , 因而 是 一 个 素 四 元 数 , 我 们 已 经 看 到 这 是 不 可 能 的 . 故而 Nn = 2 是 
一 个 有 理 素数 . 

现在 容易 来 证 明定 理 370 了 .如果 p 是 任何 一 个 有 理 素 数 , p = 和 ,其 中 
NA= Nr = p. 如 果 r 有 整数 坐标 ao,al,az,as, 那么 

p= Nr=a8+a?+a2+a3. 
如 若 不 然 , 根据 定理 371 知 , 存在 r 的 一 个 相伴 元 7', 它 有 整数 坐标 . 由 于 
p= NA = Nm 
于 是 结论 可 如 前 面 一 样 得 到 . 

前 面 几 节 的 分 析 可 以 如 此 发 展 , 从 而 导出 整 四 元 数 的 因子 分 解 以 及 有 理 整数 表 
示 成 四 个 平方 数 之 和 的 一 套 完整 的 理论 . 特别 地 , 它 引 导 到 若干 个 有 关 表 法 个 数 的 
公式 , 这 些 公式 与 16.9 节 至 16.10 节 中 的 那些 公式 类 似 . 我 们 要 在 20.12 节 中 用 不 
同 的 方法 证 明 这 些 公式 , 而 不 在 这 里 进一步 展开 讨论 四 元 数 的 算术 . 然而 , 还 有 另 
外 一 个 有 趣 的 定理 , 它 是 我 们 的 分 析 的 直接 推论 . 如 果 假 设 p 是 奇 的 , 并 选取 r 的 
一 个 相伴 数 r', r' 的 坐标 都 是 奇 整数 的 一 半 (根据 定理 371 这 是 允许 的 ), 那么 
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2 2 2 2 
p= Nr=N"= (w+3) + (m+3) + (b+3) 十 (w+3) 
其 中 bo,… 都 是 整数 , 且 
dp = (2bo + 1)? + (2b1 十 1)2 + (2b2 十 1)2 + (2bsa 十 1)2. 

于 是 我 们 得 到 : 

定理 379 如果 p 是 一 个 奇 素数 , 那么 4p 是 四 个 奇 整数 的 平方 之 和 . 

例如 4x3=12=12+12 二 12 十 32( 但 是 4x2= 8 不 是 四 个 奇 整 数 的 平方 之 
和 ). 


20.10 9(2) 和 G(2) 的 值 


定理 369 表明 
G(2) < g(2) < 4. 
另 一 方面 ， 
(2m)?=0 (mod 4)， (2m + 1)?=1 (mod 8), 
所 以 z? 三 0,1 或 者 4 (mod 8) 且 有 z? 十 她 十 z? 关 7 (mod 8). 因此 形 如 8m 十 7 的 
数 不 可 能 表示 成 三 个 平方 数 之 和 , 从 而 得 到 : 
定理 380 ”9(2) = G(2) = 4. 
如 果 z2 + 刀 + 22 三 0 (mod 4), 那么 rz,y, z 全 都 是 偶数 , 且 
2 2 2. 
i 十 只 十 22) = (¥) 十 (i) + (#) 
可 以 用 三 个 平方 数 来 表示 . 由 此 推出 , 形 如 4*(8m + 7) 的 数 都 不 能 表 为 三 个 平方 数 
之 和 . 可 以 证 明 , 任何 不 是 这 种 形状 的 数 都 可 以 表示 成 三 个 平方 数 之 和 , 所 以 
nz4(8m+7) 
是 n 可 以 用 三 个 平方 数 表示 的 一 个 充分 必要 条 件 , 但 是 它 的 证 明 依赖 于 三 元 二 次 
型 的 理论 , 故而 不 能 放 在 这 里 讨论 . 


20.11 ”定理 369 的 第 三 个 证 明 的 引 理 


关于 定理 369 的 第 三 个 证 明 十 分 特别 , 尽管 这 个 证 明 是 “初等 的 ”, 但 它 实际 上 
属于 椭圆 函数 论 的 范畴 . 展开 式 


oo 4 
(1+2z+274+..…) = ( pb 二 
中 zn 的 系数 ra(n) 是 A 


n=m?+m?+ms+m? 
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的 有 理 整 数 解 的 个 数 , 仅仅 是 符号 不 同 或 者 诸 个 m 的 次 序 不 同 的 解 都 被 视 为 不 同 
的 解 . 我 们 需要 证 明 , 对 每 个 n, 这 个 系数 都 是 正 数 . 
根据 定理 312 有 
3 
(1 二 2z 十 2z4 十 … -+4 人 (2 - E+) 
我 们 来 着 手 寻 求 右 边 的 平方 的 一 个 变换 . 

下 面 的 z 是 任何 一 个 实数 或 者 复数 , |z| < 1. 我 们 要 用 的 级 数 , 无 论 是 单 重 的 
还 是 多 重 的 , 对 于 |z| < 1 都 是 绝对 收敛 的 . 根据 定理 : 任何 绝对 收敛 的 单 重 或 者 多 
重 级 数 可 以 按照 我 们 的 意愿 用 任何 方式 求 和 . 这 使 我 们 对 涉及 的 级 数 重新 排序 求 和 
的 合法 性 得 到 了 保证 . 

记 


故而 
Er ur(1 + ur). 


我 们 需要 两 个 预备 引 理 . 
定理 381 立 Um(l + um) = Dn 
m=1 n=1 


因为 oo oo % 
oo RS oo 
时 mn mn ?2 
2 De Dn Tm 
Sm) m=1n=1 n=1 m=1 er 人 


定理 382 > (—D)™ -an(l + uam) = 》 (2n — Duan-2. 


m=1 n=1 


)m-lz2m 


下 a -二 a 
3 bp (1)m-lz2mr = bh 
夺 1 十 Z2r 
00 2r (2 一 lz ‘An—2 
i)- 
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首先 证 明 一 个 比 实际 需要 的 公式 更 加 一 般 的 恒等式 . 
定理 383 ”如 果 6 是 一 个 实数 , 且 不 是 的 偶数 倍 , 又 如 果 
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1 1 
L=L(2,0) = 7 cota0+using + usin2g +..., 


2 
1 1 
用 = 到 (国人 站 二 (Cr 3?) +ui(l+u1)cos0+ uz(l + u2) cos20+..., 


T= T(z,0) = Su (1—cos0)+ 2u2 (1 — cos20) + 3us (1 一 cos39) 十 …]， 
那么 
D2=T+D. 
我 们 有 
1 1 ,eC > 
Pp Fe : 
L =e +n 


1 省 
=(3 cot $0) + i cot = dosin mg 十 3 DD sinrnbgsin mb 


m=1n=1 
2 
= (人 cot 3) 十 951 二 52， 
这 里 5; 和 S2 分 别 表示 上 述 第 二 个 等 式 中 的 后 面 两 个 和 式 . 现在 利用 恒等式 
:cot jbsinnb= 了 十 cos6 十 cos20 十 …' 十 cos( 人 一 1)9 十 Bcosng, 


2sinmb sinng =cos(m 一 m)b — cos(m + n)0, 


可 得 
Si= Du (B+ eos0+ eos20 + .+ cosln — 1)0+ cosng), 
n=1 
Sa=1 5 DS umn {cos(m 一 mn)9 一 cos(m + n)0}. 
m=1 n=1 


将 51 和 92 重新 排序 成 为 9 的 倍 角 的 余弦 级 数 , 得 到 , 比方 说 ” 
。。 @ 为 了 保证 重新 排序 的 合法 性 , 我 们 需要 证 明 


ce 1 1 
bo Ena ee) 


3 > lum| lunl (leos(m + n)8| + leos(m 一 mb) 


m=1n=1 


都 是 收敛 的 . 但 是 这 是 级 数 


三 nun, bp 3 Umun 


m=1n=1 


的 绝对 收敛 性 的 一 个 直接 推论 . 
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1 1 2 ooe 
IL27={-cts0) +Co+》 CI k0. 
(3 of 3 ) 0 艺 k COS 
首先 来 考虑 Co. 这 个 系数 包含 来 自 8 的 一 个 贡献 ， 3 以 及 来 自 5 的 
对 应 于 mm =n 的 项 的 一 个 贡献 = > 故而 根据 定理 381 有 


1 = 
Co = 人 = 3 


n=1 


现在 假设 上 > 0. 那么 51 对 Cr 的 贡献 是 
Sus + 六 an 一 Sun 沁 Dur 
n=k+1 1=1 
而 52 对 它 的 贡献 是 


在 其 中 的 每 一 个 和 式 都 有 m > 1,n > 1. 从 而 


1 De oo 1 大 一 1 
Cx = Zuwk 十 Cr + DD -3 er 
读者 容易 验证 


Uk = Uk(l + tl + Uk-L) 
以 及 
UkHL + UHL = Uk (UL 一 Wetl). 


故而 有 
Ck = uk + —WH)— 3 1+u + 


l=1 


1 
=w |3 + “+uk— ak- DD) (+tut.. +w] 


一 Mk (+w- 引 )， 


1 1N\? 1 二 1 
r= (Yeot¥e) + 3 nunt Du (i+ $e) os 
n= t=1 


1 1 2 De 1 oe 
= 人 cot 3?) 十 2 (1 + uk) coskO+3 2 (1 — cosk0) 


=Ti(z,0) + Ts(z,0). 


所 以 
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1 2 
定理 384 (tuumtw-w+..) = 二 + 1(u + 2ua + 3us + 5ustt 


6u6 十 7u7 十 9ug 十 …), 其 中 最 后 一 个 级 数 不 含 有 关于 U4,us, U12，,"…: 的 项 . 
在 定理 383 中 取 = jx, 则 有 


1 
T= - bp (—1D)™ uam (1 + uam), 


m=1 


] = 
n=-3> (2m — 1)uzm-_1+2 bp (2m — 1)uam_2. 


m=1 
现在 根据 定理 382 有 
五 = 天- 于 @m-Dwn- 
所 以 村 
T+ = 天 +5(w + 2u2 + 3us 十 5us5 十 …)， 

由 定理 312 和 定理 384 得 出 : 

定理 385 (1+ 2z+2z4+2z9 十 …) 一 1+8》 mum, 其 中 m 取 遍 所 有 不 
是 4 的 倍数 的 正 整数 值 . 


最 后 有 二 
m 
8 》 mum = 8 Tm =8》 和》)zmr = 8D on", 
7 一 1 n=1 
其 中 
= 3 m 
mln,4tm 


是 的 不 是 4 的 倍数 的 因子 之 和 . 

显然 , 对 所 有 n > 0 都 有 cn > 0, 从 而 有 ra(n) > 0. 这 就 给 我 们 提供 了 定理 
369 的 另外 一 个 证 明 . 而 且 我 们 还 证 明了 : 

定理 386 。” 正 整数 nn 表示 成 四 个 平方 和 的 表 法 个 数 (仅仅 是 数 的 次 序 或 者 符 
号 不 同 的 表示 都 被 视 为 是 不 同 的 表 法 ) 等 于 n 的 不 是 4 的 倍数 的 因子 之 和 的 8 倍 ， 
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对 于 将 n 表示 成 6 个 或 者 8 个 平方 数 之 和 也 有 类 似 的 公式 . 例如 
n) =165 ,x(d)d? -4D ,x(d)d, 
din din 
其 中 dd = nn, 而 x(d)( 如 在 16.9 节 中 一 样 ) 取 值 为 1, -1 或 者 0, 这 要 根据 d 是 
多 十 1, 4k 一 1 还 是 2k 而 定 . 又 有 
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ra(n) = 16(-1)" 》 (一 1D)aa2. 


din 
这 些 公 式 算术 等 价 于 恒等式 
(1+2z+2z4+...)° 
127 22z2 号 32z3 12% 3222 52z5 
1I+22” 1I+z 1+25 了 


=1+16( 


UR 4 13z 23z2 33z3 
(LT2z 十 2o4 十 ……) =1+16 (让 + 半 和 + 计生 +…) 

这 些 恒等式 也 可 以 用 初等 方法 来 证 明 , 但 是 它们 的 本 质 在 于 椭圆 模 函 数 的 理论 . 根 
据 定 理 369, re(n) 和 rs(n) 对 所 有 n 皆 为 正 数 是 显然 的 . 

rs(n) 的 公式 (其 中 s = 10, 12,…) 涉及 更 为 艰深 的 算术 函数 ,例如 rio(n) 就 
涉及 的 复 因子 的 寡 和 . 

正如 从 20.10 节 可 以 想象 到 的 那样 , 对 应 地 将 n 表示 成 奇数 个 平方 数 之 和 的 问 
题 更 加 困难 . 当 s 为 3, 5 或 者 7 时 , 这 样 的 表 法 个 数 可 以 表示 成 涉及 Legendre 和 
Jacobi 符号 并) 的 一 个 有 限 的 和 . 
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20.1 节 . Waring 在 Meditationes algebraicae (1770), 204-205 中 给 出 了 他 的 结论 , 而 在 同 
一 年 稍 后 时 Lagrange 证 明了 g(2) = 4. 关于 四 平方 定理 的 历史 , 在 Dickson, History, ii, 第 8 
章 中 有 详尽 的 说 明 . 

Hilbert 有 关 g(k) 对 每 个 上 的 存在 性 的 证 明 发 表 在 Gottinger Nachrichten (1909), 17-36 
以 及 Math，Anmalen, 67 (1909), 281-305. 以 前 的 研究 工作 者 证 明了 它 对 大 = 3,4,5,6,7,8 以 
及 10 的 存在 性 , 但 仅 对 大 = 3 确定 了 9g(k) 的 值 . 对 所 有 的 上, g(k) 的 值 现在 都 已 经 知道 .而 
G(k) 仅 对 大 = 2 和 大 = 4 是 已 知 的 . g(k) 的 确定 依赖 于 先前 对 G(k) 的 上 界 的 确定 . 

也 见 Dickson, History, ii, 第 25 章 以 及 我 们 关于 第 21 章 的 附注 . 

Lord Saltoun 引起 了 我 们 对 于 20.1 节 的 一 个 错误 的 注意 . 

20.3 节 . 这 个 证 明 属于 Hermite, Journal de math. (1) 13 (1848), 15( (Buvres, i 264). 

20.4 节 . 第 四 个 证 明 属于 Grace, .Journal London Math. Soc 2 (1927), 3-8. Grace 还 对 
定理 369 给 出 了 一 个 证 明 , 这 个 证 明基 于 四 维 格 的 简单 性 质 . 

20.5 节 . Bachet 在 1621 年 发 表 了 定理 369, 虽然 他 没有 说 已 经 证 明了 它 . 这 一 节 里 给 出 
的 证 明基 本 上 是 Euler 的 证 明 . 

20.6 节 至 20.9 节 . 这 几 节 的 内 容 都 是 以 Hurwitz, Vorlesungen iiber die Zahlenteorie der 
Quaternionen (Berlin, 1919) 为 基础 的 . Hurwitz 极为 详尽 地 发 展 了 这 个 理论 ,并 用 它 得 到 了 
20.12 节 中 的 公式 . 我 们 在 这 个 方向 讲 得 更 深 , 这 对 于 定理 370 的 证 明 来 说 是 必要 的 ; 例如 , 我 
们 没有 对 分 解 的 唯一 性 证 明 任 何 一 般 性 的 定理 . 在 Dickson, Algebren und ihre Zahlentheorie 
(Ziirich, 1927) 的 第 9 章 中 有 关于 Hurwitz 的 理论 以 及 它 的 推广 的 另外 一 个 说 明 . 
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Lipschitz ( Untersuchungen iiber die Summen von Quadrat, Bonn, 1886) 是 发 展 并 发 表 
了 一 种 四 元 数 算术 的 第 一 人 , 尽管 四 元 数 的 发 现 者 Hamilton 在 他 写 于 1856 年 的 一 封 未 曾 发 
表 的 信 中 [ 见 The Mathematical papers of Sir. Wm. R. Hamilton (Halberstam 和 Ingram 主 
编 ), xviii 以 及 附录 4 给 出 了 同样 的 方法 . Lipschitz ( 像 Hamilton 一 样 ) 用 最 明显 的 方式 , 也 
就 是 用 整数 坐标 定义 了 整 四 元 数 , 但 是 他 的 理论 要 比 Hurwitz 的 理论 复杂 得 多 . 后 来 , Dickson 
[Proc. London Math，Soc.(2) 20 (1922), 225-232] 用 Lipschitz 的 定义 作为 基础 , 成 功 建立 
起 另外 一 套 简 单 得 多 的 理论 . 在 我 们 的 书 的 第 1 版 里 就 是 按照 这 个 理论 来 讲述 的 , 但 是 它 不 如 
Hurwitz 的 理论 那样 令 人 满意 : 例如 , 在 Dickson 的 理论 中 , 任何 两 个 整 四 元 数 都 有 最 高 右 公 
因子 这 一 结论 并 不 为 真 . 

20.10 节 ， 我 们 没有 加 以 证 明 的 “三 平方 定理 ”属于 Legendre, Essai sur la théorie des 
nombres (1798), 202，398-399 以 及 Gauss, D.A., 第 291 章 . Gauss 还 确定 了 表 法 个 数 . 见 
Landau，Vorlesungen, i. 114-125. 在 Uspensky 和 Heaslet, 465-474 中 有 一 个 证 明 , 它 依赖 于 
Liouville 的 方法 (参见 下 面 20.13 节 的 注释 ), 还 有 另 一 个 属于 Ankeny (Proc. Amer，Math. 
5oc. 8 (1957), 316-319) 的 证 明 , 这 个 证 明 只 依赖 于 Minkowski 的 定理 (我 们 的 定理 447) 和 
Dirichlet 的 定理 (我 们 的 定理 15). 

20.11 节 至 20.12 节 . Ramanujan，Collected papers, 138 及 其 后 续 内 容 . 

20.13 节 ，6 个 平方 和 8 个 平方 的 结果 属于 Jacobi, 且 隐 含 在 Fundamenta nova, 第 40 
章 至 第 42 章 的 公式 之 中 ， 它 们 也 明显 地 陈述 在 Smith 的 Report on the theory of numbers 
(Collected papers, i 306-307) 之 中 . Liouville 在 Journal de math. (2) 9 (1864), 296-298 以 及 
11 (1866), 1-8 中 给 出 了 关于 12 和 10 个 平方 的 公式 . Glaisher, Proc, London Math. Soc. (2) 
5 (1907), 479-490 对 直到 2s = 18 给 出 了 关于 r2,(n) 的 公式 的 系统 的 表 , 这 项 工作 是 基于 以 
前 在 Quarterly Journal of Math., 第 36-39 卷 上 发 表 的 工作 . 关于 14 和 18 个 平方 和 的 公式 
包含 了 仅 作为 某 种 模 函 数 的 系数 定义 的 函数 , 而 不 是 用 算术 方法 加 以 定义 的 函数 . Ramanujan 
(Collected papers, no， 18) 继续 将 Glaisher 的 表 扩 充 到 了 2s = 24. 

1914 年 Boulyguine 发 现 了 关于 r2,(n) 的 一 般 性 的 公式 , 这 些 公式 中 出 现 的 每 一 个 函数 
都 有 一 个 算术 定义 . 例如 ras(n) 的 公式 中 就 包含 函数 9(z1,z2,… ,zl), 其 中 9 是 一 个 多 
项 式 , t 取 值 为 2s - 8, 2s - 16,.… 中 之 一 , 而 求 和 取 遍 满足 z? 十 2 十 … 十 7? =n 的 所 有 的 
解 . 在 Dickson，History, ii. 317 中 有 关于 Boulyguine 的 工作 成 果 的 参考 资料 . 

Uspensky 发 展 了 一 些 初等 方法 , 这 些 方法 似乎 被 Liouville 在 用 俄 文 发 表 的 一 系列 论文 
中 使 用 过 : 参考 文献 可 以 在 后 来 发 表 在 Trans. Amer. Math. Soc，30 (1928), 385-404 上 
的 一 篇 论文 中 找到 ， 他 将 其 分 析 方 法 一 直 用 到 2s = 12, 并 且 陈述 道 ,他 的 方法 使 他 能 证 明 
Boulyguine 的 一 般 公式 . 

一 个 更 加 分 析 化 的 方法 ( 它 也 能 用 于 表 为 奇数 个 平方 和 的 问题 ) 是 由 Hardy, Mordell 以 
及 Ramanujan 发 展 起 来 的 . 见 Hardy, Trans. Amer. Math. Soc，21 (1920), 255-284 以 
及 Ramanujan 的 书 的 第 9 章 ; Mordell, Quarterly Journal of Math. 48 (1920), 93-104 以 及 
Trans. Camb. Phil. Soc. 22 (1923), 361-372; Estermann, Acta arithmetica, 2 (1936), 47-79 
以 及 nos. 18 和 Ramanujan, Collected papers 的 21. 

我 们 在 6.5 节 中 定义 了 Legendre 符号 ，Jacobi 的 广义 符号 是 在 更 为 系统 的 专著 (例如 
Landau，Vorlesungen, i. 47 中 ) 定义 的 . 

正 整数 表示 成 平方 和 的 表 法 个 数 的 自 成 一 体 的 公式 现在 可 以 用 模 形式 理论 予以 解释 ( 例 
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如 , 见 H. Iwaniec，Topics in classical automorphic forms, Amer. Math.、 Soc., 1997 第 11 
章 ). 的 确 ， 我 们 可 以 用 这 样 的 方法 在 完全 一 般 的 意义 下 研究 正定 二 次 型 
@ (zw.… ,Zn) = 》 aizizj (aij = oji 且 均 为 整数 ) 
ia 
这 种 二 次 型 的 一 个 精致 的 结果 被 Conway 与 Schneeberger 所 证 明 (尚未 发 表 ). 它 说 的 
是 : 如 果 Q@ 表示 出 不 超过 15(15 包含 在 内 ) 的 每 个 正 整数 , 那么 它 就 表示 出 所 有 的 正 整数 . 数 
15 不 能 再 减 小 , 这 是 因为 , 事实 上 zi + 2z3 + 5z3 + 5z3 就 表示 除 15 以 外 的 所 有 正 整数 , 这 
个 结论 的 一 个 更 加 难 的 表述 形式 由 Bhargava 得 到 (Quadratic forms and their applications 
(Dublin, 1999), 27-37, Contemp. Math., 272, Amer. Math. Soc., Providence, RI, 2000), 它 
针对 的 是 二 次 型 
Q(z yzn) = 二、 了》 aijziz; (ai 是 整数 ) 


1<isj<nm 


在 此 情形 , 如 果 直 到 290 的 每 个 整数 都 可 以 用 它 表 示 , 那么 所 有 整数 就 都 可 以 用 它 表 示 . 
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21.1 次 圳 


20.1 节 将 Waring 问题 定义 成 确定 g(k) 和 G(k) 的 问题 , 并 对 k= 2 的 情形 给 
出 了 完整 的 解答 . 一 般 的 问题 要 困难 得 多 . 即便 是 证 明 g(k) 和 G(k) 的 存在 性 也 需 
要 相当 精细 的 分 析 . 除了 上 等 于 2 和 4 以 外 , G(k) 的 值 还 不 知道 . 本 章 末尾 对 于 这 
些 问 题 现在 的 情况 给 出 一 个 综述 , 不 过 我 们 仅仅 来 证 明 几 个 特殊 的 定理 , 而 这 些 定 
理 通常 并 不 是 已 知 最 好 的 结果 . 

容易 证 明 g(4) 的 存在 性 . 


定理 387 g(4) 存在 , 且 不 超过 50. 
其 证 明 依 赖 于 定理 369 和 恒等式 


6(@+h+o+td) =(a+0) +(a—b) +(ct+d)’ +(c— dad) 
+(a+o)s+(a—e) +(b+d) +(0—d)s (21.1.1) 
+(at+d)t+(a—d)s+(b+ce) +(b— coe). 


用 B。 来 记 一 个 至 多 是 s 个 四 方 数 之 和 的 数 . 那么 (21.1.1) 表明 
6 (a +b2 + + dad) = B12, 
于 是 , 根据 定理 369 知 , 对 每 个 z 都 有 
6z2 = Bi2. (21.1.2) 
现在 任何 正 整数 n 都 有 形式 n= 6N +7, 其 中 和 N >0, 而 7 是 0,1,2,3,4 或 
者 5 中 之 一 . 于 是 (再 次 利用 定理 369)n = 6(z? 十 3 十 23 十 73) 十 7, 故而 由 (21.1.2) 
得 到 
n=Bist+Bizt+Biz+Biz+r= Bss+r7= Bss 
(因为 > 可 以 用 至 多 5 个 1 来 表示 ). 于 是 9(4) 存在 且 至 多 为 53. 
容易 对 此 结果 作 少许 的 改进 .任何 一 个 数 n > 81 都 可 以 表示 成 n= 6N + 
的 形式 , 其 中 N > 0, 且 t = 0,1,2,81,16 或 者 17, 这 要 根据 n 三 0,1,2,3,4 或 者 
5(mod 6) 来 确定 的 . 但 是 
1=14, 2=14+14, 81=34, 16=24, 17=24+14. 
故而 t= Bo, 且 有 n= Bss + Bz = Bso, 所 以 任何 n > 81 都 是 Bso. 
另 一 方面 , 容易 验证 : 如 果 1 < n < 80, 则 有 n = Bie， 事实 上 只 有 79 = 
4 x 24 十 15 x 14 需要 19 个 四 方 数 . 
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21.2 ”三 次 宫 : G(3) 和 9(3) 的 存在 性 


g(3) 的 存在 性 的 证 明 要 更 加 复杂 (这 是 很 自然 的 , 因为 立方 数 可 以 是 负 的 ). 首 


先 证 明 : 
定理 388 G(3) < 13. 


用 Cs 来 记 一 个 可 以 表 成 s 个 非 负 立 方 数 之 和 的 数 . 
假设 z 取 遍 同 余 于 1 (mod 6) 的 数 7, 13, 19,…, 并 设 I 是 区 间 
gz) =1129 + (23+1)3+125z3 < n < 14z2° = wy(2). 


显然 , 对 于 大 的 z 有 %(z + 6) < w(z), 所 以 诸 区 间 I 最 终 是 相互 重 且 的, 而 且 每 个 
大 的 n 都 落 在 某 个 I 中 . 这 样 一 来 , 只 要 证 明 I 中 的 每 一 个 n 都 是 13 个 非 负 立 


方 数 之 和 就 够 了 . 
我 们 来 证 明 I, 中 的 任何 n 都 可 以 表示 成 
n= N+8z+6mz3 
的 形式 , 其 中 
N=Cs, 0<me<z26. 
那样 就 会 有 
m= 二 3 十 23 十 3 十 23， 
其 中 0< zi < z3, 所 以 
n=NN 十 8z9 十 6z3(73 十 72 十 23 十 23) 
4 
=N+ 和 {( + Zi) + (23— 2)} 
i=1 
=C05+ Cs = C13. 
剩 下 要 证 明 (21.2.1). 定义 ms 以 及 NN 为 
n=6r (mod 23) (1 <r< 2 
n=s+4 (mod 6) (0 < s < 5), 
N=(r+1)3+(r—1)3+2(23—7)3 十 (sz)3. 
这 样 就 有 N = Cs, 且 
0<N< (za 二 1)3 十 3z9 二 125z3 = 9(z) — 829 <n— 82°, 
所 以 
8z9 <n—N < 14z9. 
现在 有 


N=(r +1)3+(r—1)3— 2r3= 6r=n=n— 8z° (mod z3). 


又 对 每 个 z 有 x3 三 7 (mod 6), 故 有 


(21.2.1) 


(21.2.2) 


(21.2.3) 


322 第 21 章 用 立方 数 以 及 更 高 次 团 表 示 数 


N=r+1+7r—1+2(23—7)+sz=2z3+sz 
三 (2+s)z 三 2+ s 三 一 2 
=n ~— 8=n — 8z3 (mod6). 
从 而 n 一 入 -8z? 是 6z3 的 一 个 倍数 . 这 就 证 明了 (21.2.1), 再 由 (21.2.3) 就 得 出 
(21.2.2) 中 的 不 等 式 . 
g(3) 的 存在 性 是 定理 388 的 一 个 推论 . 但 是 指出 下 面 这 一 点 是 很 有 趣 的 : 该 定 
理 中 对 G(3) 所 说 的 界 也 是 g(3) 的 一 个 界 . 


中 站 


21.3 9(3) 的 界 


首先 必须 来 证 明定 理 388 的 一 个 加 强 形式 , 它 给 出 一 个 确定 的 界限 , 所 有 超出 
这 个 界限 的 数 都 是 Cia. 
定理 389 如果 n>10”5, 那么 n= C13. 
先 来 证 明 , 如 果 z > 373, 那么 p(z + 6) < yw(z), 或 者 说 是 
11t9 + (#3 +1)3+125t3 < 14(t 一 6)9， 
也 即 对 +> 379 有 
14 (1-1) > 12+ 囊 十 2 十 疝 . (21.3.1) 


现在 ,对 0<5<1 有 (1-6)m>1-ms. 从 而 对 :>6 有 


所 以 , 如 果 
uw(1- 半 ) >12+ 训 + 如 + 让 
或 者 说 , 如 果 有 2 
2(t 一 7x54)> 厂 + 机 十 丙 ， 

那么 (21.3.1) 就 满足 . 而 这 对 +> 7 x 54 十 1 = 379 显然 是 成 立 的 . 

由 此 推出 , 诸 区 间 I 从 z = 373 开始 往 后 都 是 重 登 的 , 而 且 如 果 n > 14(373)? 
( 它 小 于 1025), 那么 n 就 一 定 落 在 一 个 I 之 中 . 

现在 必须 来 考虑 小 于 1025 的 数 的 表示 问题 . 根据 表 已 知 , 所 有 直到 40 000 的 
数 都 是 Ce, 而 且 在 这 些 数 之 中 , 只 有 23 和 239 需要 用 多 到 9 个 立方 数 . 从 而 

n=Ce (1 <ng239), n= Cs (240<n< 40000). 
其 次 , 如 果 NN >1, 且 m= [N3], 就 有 
N 一 ma=(Ni)a 一 ma<3NS(N 一 m)<3NS 

现在 假设 240 < n < 1025, 并 令 n= 240+ N, 0< N < 1025. 那么 
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N=m3+N, m= [v3 0< Ni <3N4, 


0< Na < 3NE, 


N=m+Ns, m= [Ni], oO<Ns< Nb. 


于 是 
n=240+N=240+Ns+m?+my + m+ my + ma. (21.3.2) 
这 里 
0<Ns < 3Na <3 (nd) 过 党 
<3x 333(3) 3(3) 3(3)° vy(#)” 
NV 1025\ (3)” 
=27 ( 坟 ) < 27 (各 ) < 35 000. 
其 中 


240 < 240 + Ns < 35 240 < 40 000, 
所 以 240 + Ns 是 C8. 由 此 根据 (21.3.2) 知 , n 是 C13, 从 而 所 有 正 整数 都 是 13 个 
立方 数 之 和 . 


定理 390 g(3) < 13. 


g(3) 真正 的 值 是 9, 但 是 它 的 证 明 需 要 用 到 关于 用 三 个 平方 和 来 表示 数 的 Leg- 
endre 定理 (20.10 节 ). 我 们 还 没有 证 明 这 个 定理 , 因而 不 得 不 用 定理 369 来 替代 
它 , 这 也 正 是 我 们 的 结果 不 完美 的 原因 所 在 . 


21.4 更 高 次 串 


在 21.1 节 中 , 利用 恒等式 (21.1.1) 由 g(2) 的 存在 性 推导 出 了 g(4) 的 存在 性 . 
还 有 一 些 类 似 的 恒等式 , 使 我 们 能 从 g(3) 和 g(4) 的 存在 性 推导 出 g(6) 和 9(8) 的 
存在 性 . 例如 
60(a2 +b+otd) = 》 (ae+b 士 oa+2》 (at) +36D as。 (21.4.1) 
它 的 右边 有 
16+2x12+36x4=184 
个 六 次 寡 . 现在 任何 一 个 n 都 有 60N +r(0 < rs 59) 的 形式 , 且 
9(3) 9(3) 
60N =605 X$ =60 (a?f + + +d)’, 
i=1 i=1 
根据 (21.4.1), 它 是 184g(3) 个 六 次 宕 .因此 是 184g(3) +r < 184g(3) 十 59 个 六 次 
知之 和 , 所 以 根据 定理 390 就 有 : 
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定理 391 g(6) < 184g(3)+59<2451. 
再 次 , 恒等式 
5 040 (ao2 十 刀 十 cz 十 到 ) 
=6》 (2o) +60》 (a+b)s +d (2o 士 1 士 o8+6》 (oa 士 b 士 c 土 d)8 
的 右边 有 6 x 4+60 x 12+48+6x8= 840 个 八 次 宕 .于 是 和 上 面相 同 可 得 , 任何 数 


5 040N 都 是 840g(4) 个 八 次 寡 . 而 直到 5 039 的 数 都 是 至 多 273 个 1 和 2 的 八 次 
宕 .” 这 样 一 来 , 根据 定理 387 有 : 


定理 392 g(8) < 840g(4) + 273 < 42 273. 


从 数值 上 来 讲 , 定理 391 和 定理 392 的 结果 是 很 差 的 . 这 些 定理 仅仅 作为 存在 
性 定理 才 有 真正 的 意义 . 已 知 g(6) = 73 以 及 g(8) = 279. 


21.5 g(k) 的 一 个 下 界 


对 大 = 3,4,6,8, 我 们 对 g(k) 找到 一 个 上 界 , 由 此 给 出 了 G(k) 的 一 个 上 界 , 不 
过 这 些 上 界 要 比 用 更 深 的 方法 所 给 出 的 界 要 大 得 多 . 还 有 寻求 下 界 的 问题 , 在 这 方 
面 初等 方法 要 相对 有 效 得 多 . 的 确 , 很 容易 证 明 所 有 现在 已 知 的 那些 结果 . 


大 
先 研究 gb) 我 们 记 9 = [@ | 数 n = 2kq 1<3* 只 能 用 1* 和 2k 来 表 
示 . 事实 上 有 n= (gq 一 1)2* 十 (2* 一 1)1*, 故而 n 恰好 要 求 g 一 1+2* 一 1 = 2* 二 q 一 2 
个 大 次 宕 . 从 而 有 : 
定理 393 g(k)>2*+g—2. 


特别 有 
9g(2) > 4, 9(3) > 9, g(4) > 19, g(5) > 37, … . 
现在 已 知 , 对 于 除了 4 和 5 以 外 的 直到 400 的 所 有 的 大 都 有 g(k) = 2*+g 一 2, 而 
且 很 可 能 这 对 所 有 的 皆 为 真 . 


21.6 ”G(k) 的 下 界 
现在 转 到 G(k), 首先 来 对 每 一 个 上 证 明 一 个 一 般 性 的 定理 . 


定理 394 对 k>2 有 G(k)>k+1. 


设 A(N) 是 能 表示 成 形式 
pe ps (21.6.1) 


@ 最 坏 的 数 是 4 863 = 18 x 28 十 255 x 13. 
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的 数 n < NN 的 个 数 , 其 中 ri > 0. 可 以 假设 r; 按照 递增 的 次 序 排列 , 故 有 


0<zi<z2 -<r NYE. (21.6.2) 
从 而 A(N) 不 超过 不 等 式 (21.6.2) 的 解数 , 这 个 解数 就 是 
| 


关于 z1 的 求 和 给 出 za + 1, 而 关于 zz 的 求 和 又 给 出 


(z2+1) = Ca+ Ds+2, 


关于 zs 的 求 和 给 出 
DD (za+1)(z3a+2) _ (za+ 1)(z4+2)(za+ 3) 
四 引 


如 此 下 去 . 所 以 对 很 大 的 N 有 
大 
B(N)= 直 I (ms*]+7)~ (21.6.3) 
i ! 
另 一 方面 , 如 果 G(k) < 大 那么 除了 有 限 多 个 n 以 外 , 所 有 的 n 均 可 表示 成 
(21.6.1) 的 形式 , 所 以 有 4(N) > N - C, 其 中 C 与 N 无 关 . 从 而 
N-C< AN) < BN)~N, 
然而 这 对 > 1 显然 是 不 可 能 的 . 由 此 推出 G(k) > 大 
定理 394 对 于 G(k) 给 出 了 已 知 最 好 的 统一 下 界 . 有 一 些 以 同 余 式 为 基础 的 论 
证 方法 , 这 些 方法 对 于 特殊 形式 的 上 给 出 等 价 的 、 或 者 更 好 的 结果 . 比方 说 
73 三 0,1 或 者 -1 (mod 9)， 
于 是 一 个 形 如 N = 9m 士 4 的 数 至 少 需要 用 4 个 立方 数 来 表示 . 这 就 证 明了 G(3) > 
4, 它 是 定理 394 的 一 个 特殊 情形 . 
再 有 
Zz4 三 0 或 者 1 (mod 16)， (21.6.4) 
因此 所 有 形 如 16m + 15 的 数 至 少 要 用 15 个 四 方 数 来 表示 . 由 此 推出 G(4) > 15. 
这 比 定理 394 给 出 的 结果 要 好 得 多 , 对 此 结果 我 们 还 能 稍微 做 一 点 改进 . 
由 (21.6.4) 推出 , 如 果 i6n 是 至 多 15 个 四 方 数 之 和 , 那么 这 些 四 方 数 中 的 每 
一 个 数 必定 都 是 16 的 倍数 . 从 而 


15 15 


16mn = > 内 一 > (2y2)’, 
i=1l 


i=1 


所 以 守 
n= Du. 
i=1 
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这 样 一 来 , 如 果 16n 是 至 多 15 个 四 方 数 之 和 , 那么 n 也 是 至 多 15 个 四 方 数 之 和 . 
但 是 31 不 能 表 为 至 多 15 个 四 方 数 之 和 , 从 而 对 任何 m, 形 如 16m x 31 的 数 也 一 
定 不 能 表 为 至 多 15 个 四 方 数 之 和 . 从 而 有 : 


定理 395 G(4) > 16. 
更 一 般 地 有 : 


定理 396 ”如 果 0 > 2, 则 有 
G(2°) > 26+2. 
对 9 =2 的 情形 已 经 进行 了 处 理 . 如 果 9 > 2, 那么 
k=2>0+2. 
于 是 , 如 果 z 是 偶数 , 则 有 
z2 =0 (mod 29+2)， 
而 如 果 z 是 奇数 , 则 有 
2 = (1 十 2m)2 =1+20+im+20+1(2 — 1)m? 
=1— 24+lm(m — 1)=1 (mod 29+2) . 
故而 
z2 三 0 或 者 1 (mod 29+?). (21.6.5) 
现在 设 n 是 任意 一 个 奇数 , 并 设 29+2n 是 至 多 29+? 一 1 个 上 次 窟 之 和 . 那么 根据 
(21.6.5), 这 些 军 中 的 每 一 个 必定 都 是 偶数 , 所 以 也 都 能 被 2* 整除 . 从 而 2*-07? |n， 
因此 n 是 偶数 . 这 是 一 对 矛盾 , 这 就 证 明了 定理 396. 
应 该 注意 到 , 在 9 = 2 的 情形 , 证 明 的 最 后 一 步 失 效 , 此 时 需要 一 种 特别 的 方 
法 . 
另外 还 有 三 个 定理 , 应 用 它们 可 以 得 到 比 定理 394 更 好 的 结果 . 
定理 397 如 果 p>2 且 90>0, 那 么 Gf{p?(p 一 1)} > pp+1. 


例如 , G(6) > 9. 

如 果 有 = p9(p-1), 那么 9+1 < 39 < k. 因此 , 如 果 plz, 就 有 zk 二 0 (mod p9+1). 
另 一 方面 , 如 果 p /zx, 根据 定理 72 有 zx* 二 Zz?"(p-1)=1 (mod p9+1)， 于 是 , 如 果 
p9+in( 其 中 pH n) 是 至 多 p9+1 - 1 个 次 寡 的 和 , 那么 这 些 赛 中 的 每 一 个 都 必 
定 能 被 pe+l 整除 , 故而 也 能 被 p* 整除 . 从 而 p* |p?+in, 而 这 是 不 可 能 的 , 故 有 
G(k) > pet1. 


定理 398 如 果 p>2 且 0>0 那么 G{ jp 于 > 一 


例如 , G(10) > 12. 
显然 , 除了 p = 3,9 = 0,k = 1 的 平凡 情形 之 外 , 我 们 都 有 
= 了 ep 一 1) > 9 > 9 十 工 
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于 是 , 如 果 plz, 则 有 z* 三 0 (mod zs+1). 另 一 方面 , 如 果 p 4/ z, 那么 根据 定理 72 
有 

Zk = 2P (pl)=1 (mod pe+1). 
从 而 pe+l|(z2 一 1), 这 也 就 是 p9+1 |(z* 一 1) (z* 十 1) . 由 于 p > 2,p 不 可 能 同 
时 整除 zx -1 和 z* + 1 这 两 者 , 故而 z* -1 和 zk +1 这 两 者 中 有 一 个 能 被 
pp+1 整除 . 由 此 推出 , 对 每 个 zx 有 zx* 二 0,1 或 者 -1 (mod p9+1). 这 样 一 来 , 形 如 


Prtim 士 (29+! 一 1) 的 数 至 少 需要 二 per - 1) 个 人 次 守 

定理 399 如 果 0>2,? 那 么 G(3 x 29) > 29+2. 

由 于 G(3 x 29) > G (29) > 29+2, 故而 这 个 结论 是 定理 396 的 一 个 平凡 的 推论 . 

可 以 将 这 一 节 里 的 结果 总 结 在 下 面 的 定理 中 . 

定理 400 ”G(k) 有 如 下 的 下 界 : 

(i) 2912, 如 果 大 形 如 29 或 者 3x29, 且 9>2; 

i) p911, 如 果 pP>2 且 k=p?(p 一 1); 

(ii) 于 pet 一 1 如果 刀 > 2 且 k= D7(p 一 1); 

(iv) 上 十 1, 在 任何 情形 下 . 

这 些 是 G(k) 的 已 知 最 好 的 下 界 . 容易 验证 , 这 些 下 界 中 没有 一 个 超过 4k, 所 
以 对 于 大 的 k, G(k) 的 下 界 要 比 定理 393 给 出 的 g(k) 的 下 界 要 小 得 多 , 正如 我 们 
在 20.1 节 中 注意 到 的 , 由 于 在 表示 某 种 相对 较 小 的 数 时 所 遇 到 的 困难 , g(k) 的 值 被 


增 大 了 . 
应 该 注意 , k 可 以 是 定理 400 中 所 提 到 的 某 些 特殊 形式 的 数 中 的 某 几 种 . 例如 


=3(3-1)=7-1= jd3- 1， 
所 以 6 可 以 用 两 种 方法 表示 成 形式 (ij), 可 以 用 一 种 方式 表示 成 形式 (ii). 定理 给 
出 的 下 界 是 


8 二 9 人 三 六 303- 1)=6, 6+1=7. 
其 中 的 第 一 个 给 出 了 最 强 的 (下界 ) 结果 . 


21.7” 受 符号 影响 的 和 : 数 v(k) 


这 里 很 自然 的 是 来 考虑 整数 n 用 集合 
0, 1 2 ,—1*, —2%, —3%, +. (21.7.1) 
中 的 s 个 元 素 之 和 来 表示 , 或 者 用 s 个 形 如 


加 该 定理 对 9 二 0 和 0 二 1 为 真 , 不 过 那些 情形 已 包含 在 定理 394 和 定理 397 之 中 
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员 二 土著 土著 土 … (21.7.2) 
的 数 之 和 来 表示 的 问题 . 用 v(k) i n ne 5 的 最 
小 值 . 

这 个 问题 在 大 多 数 方面 都 比 Waring 问题 要 容易 处 理 , 但 是 它 的 解答 在 某 一 个 
方面 仍然 是 不 完全 的 . g(k) 的 值 对 许多 都 是 已 知 的 , 然而 v(k) 的 值 除了 2 以 外 ， 
对 其 他 的 值 仍 未 求 得 . 这 里 主要 的 困难 在 于 确定 v(k) 的 一 个 下 界 . [在 与 v(k) 有 
关 的 问题 中 ] 没有 与 定理 393, 甚至 也 没有 与 定理 394 有 效 对 应 的 结果 . 

定理 401 wv(k) 对 每 个 大 都 存在 . 

显然 , 如 果 g(k) 存在 , 那么 v(k) 存在 且 不 超过 g(k). 但 v(k) 的 存在 性 的 直接 
证 明 要 比 g(k) 的 存在 性 的 证 明 要 容易 得 多 . 

我 们 需要 一 个 引 理 . 


k—1 
定理 402 el 由 ) e+ 二 klz 十 d, 其 中 d 是 与 4 无 关 


r=0 
的 一 个 整数 . 


熟悉 有 限 差分 基础 知识 的 读者 立即 就 能 看 出 , 这 就 是 zk 的 一 1 次 差分 的 一 
个 熟知 的 性 质 . 显然 , 如 果 Qk(z) = Akz* 十 … 是 一 个 次 多 项 式 , 那么 


AQk(z)=Qk(z+1l) 一 Qh(z) = K4kzk-1 十 … 
As2Qk(z)= KE 一 1)4kzk-2 十:…， 


Ak-IQk(z)= klAkT + d, 
其 中 d 与 z 无 关 . 该 引 理 是 Qk(z) = zk 的 情形 . 事实 上 d = BC 一 1)(k!), 不 过 我 


们 用 不 到 这 个 结果 
由 引 理 立 即 推出 , 任何 形 如 itz + d 的 数 可 以 表示 成 集合 (21.7.1) 中 


a 
2 
个 数 的 和 , 而 对 任何 n 和 适当 的 1 以 及 z 有 
n-d=kz+l, 3(k) <1< 3 


于 是 n= (ktz+d 四 +Db 且 呈 是 集合 (21.7.1) 中 2k-1 十 LS 24-1 十 3 个 数 的 和 . 
这 样 就 证 明了 比 定理 401 还 多 的 东西 , 也 即 证 明了 
定理 403 vw(k) < 2k-1 十 3 
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21.8 wv(k) 的 上 界 


一 般 来 说 , 定理 403 中 的 上 界 太 大 . 

如 同 我 们 在 21.7 节 中 所 注意 到 的 , 显然 有 v(k) < g(k). 如果 有 关于 G(k) 的 
一 个 上 界 , 就 能 求 出 v(k) 的 一 个 上 界 . 从 某 个 N(k) 开始 往 后 的 任何 一 个 数 都 是 
G(k) 个 正 的 次 知之 和 , 而 对 某 个 y 有 


n+w > N(k), 
所 以 有 
Gk) 
n= > zk 
以 及 
v(k) < G(k) +1. (21.8.1) 


除了 一 些 较 小 的 k, 对 于 所 有 其 他 的 k, 这 个 结果 是 比 g(k) 要 好 得 多 的 界 . 

定理 403 的 界 也 可 以 用 更 加 初等 的 方法 来 给 出 实质 性 的 改进 .这 里 只 考虑 
的 一 些 特殊 值 , 对 于 这 些 特殊 值 , 这 样 的 初等 方法 能 给 出 比 (21.8.1) 更 好 的 界 . 

(1) 平方 数 . 定理 403 给 出 v(2) < 3, 这 个 结果 也 可 由 恒等式 

2z+1= (z+1)2 一 z2 
和 
2z=z2 一 (z 一 1)2 十 12 
推出 . 
另 一 方面 , 6 不 能 用 两 个 平方 数 表示 , 这 是 因为 它 不 是 两 个 平方 数 之 和 , 而 且 
T=(7-Y (r+Y) 

要 么 是 奇数 , 要 么 是 4 的 一 个 倍数 . 

定理 404 uv(2) = 3. 

(2) 立方 数 . 由 于 对 任何 n 都 有 

n3—n=(n- 1n(n+1)=0 (mod 6), 
故而 对 任何 n 和 某 个 整数 z, 我 们 有 
n=n3—6r=n3— (z+1)3—(z—1)+27. 

所 以 v(3) < 5. 

另 一 方面 , y3 二 0,1 或 者 -1 (mod 9), 从 而 数 9m 士 4 至 少 要 求 4 个 立方 数 . 因 
此 v(3) > 4. 

定理 405 wv(3) 是 4 或 者 5. 


现在 还 不 知道 究竟 4 还 是 5 是 v(3) 的 准确 值 . 恒等式 
6z= (z+1)3+(z 一 1)3 一 2z3 
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表明 , 6 的 每 个 倍数 都 可 以 用 4 个 立方 数 来 表示 . Richmond 和 Mordell 给 出 了 许多 
适用 于 其 他 算术 级 数 的 类 似 恒等式 . 例如 恒等式 
6z+3=z3 一 (z 一 43+(2z 一 5)3 一 (2z 一 人 3 
表明 , 3 的 任何 奇 倍数 可 以 用 4 个 立方 数 来 表示 . 
(3) 四 方 数 . 根据 定理 402, 有 
(z 十 3)4 一 3(z 十 2)4 二 3(z+1 一 2 一 247 十 中 (21.8.2) 
(其 中 d = 36). 04,14,34,24 (mod 24) 的 剩余 分 别 是 0, 1, 9, 16, 而 且 我 们 容易 验证 ， 
每 个 剩余 (mod 24) 都 是 0, 士 1, 士 9, 士 16 中 至 多 4 个 数 的 和 . 把 这 表述 成 : 0, 1, 9， 
16 是 模 24 的 四 次 寡 剩 余 , 且 模 24 的 任何 剩余 都 可 以 用 这 四 个 寡 剩 余 中 的 4 个 数 
来 表示 . 现在 可 以 将 任何 n 表示 成 形式 = 24z +d+r, 其 中 0 和 r < 24. 此 时 
(21.8.2) 表明 , 任何 n 可 以 用 8+4=12 个 形 如 士 % 的 数 来 表示 . 所 以 v(4) < 12. 另 
一 方面 , 模 16 的 仅 有 的 四 次 赛 剩 余 是 0 和 1, 所 以 一 个 形 如 16m + 8 的 数 不 可 能 
用 8 个 形 如 二 yt 的 数 来 表示 , 除非 这 些 数 全 是 奇数 , 且 有 相同 的 符号 . 由 于 存在 这 
种 形式 的 数 (例如 24), 它 不 是 8 个 四 方 数 之 和 , 由 此 推出 v(4) > 9. 
定理 406 9 < wv(4) < 12. 
(4) 五 方 数 . 此 时 , 定理 402 不 能 导出 最 好 的 结果 , 代 之 用 恒等式 
(z+3)5 —2(z+2)5+z5+(r—1)s —2(r— 3)s+(r— 4)s=720r— 360. (21.8.3) 
稍 许 作 一 点 计算 就 能 证 明 , 模 720 的 每 个 剩余 都 可 以 用 两 个 五 次 宕 剩余 来 表示 . 从 
而 wv(5)< 8+2=10. 
模 11 仅 有 的 五 次 赛 剩 余 是 0, 1 以 及 -1, 故而 形 如 11m 土 5 的 数 至 少 需 要 5 
个 五 次 赛 . 


定理 407 5<v(5) < 10. 


21.9 Prouhet-Tarry 问题 : 数 P(k, 7) 


另外 有 一 个 令 人 感 兴趣 的 问题 , 它 和 21.8 节 中 的 问题 有 某 种 联系 (尽管 此 处 不 
对 这 种 联系 展开 讨论 ). 

假设 诸 数 a 和。b 都 是 整数 , 且 

Sh 二 Sh(a) = 二 叶 十 叶 十 … 十 at = 二 Da 
再 考虑 个 方程 的 方程 组 
Si(@) = Sn(b) (1<h<h). (21.9.1) 

显然 , 当 诸 数 b 是 诸 数 a 的 一 个 排列 时 , 这 些 方程 是 满足 的 , 称 这 样 的 解 为 平凡 的 
解 


| 容易 证 明 , 当 s < k 时 没有 其 他 的 解 . 这 只 要 考虑 s = 的 情形 就 够 了 . 此 时 
bi 十 bz 十 … 十 bk B33 十 … 十 婚 ，… ,了 十 … 十 也 
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与 作为 诸 数 a 的 同样 的 函数 有 同样 的 值 , 于 是 ?初等 对 称 函 数 
bis 已 ，b 
与 作为 诸 数 a 的 同样 函数 也 有 同样 的 值 . 从 而 诸 数 a 与 诸 数 b 都 是 同一 个 代数 方 
程 的 根 , 故而 诸 数 b 是 诸 数 a 的 一 个 排列 . 
当 s > 时, 可 能 有 非 平凡 的 解 , 用 P(k,2) 来 记 使 得 它 有 非 平凡 解 的 s 的 最 
小 值 . 首先 (由 于 当 s < k 时 没有 非 平凡 的 解 ) 显然 有 
P(k,2) >k+1. (21.9.2) 
可 以 将 我 们 的 问题 作 一 点 推广 . 取 j > 2, 记 
Shu 二 ah 十 a 十 … 十 a 
并 来 考虑 k(j - 1) 个 方程 
Shi = Sh2=:*=Sh; (<h<h (21.9.3) 
组 成 的 集合 . (21.9.3) 的 一 个 非 平 凡 的 解 是 指 在 这 组 解 中 不 存在 这 样 的 两 个 集合 
aa(<i<sj 和 as(<is<st 关 区 它 们 之 间 仅 相差 一 个 排列 .用 P(k,j) 
来 记 使 得 它 有 非 平 凡 解 的 。 的 最 小 值 . 显然 , 对 j > 2, (21.9.3) 的 一 个 非 平 凡 的 解 
包含 了 (21.9.1) 对 于 同样 的 s 的 一 个 非 平 凡 解 . 因此 , 由 (21.9.2) 有 : 


定理 408 ”P(k,7J) > P(k,2) > k+1. 
在 其 他 的 方向 上 , 我 们 要 证 明 : 
定理 409 P(k,j) < Bk(K+D +L 


记 s = 了 k(k+1)+1, 并 假设 n> slstj. 考虑 所 有 由 满足 
lgar<n (1gr<s) 
的 整数 
QQ2，… ,as (21.9.4) 
组 成 的 集合 . 这 样 的 集合 有 ms 个 . 
由 于 1< ar <n, 故而 有 s < Sh(a) < sm. 所 以 至 多 有 
大 


I (sm 一 s+1) < skn#k(kt1) 一 skms 一 1 
h=1 
个 不 同 的 集合 
Si(a), S2(a), … ，Sk(a). (21.9.5) 
现在 有 slj . s*ns-! < ns, 所 以 在 诸 集 合 (21.9.4) 之 中 至 少 有 slj 个 有 同样 的 集合 
(21.9.5). 但 是 s 件 东西 (无 论 这 些 东 西 是 否 相同 ) 的 排列 的 个 数 至 多 为 s!, 从 而 至 
少 有 了 个 集合 (21.9.4) [它们 中 没有 任何 两 个 是 互 为 排列 的 ， 且 没有 任何 两 个 有 同样 


的 集合 (21.9.5)]. 这 就 对 s = 了 十 1) 十 1 给 方程 (21.9.3) 提供 了 一 个 非 平凡 解 . 


© 根据 方程 的 系数 与 它 的 根 的 宕 和 之 癌 的 Newton 公式 . 
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21.10 ”对 特殊 的 kk 和 7, P(k,7) 的 估计 
我 们 来 证 明 : 
定理 410 ”对 大 = 2,3,5 以 及 所 有 的 j, 都 有 P(k,j) = 大 十 1. 


根据 定理 408, 只 需要 证 明 P(k,j) < 上 +1l, 为 此 只 要 对 任意 给 定 的 ; 构造 出 
(21.9.3) 的 实际 的 解 就 行 了 . 
根据 定理 337, 对 任意 固定 的 j, 存在 一 个 n 使 得 
n=d+d=G+G=.…=0+@, 
其 中 所 有 的 数 c1,c2,… ,cj,d1,… ,di 都 是 正 数 , 且 没 有 任何 两 个 数 是 相等 的 .如 
果 令 


Qlu =Cu, Qa2u= du Qau = -Cu adu = —du, 
由 此 推出 
Siu=0, Sau=2n, S3u=0 (1&u<)), 
所 以 对 上 = 3,s = 4 我 们 有 (21.9.3) 的 一 个 非 平凡 解 . 故而 P(3,7) < 4, 从 而 有 
P(3,j) =4. 

对 于 上 = 2 和 上 大 = 5, 利用 在 第 13 章 以 及 第 15 章 中 所 得 到 的 二 次 域 k(p) 的 
性 质 . 根据 定理 255, + = 3 十 p 和 元 = 3 十 p? 是 共 辆 的 素 元 , 且 有 rFf = 7. 它们 不 
是 相伴 元 , 这 是 因为 
T_T2 9+6p+p 8 5 
元 页- 7 77 
这 不 是 一 个 整数 , 当然 它 也 不 是 一 个 单位 . 现在 设 塘 > 0, 并 令 rz = hu 一 Bup, 其 
中 4。 和 Bu 是 有 理 整数 . 如 果 7|4,, 那么 在 k(p) 中 我 们 就 有 

nt|Au, TIAu, |Bup, 
在 k(1) 中 有 Nr|B2, 7|B2, 7|B。. 最 后 , 在 k(p) 中 有 7|r2w ，r 元 |2w ,元 |r2w1， 
元 |r, 而 这 是 错误 的 . 从 而 7 了 4v, 类 似 地 有 7 4 B,. 
如 果 记 cv = 71-*4,d, = 7 Bu, 就 有 
+eudut+d? = N(cu — dup) = 725-2Nr2 = 7%. 
因此 , 如 果 令 alv = cuya2u = dusa3u = 一 (cu 十 dw); 就 有 Siw = 0, 且 
Szu =02+d2+(cu tdu)? =2(c + cudu + d2)=2x77. 
由 于 (Qiw,Qzusa3u) 中 至 少 有 两 个 能 被 77-* 整除 , 但 不 能 被 77-"+1 整除 , 故而 没有 
一 个 集合 是 别 的 任何 一 个 集合 的 一 个 排列 , 这 样 对 上 = 2 和 s = 3 就 有 (21.9.3) 的 
一 个 非 平 凡 解 . 从 而 有 P(2,7) = 3. 
附带 地 , 还 有 
Sau =c4+dt+ (cu tdu) =2(c + cudu +d2)? 一 2x74， 
故而 对 任何 j, 有 方程 
3 十 姐 十 强 = 双 十 媚 十 强 =…= 二 3 十 好 十 强 (21.10.1) 
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和 
十 妊 十 并 二 划 十 如 十 难 =… 一 区 + 好 + 验 (2410.2 
的 一 个 非 平凡 解 . 
对 于 k=5, 记 
alu = cuy G2u = du Q3u = 一 cu 一 du， Q4u = —Alu, A5u = —Q2u, Q6u = 一 03u 
则 有 


Siu = S3u = Ss5u =0, Sou =4xX73, Sau =4x74. 

如 前 面 那样 , 没有 平凡 的 解 , 故而 P(5,7) = 6. 

在 上 面 例子 的 最 后 的 解 中 , Stv = 53w = Ssu = 0 这 个 事实 并 没有 使 得 它 的 这 
个 解 像 初 看 起 来 那么 特殊 . 因为 如 果 

aru=Ar, (1<rgs,l<ugj) 

是 (21.9.3) 的 一 个 解 , 那么 就 容易 验证 , 对 任何 d, or = Aru ++d 都 是 另外 一 个 这 样 
的 解 . 于 是 能 很 容易 地 得 到 下 面 的 解 : 这 个 解 中 没有 哪个 5 是 0. 

j = 2 的 情形 可 以 稍微 用 对 于 大 的 7 所 用 的 方法 就 可 以 成 功 地 解决 ， 如果 ol， 
a2,… ,as,b1,… ,bs 是 (21.9.1) 的 一 个 解 , 那么 , 对 每 个 @ 有 


bb» {@ +d)*++ wt} =D {a+(b+d)} (gh<gk+l). (21.10.3) 


i=1 t=1 


这 是 因为 可 以 将 这 些 式 子 转化 成 


太一 1 


h 之 本 
时 ( i ) Shi(o)d! = > ( 和 ) so (2<hgk+1), 
l=1 


l=1 
故而 这 些 结果 可 以 立即 从 (21.9.1) 推出 . 
我 们 选取 d 是 最 频繁 地 作为 两 个 a 或 者 两 个 b 的 差 出 现 的 那个 数 . 这 样 就 能 
从 恒等式 (21.10.3) 的 两 边 去 掉 许多 的 项 . 
用 [a1,… ,as]s = [by,… ,bjx 来 表示 对 1 < < 大 有 Sh(a) = Sh(b). 这 样 就 
有 [0,3], = [1,2]1. 对 d= 3 利用 (21.10.3), 得 到 [1,2,6]s = [0,4,5]2. 
从 最 后 一 个 方程 开始 , 并 在 (21.10.3) 中 取 d= 5, 则 得 
[0,4,7,11]3 = [1,2, 9, 10). 
由 此 相继 推出 
[1,2,10, 14, 18]4 = [0, 4, 8, 16, 17]s (d = 7), 
[0, 4,9, 17, 22, 26]s = [1,2, 12, 14, 24, 25]s (d = 8)， 
[1,2, 12, 13, 24, 30, 35, 39s = [0, 4, 9, 15, 26, 27, 37, 38]e (d = 13), 
[0, 4, 9, 23, 27, 41, 46, 50]7 = [1, 2, 11, 20, 30, 39, 48, 49]7 (d = 11). 
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例子 
[0, 18, 27, 58, 64, 89, 101]e = [1, 13, 38, 44, 75, 84, 1036 
表明 : 对 k=6 有 P(k,2) < 上 +1. 这 些 结果 和 定理 408 一 起 就 给 出 : 


定理 411 如 果 上 <7, 则 有 P(k,2) = 大 十 1. 


21.11 Diophantus 分 析 的 进一步 的 问题 


我 们 对 若干 个 Diophantus 方程 作 若干 零散 评注 来 结束 本 章 , 这 些 方程 是 由 第 
13 章 的 Fermat 问题 所 提供 的 . 
(1) Euler 的 一 个 猜想 . 
一 个 上 次 窜 能 否 表 示 成 。 个 大 次 寡 之 和 ? 
2 十 2 十 … 十 ZT 二 六 (21.11.1) 
有 正 整 数 解 吗 ?“Fermat 大 定理 ”断言 当 s = 2 且 有 > 2 时 , 该 方程 是 不 可 解 
的 .Euler 则 将 这 个 猜想 拓展 到 了 s 的 值 为 3,4,… ,k 一 1 的 情形 ， 然而, 对 于 
== 5,8 = 4, 这 个 猜想 是 错误 的 , 这 是 因为 
275 + 845 + 1105 + 1335 = 1445. 
方程 
人 十 车 十 … 十 ZT 二 yk (21.11.2) 
也 吸引 了 许多 的 关注 . = 2 的 情形 是 大 家 所 熟知 的 . 当 大 = 3 时 , 可 以 从 13.7 节 


的 分 析 导出 它 的 解 来 . 如 果 在 (13.7.8) 中 取 入 = 1 以 及 a = 3, 然后 用 -9 来 代 
替 b, 就 得 到 
z=1-9g, y=-l, w= -9q,, 
故而 根据 (13.7.2) 有 
(9g9) + (3g 一 9q4)? +(1— 9g3)? =1. 
如 果 现在 用 5/m 取代 % 并 用 m1? 来 乘 之 , 就 得 到 恒等式 
(9693 + (3608 — 9€4)? + (4 一 963 = (0 (21.11.4) 


已 一 9g4 一 34. (21.11.3) 


如 果 
0<é€<9-#n, 


@ 这 可 以 从 
[1,8, 12, 15, 20, 23, 27, 34], = [0, 7, 11, 17, 18, 24, 28, 35]1 
出 发 , 并 相继 取 d = 7, 11, 13, 17, 19 即 可 获得 证 明 . 
加 见 13.2 节 . 
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那么 该 式 中 所 有 的 三 次 寡 都 是 正 的 , 所 以 任何 十 二 次 寡 由 2 都 可 以 用 至 少 [9-#] 
种 方式 表示 成 三 个 正 的 立方 数 之 和 |. 
我 们 对 大 > 3 时 的 情况 知之 甚 少 . 对 于 = 4, 已 知 (21.11.2) 的 一 些 特殊 的 解 ， 
其 中 最 小 的 一 个 是 
304 + 1204 + 2724 + 3154 = 3534.9 (21.11.5) 


对 = 5, 恒等式 
(75y5 一 5)5 十 (z5 十 25y5)” +(z5 一 259%5) 十 (10zay2)5 (50zg4)5 
= (5 十 75g5)5 (21.11.6) 
中 就 包含 有 无 穷 多 个 解 . 如 果 0 < 25y5 < z5 < 75y5, 那么 其 中 所 有 的 赛 都 是 正 的 . 


对 于 人 > 6, 没有 解 是 已 知 的 . 
(2) 两 个 上 次 鹤 的 相等 的 和 


不 十 寿 = 故 十 路 (21.11.7) 
有 正 整数 解 吗 ? 更 一 般 地 , 对 给 定 的 上 和 ~， 
奈 十 天 一 夏 十 路 王 一 区 十 外 (21.11.8) 


可 解 吗 ? 

当 大 = 2 时 , 答案 是 肯定 的 , 这 是 因为 根据 定理 337, 可 以 如 此 来 选取 n, 使 得 
r(n) 可 以 任意 大 . 现在 要 证 明 , 当 *= 3 时 , 答案 也 是 肯定 的 . 

定理 412 不论 什么 样 的 7, 都 存在 这 样 的 数 , 它们 可 以 用 至 少 7 种 不 同 的 方 
式 表 示 成 两 个 正 数 的 立方 之 和 . 


我 们 用 到 两 个 恒等式 , 也 即 : 


X3—Y3= z+ (21.11.9) 
RS (3 + 2%) (27? + WW) 
T1 (71 + 2Y1 训 (271 十 办 
X= Y= 21.11.10 
可 -可 可 -多 ee 
以 及 
碍 十 碍 = X3 一 Y3， (21.11.11) 
如 果 有 
四 恒等式 


(4z4 — Yt) +2(423y) +2 (2zg8) = (4z4 十 2 
给 出 无 穷 多 个 四 方 数 , 它们 均 可 表示 成 五 个 四 方 数 之 和 (其 中 有 两 对 相等 的 四 方 数 )， 而 恒等式 
(22 — 2) + (2zg 十 她)4 + (22y + 2) =2(22 + ay+y) 
则 给 出 了 方程 
z+7+7 =+ 芭 


的 无 穷 多 组 解 (所 有 解 均 满足 yi = y2)- 
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Xi(X =273) Y (2X3—Y3) 
my, Pxrys (21.11.12) 
每 一 个 恒等式 都 是 另 一 个 恒等式 的 显然 的 推论 , 且 每 一 个 恒等式 都 可 以 从 13.7 节 
的 公式 推导 出 来 .? 由 (21.11.9) 以 及 (21.11.11) 推出 
ZI + y= 173+. (21.11.13) 
这 里 , 如 果 z1, yi 是 有 理 数 , 那么 zz,y 也 是 有 理 数 . 
现在 假设 给 定 ", zi 和 yl 是 有 理 数 且 为 正 数 , 又 设 
Tl 
dy 
很 大 . 那么 X,Y 是 正 数 , 且 X/Y 接近 于 zi/2y, 而 且 x2,y2 是 正 数 , 且 zx2/yo 接 
近 于 X/2Y 或 者 z1/4yi. 
现在 从 z2,y2 出 发 , 用 zz,ya 代替 zi,yi, 并 重复 这 一 讨论 , 就 得 到 第 三 对 有 理 
数 z3,ys, 使 得 有 73 十 y3 = 村 十 她 二 3 十 她 , 且 z3/ys 接近 于 zz/42y. 在 7 次 应 
用 这 个 讨论 之 后 , 得 到 


T+R=7+B=.…= 7 +, (21.11.14) 
其 中 涉及 的 所 有 的 数 都 是 正 有 理 数 , 且 所 有 的 数 
2 42 4222 ，4r-12 


nn ya ya’ yr 
都 几乎 相等 , 故而 所 有 的 比率 rs/ys(s = 1,2,… ,7) 肯定 都 是 不 相等 的 如 果 用 13 
来 乘 (21.11.14)( 其 中 1 是 z1/y1,… ,zr/yr 的 诸 分 母 的 最 小 公 倍数 ), 就 得 到 方程 组 
(21.11.14) 的 一 个 整数 解 . 
2 十 天 一 攻克 
的 解 可 以 从 公式 (13.7.11) 推导 出 来 . 但 是 还 没有 
7 二 好 = 二 + 绎 = 二 z+ 好 
的 解 是 已 知 的 . 而 且 对 于 上 > 5, 也 没有 (21.11.7) 的 解 是 已 知 的 . 
我 们 曾经 指出 , 对 于 任何 j, 如 何 构造 出 (21.10.2) 的 一 个 解 . Swinnerton-Dyer 
发 现 了 


十 划 十 但 二 她 十 妨 十 好 (21.11.15) 
的 一 组 参数 解 , 这 组 参数 解 产 生出 它 的 正 整数 解 . 它 的 一 个 数值 解 是 
495 + 755 十 1075 = 395 + 925 + 1005. (21.11.16) 


人 @@ 如 果 在 (13.7.8) 中 取 a = b 以 及 入 = 1, 就 得 到 
z=8a3+1, y=16a3—1, u=4a—16a4, v=2a+16a4; 
而 如 果 用 34 代替 a, 并 利用 (13.7.2), 就 得 到 
(q+ —29)° + (29—1) = (+g) — (P+1)", 
这 是 一 个 与 (21.11.11) 等 价 的 恒等式 . 
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对 于 六 次 客 来 说 这 种 类 型 的 最 小 的 解 是 
35 + 195 + 226 = 105 十 155 + 236. (21.11.17) 
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在 前 面 这 一 百年 里 , 关于 Waring 问题 有 过 大 量 的 研究 工作 , 在 此 对 这 些 结果 作 一 个 简短 
的 综述 是 值得 的 . 我们 已 经 提 及 Waring 原来 的 命题 , 提 及 Hilbert 关于 g(k) 的 存在 性 的 证 
明 , 以 及 g(3) = 9 的 证 明 [Wieferich，Math，4mnalen，66 (1909), 99-101, 由 Kempner, 同一 
杂志 , 72 (1912), 387-397 给 出 了 纠正 ], 这 个 证 明 被 Scholz(Jber. Deutsch. Math. Ver. 58 
(1955), Abt, 1, 45-48) 加 以 简化 . 

Landau [同一 杂志 , 66 (1909), 102-105] 证 明了 G(3) < 8, 一 直到 1942 年 Linnik [Comptes 
Rendus (Doklady) Acad，Sci、USSR, 35 (1942), 162] 才 宣 布 了 关于 G(3) < 7 的 一 个 证 明 . 
Dickson [Bull，Amer，Math，Soc. 45 (1939), 588-591] 证 明了 : 除了 23 和 239 以 外 , 所 有 
的 数 只 需要 8 个 立方 数 就 够 了 . 有关 G(3) < 8 的 一 个 简单 的 证 明 , 见 G. L. Watson, Math. 
Gazette,， 37 (1953), 209-211, 关于 G(3) < 7 的 一 个 证 明 以 及 进一步 的 参考 文献 ， 见 Journ. 
London Math，Soc. 26 (1951), 153-156. 根据 定理 394, G(3) > 4, 所 以 G(3) 是 4, 5, 6 或 者 
7; 尽管 数值 表 的 证 据 很 强烈 地 指向 4 或 者 5, 但 是 仍然 不 知道 准确 的 值 是 哪 一 个 . 见 Western， 
同一 杂志 , 1 (1926), 244-250. Deshouillers, Hennecart 以 及 Landreau (Math. Comp. 69 
(2000), 421-439) 已 经 提供 了 证 据 表 明 : 7 373 170 279 850 是 不 能 表示 成 四 个 正 整 数 的 立方 之 
和 的 最 大 整数 . 

Hardy 和 Littlewood 在 发 表 于 1920 年 到 1928 年 之 间 、 总 标题 为 “Some problems of 
partitio numerorum” 的 一 系列 文章 中 开发 了 一 种 新 的 解析 方法 来 研究 Waring 问题 . 他 们 对 
任意 的 k, 求 出 了 G(k) 的 上 界 , 第 一 个 上 界 是 

(k 一 2)2k -1 十 5 

第 二 个 是 的 更 为 复杂 的 一 个 函数 ， 它 渐 近 于 k2*“?( 对 于 很 大 的 扣 . 特别 地 , 他 们 证 明 
了 

(a) G(4) < 19, G(5) < 41, G(6) < 87, G(7) < 193, G(8) < 425 
他 们 的 方法 不 能 对 G(3) 给 出 任何 新 的 结果 , 不 过 他 们 证 明了 :“ 几 乎 所 有 的 ” 数 都 是 5 个 立 
方 数 之 和 . 

Davenport, Acta Math. 71 (1939), 123-143 证 明了 : 几乎 所 有 的 数 都 是 4 个 立方 数 之 和 . 
由 于 形 如 9m 土 4 的 数 至 少 需要 4 个 立方 数 , 这 是 不 能 再 改进 的 最 终结 果 . 

Hardy 和 Littlewood 还 用 所 谓 的 “奇异 级 数 ”这 个 工具 , 对 于 将 n 表示 成 个 立方 数 之 
和 的 表 法 个 数 求 出 了 一 个 渐 近 公式 . 例如 , 将 n 表示 成 21 个 四 方 数 之 和 的 表 法 个 数 74,21(n) 
渐 近 地 等 于 


5\ 2 
{xr (3)} 1 11 1 5 
A NA ny {+1x 9100 (Bnr+ HB") +0x a79c0s (Bnn— $7) + 


Ff21 8 8 


4 
(该 级 数 后 面 的 项 更 小 )、 关于 所 有 这 些 工作 (除了 “数值 ”方面 的 工作 之 外 ) 在 Landau， 
Vorlesungen, i. 235-339 中 有 详尽 的 说 明 . 
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至 于 g(k), 直到 1933 年 为 止 , 对 于 比较 小 的 上 已 知 最 好 的 结果 是 
g(4) < 37, g(5) < 58, g(6) < 478, g(7) < 3 806, g(8) < 31 353 
(它们 分 别 属于 Wieferich，Baer，Baer，Wieferich 以 及 Kempner)， 所 有 这 些 结果 都 是 用 与 
21.1 节 至 21.4 节 类 似 的 初等 方法 求 得 的 ，Hardy 和 Littlewood 的 结果 使 得 我 们 可 以 从 理论 
上 来 对 任意 的 上 求 出 g(k) 的 一 个 上 界 , 尽管 对 于 相对 比较 大 的 来 说 , 所 需要 的 计算 在 实际 
上 是 不 可 行 的 . 然而 , James 在 发 表 于 Trans. Amer，Math，5os，36 (1934), 395-444 的 一 篇 
论文 中 成 功 地 证 明了 

(b) g(6) < 183, g(7) < 322, g(8) < 595 
他 还 求 出 了 g(9) 和 g(10) 的 上 界 . 

Vinogradov 后 来 的 的 工作 使 得 有 可 能 得 到 令 人 更 加 满意 的 结果 . Vinogradov 早期 关于 
Waring 问题 的 研究 工作 发 表 于 1924 年 , 在 Landau，Vorlesungen, i，340-358 中 有 关于 他 的 
方法 的 一 个 说 明 . Vinogradov 那 时 所 用 的 方法 与 Hardy 和 Littlewood 的 方法 在 原则 上 是 相 
似 的 , 但 是 能 更 快 地 导出 他 们 的 某 些 结果 , 特别 地 , 它 能 给 出 Hilbert 定理 的 较为 简单 的 证 明 . 
它 还 可 以 用 来 求 出 9(k) 的 一 个 上 界 . 在 Vinogradov 后 期 的 工作 中 , 他 对 自己 的 方法 做 出 了 非 
常 重要 的 改进 , 这 些 改进 主要 地 是 以 关于 某 种 三 角 和 估计 的 一 种 新 的 、 更 加 强 有 力 的 方法 作为 
基础 的 , 由 此 对 于 很 大 的 k, 他 得 到 了 比 以 前 所 知道 的 任何 结果 都 更 好 的 估计 . 例如 , 他 证 明了 

G(k) < 6klgk + (4 + lg216)k 
所 以 G(k) 的 阶 至 多 是 klogk. Vinogradov 的 证 明 后 来 被 Heibronn 作 了 很 大 的 简化 , Heibronn 
证 明了 
人) G(O < onlgk+ {4+ le (s+¥)}rrs 


对 于 > 6, 这 里 得 到 的 G(k) 的 上 界 要 好 于 (a) 中 的 上 界 (自然 , 对 于 上 的 很 大 的 值 , 这 个 界 
要 更 好 得 多 )，Vinogradov (1947 年 ) 将 他 的 结果 改进 为 G(k) < k(3lnk + 11), 董 光 昌 (1957 
年 ) 和 陈景润 (1958 年 ) 分 别 用 9 以 及 5.2 代替 了 这 个 结果 中 的 11, 而 Vinogradov. [Izv. 
Akad. Nauk SSSR Ser. Mat. 23 (1959), 637-642] 证 明了 , 对 超过 170 000 的 所 有 的 k 此 有 

(d) G(k) < k(21lgk + 4lglgk 十 2lglglgk 十 13) 

关于 比较 小 的 k, 有 更 多 的 结果 得 到 了 证 明 : 特别 地 , G(4) 的 值 现在 已 经 知道 . Davenport 
[Annals of Math. 40 (1939), 731-747] 证 明了 G(4) < 16, 于 是 , 根据 定理 395 就 有 G(4) = 16; 
而 且 , 任何 不 同 余 于 14 或 者 15(mod16) 的 数 都 是 14 个 四 方 数 之 和 . 他 还 证 明了 [Amer. 
Journal of Math. 64 (1942), 199-207] G(5) < 23 以 及 G(6) < 36. 用 Davenport 的 方法 还 证 
明了 G(7) < 53 (Rao, J. Indian Math. Soc. 5 (1941), 117-121 以 及 Vaughan, Proc. London 
Math. Soc. 28 (1974), 387]. Narasimkamurti [J. Indian Math. Soc. 5 (1941), 11-12] 证 明了 
G(8) < 73, 并 对 大 = 9 和 大 = 10 求 出 了 一 个 上 界 , 这 些 上 界 后 来 被 Cook 和 Vaughan(Acta 
Arith. 33 (1977), 231-253) 给 出 了 改进 . 最 后 提 到 的 那 位 还 证 明了 

G(9) < 91， G(10) < 107， G(11) < 122, G(12) < 137 

Vaughan 的 方法 推导 到 G(k) < k(3lgk 十 4.2) (k > 9), 对 于 满足 上 < 2.131 x 10"( 大 约 ) 的 
态 这 个 结果 要 比 (d) 好 , 反之 则 不 如 它 . 

Vinogradov 的 工作 对 于 g(k) 也 推导 出 了 十 分 令 人 瞩目 的 结果 . 如 果 我 们 知道 G(k) 不 超 
过 某 个 上 界 五 (k), 那么 大 于 C(k) 的 数 可 以 用 至 多 G(k) 个 次 赛 来 表示 , 从 而 , 这 就 打开 了 
通 向 确定 g(k) 的 上 界 之 路 .因为 我 们 只 需要 研究 直到 C(k) 为 止 的 数 的 表示 问题 , 而 这 从 逻 
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辑 上 来 讲 只 是 一 个 计算 的 问题 (对 于 给 定 的 上 )， 正 因为 如 此 ，James 确定 了 (b) 中 给 出 的 这 
些 界 ; 但 是 这 样 的 研究 结果 在 Vinogradov 之 前 一 定 是 不 能 令 人 满意 的 , 这 是 由 于 Hardy 和 
Littlewood 对 G(k) 所 发 现 的 界 (a)( 除 了 大 的 相当 小 的 值 之 外 ) 太 大 , 特别 地 , 它 要 比 由 定理 
393 所 给 出 的 g(k) 的 下 界 要 大 . 

glk) = 2 + [的 ] 一 2 


如 果 
是 由 定理 393 所 给 出 的 g(k) 的 下 界 , 又 如 果 我 们 暂时 取 G(k) 是 由 (d) 所 给 出 的 G(k) 的 上 
界 , 那么 g(k) 的 大 小 要 比 去 (k) 有 更 高 的 阶 . 事实 上 , 对 大 > 7 有 g(k) > G(k). 于 是 , 对 于 
k > 7, 假如 从 C(k) 开始 往 后 所 有 的 数 都 能 用 G(k) 个 蜂 来 表示 , 且 小 于 C(k) 的 所 有 的 数 都 
能 用 g(k) 个 罕 来 表示 , 那么 

g(k) = g(k) 

不 必要 对 这 个 特别 的 G(k) 来 确定 C(k), 只 需要 知道 与 任何 G(k) < g(k) 相对 应 的 C(k) 就 
足够 了 , 特别 地 , 只 需要 知道 与 G(k) = g(k) 相对 应 的 C(k) 就 可 以 了 . 

这 种 类 型 的 讨论 可 推导 出 原来 形式 的 Waring 问题 的 一 个 “几乎 完全 的 ”解答 . 这 个 解 的 
第 一 部 分 , 也 是 最 深刻 的 部 分 , 依赖 于 对 Vinogradov 方法 的 应 用 . 第 二 部 分 依赖 于 对 于 “ 递 降 
法 " 的 创造 性 的 使 用 , 递 降 法 的 一 个 简单 情形 出 现在 21.3 节 中 定理 390 的 证 明 中 . 


让 我 们 记 ; 
A= [所 | B=3-2A，D= | 的 ] 
则 终极 结果 是 : 
(e) g(k) =2:+A—2 
对 所 有 满足 
(人 B<2—-A-2 


的 大 > 2 成 立 . 在 这 种 情形 , g(k) 的 值 是 由 数 

n=2:4A—1=(A—1)2+(2*—1):.1* 
来 确定 的 , 这 个 数 用 在 定理 393 的 证 明 中 , 它 是 一 个 相对 比较 小 的 数 , 只 能 用 1 和 2 的 宪 来 表 
示 . 对 于 4 < 尺 < 471 600 000, 条 件 (f) 是 满足 的 [Kubina 与 Wunderlich, Math. Comp.55 
(1990), 815-820], 它 甚至 有 可 能 对 所 有 的 上 > 3 皆 为 真 . 它 至 多 只 可 能 对 有 限 多 个 是 错误 
的 (Mahler, Mathematika 4 (1957), 122-124). 

已 知 B 关 2 一 A-1 且 B 关 2* 一 A( 除 了 k=1 以 外 ). 如 果 B>2* 一 A+1, 那么 g(k) 

的 公式 是 不 一 样 的 . 在 这 种 情形 下 有 

g(k)=2* 十 A 十 DD 一 3 (如 果 2* < 4D+4+DD) 
以 及 

g(k) = 二 2 二 A+DD 一 2 (如 果 2* = AD+A+D). 
容易 证 明 2* < AD+ 4+D. 

这 些 结果 中 的 大 多 数 是 由 Dickson [Amer. Journal of Math. 58 (1936), 521-529, 530- 
535] 以 及 Pillai [Journal Indian Math. Soc. (2) 2 (1936), 16-44 以 及 Proc. Indian Acad. 
Sci，(A), 4 (1936), 261] 相互 独立 发 现 的 .证 明 最 终 由 Pillai [同一 杂志 , 12 (1940), 30-40. 
他 证 明了 g(6) = 73]、Rubugunday [Journal Indian Math.， Soc，(2) 6 (1942), 192-198. 他 
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证 明了 B 承 2* 一 4A]、Niven [Amer，Journal of Math，66 (1944), 137-143， 他 证 明了 , 当 
B=2* 一 A 一 2 时 有 (e) 成 立 , 这 是 一 个 以 前 未 曾 解决 的 情况 ] 、 陈景润 [Chinese Math.-Acta 
6 (1965), 105-127. 他 证 明了 g(5) = 37]、Balasubramanian、Deshouillers 以 及 Dress [C. RR. 
Acad. Sci.Paris SEér. T Math.，303 (1986), 85-88 以 及 161-163. 他 们 证 明了 g(4) = 19] 所 
完成 . 

应 该 注意 到 , 关于 G(k) 的 值 比 g(k) 有 更 多 的 不 确定 性 ; 最 令 人 惊讶 的 情形 是 上 = 3. 这 
是 十 分 自然 的 , 因为 G(k) 的 值 依赖 于 整个 整数 序列 的 更 为 深刻 的 性 质 , 而 g(k) 的 值 依赖 于 整 
数 数 列 接近 开头 部 分 的 某 些 特殊 的 数 的 更 加 平凡 的 性 质 . 

Vaughan 的 The Hardy-Littlewood Method 一 书 对 于 这 个 论题 有 极 好 的 介绍 , 并 且 给 出 了 
完整 的 参考 文献 . 

在 过 去 30 年 里 , 与 Waring 问题 有 关 的 论题 取得 了 很 大 的 进展 . 一 个 较为 全 面 的 综述 可 以 
在 Vaughan 和 Wooley 的 论文 Surveys in Number Theory Papers from Millenial Conference 
in Number Theory(A. K. Peters, Ltd., MA, 2003) 中 找到 . 简 言 之 , 这 方面 的 研究 有 两 个 阶段 . 
第 一 阶段 是 在 20 世纪 80 年 代 早期 , 大 体 上 是 由 Thanigasalan 和 Vaughan 独立 地 进行 深入 
研究 的 , 早先 由 Davenport 所 发 展 起 来 的 方法 (如 先前 提 及 的 ) 被 改进 到 下 于 至 善 . Vaughan 
的 诸 篇 论文 (Proc. London Math. Soc. (3) 52 (1986), 45-63; J. London Math. Soc.(2) 33 
(1986), 227-236) 代表 了 这 一 阶段 研究 的 顶峰 , 在 这 些 论文 中 证 明了 : G (5) < 21, G (6) < 31, 
G(7) < 45, G (8) < 62 以 及 G (9) < 82. Vaughan 还 证 明了 :“ 几 乎 所 有 的 ” 正 整数 都 是 32 
个 八 次 宕 之 和 , 这 是 一 个 最 好 的 可 能 的 结果 . 

在 20 世纪 80 年 代 末 , 随 着 Vaughan 将 光滑 数 [(smooth number) 光滑 数 是 一 种 整数 ， 
它们 所 有 的 素 因子 都 “小 ”] 引入 到 Hardy-Littlewood 方法 [ 见 Acta Math 162 (1989), 1-71] 
之 中 , 这 时 景观 发 生 了 变化 ， 特 别 地 , 这 就 引导 到 上 界 G (5) < 19, G(6) < 29, G(7) < 41， 
G(8) < 57G (9) < 75,…, G (20) < 248， 其 后 , 一 种 新 的 迭代 思想 (“ 重 复 高 效 差分 ") 被 
Wooley (Ann，of Math，(2) 135 (1992), 131-164) 发 现 , 从 而 得 到 更 好 的 上 界 G (6) < 27， 
G(7) < 36, G (8) < 47G (9) < 55,.…, G (20) < 146, 而 对 于 更 大 的 指数 k, 上 界 为 G (k) < 大 
[lgk + lglgk 十 O (1)]. 后 面 这 一 结果 对 Vinogradov 自从 1959 年 以 来 的 估计 式 (d) 给 出 了 首 
个 大 的 改进 ，Wooley 还 证 明了 :“ 几 乎 所 有 的 ” 正 整 数 都 是 64 个 十 六 次 军 之 和 , 也 是 128 个 
32 次 军 之 和 ， 且 它们 中 的 每 一 个 都 是 最 好 的 可 能 的 结论 . 用 这 一 类 思想 目前 (2007) 所 能 得 到 
的 最 好 的 界 是 

G(5) <17, G(6) <24, G(T)<33 G(8) <42, G(9) < 50,.:+, G(20) < 142 
( 见 跨度 在 20 世纪 90 年 代 Vaughan 与 Wooley 的 工作 , 总 结 在 Acta Arith. (2000), 203-285 
之 中 ) 以 及 
G(k) < k(lgk+lglgk +2+O (gigk/lgk)) 
( 见 Wooley, J. London Math. Soc. (2) 51 (1995), 1-13). 

上 而 已 经 总 结 了 有 关 四 次 宕 和 这 一 论题 的 超越 Davenport 结果 (1939) 的 进一步 的 进展 . 
例如 ,Vaughan( 4cta Ma 级，162 (1989), 1-71) 证 明了 : 只 要 n 是 一 个 足够 大 的 且 与 某 个 数 
7 对 模 16 同 余 的 整数 (1 < + < 12), 那么 n 都 是 12 个 四 次 宕 之 和 , Kawada 与 Wooley( 
Reine Angew.，Math. 512 (1999), 173-223) 对 于 11 个 四 次 赛 之 和 得 到 一 个 类 似 的 结论 (只 要 
m 与 某 个 数 > 对 模 16 同 余 , 且 1 < 7 < 10). 

21.1 节 . Liouville 在 1859 年 证 明了 g(4) < 53. 这 个 上 界 直 到 1909 年 Wieferich 用 初等 
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方法 证 明了 g(4) < 37 才 逐 渐 得 到 改进 . Dickson(1933 年 ) 用 上 面 描述 的 方法 将 其 改进 为 35， 
而 Dress( Comptes Rendus 272A (1971), 457-459) 则 应 用 Hilbert 证 明 g(k) 存在 性 时 所 用 的 
方法 进一步 将 它 减 少 为 30. 我 们 已 经 提 到 了 Balasubramanian, Deshouillers 以 及 Dress 对 于 
9(4) = 19 的 证 明 . 

Davenport 的 补充 工作 (Ann，of Math，(2) 40 (1939)，731-747) 表明 G(4) = 16， 
Deshouillers, Hennecart, Kawada, Landreau 以 及 Wooley(J. Théor. Nombres Bordeaur 12 
(2000), 411-422 以 及 Mem. Soc. Fr. (N. S.) No. 100 (2005), vi+120 页 .) 最 近 证 明了 : 不 能 
表示 成 16 个 四 次 守之 和 的 最 大 的 整数 是 13 792. 在 证 明 中 , 除了 其 他 的 工具 之 外 , 还 用 到 了 
恒等式 z4 十 妈 十 (z 十 如 二 2(z? 十 zy 十 妨 )”, 这 一 恒等式 也 在 上 面 的 方程 (21.10.1) 之 前 出 
现 过 . 

与 这 一 节 以 及 后 面 几 节 有 关 的 较 早 的 参考 文献 可 以 在 Bachmann, Niedere Zahlentheo- 
rieiii，328-348 或 者 Dickson，History, ii 第 25 章 中 找到 . 

21.2 节 至 21.3 节 . 见 20.1 节 的 附注 以 及 上 面 有 关 历 史 的 说 明 . 

21.4 节 ，g(6) 的 证 明 属 于 Fleck，Maillet 用 一 个 比 (21.4.2) 更 加 复杂 的 恒等式 证 明了 
g(8) 的 存在 性 ; 后 一 个 结果 属于 Hurwitz. Schur 发 现 了 9(10) 的 一 个 类 似 的 证 明 . 

21.5 节 , 这 里 考虑 的 特殊 的 数 n 是 由 Euler 注意 到 的 (可 能 Waring 也 注意 到 了 它 ). 

21.6 节 . 定理 394 属于 Maillet 和 Hurwitz, 定理 395 和 396 属于 Kempner. G(k) 的 其 
他 的 下 界 由 Hardy 和 Littlewood， Proc，London Math，Soc. (2) 28 (1928), 518-542 系统 地 
研究 过 . 

21.7 节 至 21.8 节 ， 这 几 节 的 结果 见 Wright, Journal London Math. Soc, 9 (1934)， 
267-272, 其 中 还 给 出 了 进一步 的 参考 文献 ; 也 见 Mordell, 同一 杂志 , 11 (1936), 208-218 以 及 
Richmond, 同一 杂志 , 12 (1937), 206. 

Hunter, Journal London Math，Soc，16 (1941), 177-179 证 明了 9 < v(4) < 10: 我 们 
已 经 把 他 关于 v(4) > 9 的 简单 证 明 加 入 到 这 本 教材 之 中 了 . 有关 v(k) 对 于 6 < v(k) < 20 
所 满足 的 不 等 式 , 见 Fuchs 和 Wright，Quart， J. Math. (Ozford), 10 (1939), 190-209 以 及 
Wright, J. fiir Math. 311/312 (1979), 170-173. 

Vaserstein 证 明了 vw (8) < 28(J. Number Theory 28 (1988), 66-68), 而 A. Choudhry 则 
证 明了 u(7) < 12(J. Number Theory 81 (2000), 266-269). 这 两 个 结论 都 依赖 于 令 人 惊叹 的 
多 项 式 恒等式 的 存在 性 , 这 些 恒 等 式 过 于 宛 长 , 无 法 写 在 这 里 . 

21.9 节 至 21.10 节 . Prouhet [Comptes Rendus Paris, 33 (1851), 225] 发 现 了 关于 这 个 
问题 的 第 一 个 非 平 凡 的 结果 . 他 给 出 一 个 法 则 , 将 前 面 六 +: 个 正 整数 分 成 j 个 由 六 个 元 素 
组 成 的 集合 , 这 就 对 s = 六 给 出 了 (21.9.3) 的 一 个 解 . 有 关 Prouhet 法 则 的 一 个 简单 证 明 ， 
见 Wright, Proc，Edinburgh Math，Soc.(2) 8 (1949), 138-142、 一般 的 参考 文献 见 Dickson， 
History, ii 第 24 章 以 及 Gloden 和 Palama，Bibliographie des Multigrades (Luxemburg, 
1948). 定理 408 属于 Bastien [Sphinz-Oedipe 8 (1913), 171-172], 而 定理 409 则 属于 Wright 
[Bull. American Math. Soc. 54 (1948), 755-757]. 

21.10 节 ， 定 理 410 属于 Gloden [Mehrgradige Gleichungen, Groningen, 1944, 71-90]. 
关于 定理 411, 见 Tarry, L’'intermédiaire des mathematiciens, 20 (1913), 68-70 以 及 Escott， 
Quarterly Journal of Math. 41 (1910), 152. 
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A. Létac 发 现 了 例子 


[1, 25, 31, 84, 87, 134, 158, 182, 198]s 
= [2, 18, 42, 66, 113, 116, 169, 175, 199]s 
以 及 
[十 12， 士 11 881, 土 20 231, 土 20 885, 土 23 738]e 
= 此 436， 士 11 857， 士 20 449,， 土 20 667, 士 23 750]9 
它们 表明 , 对 大 = 8 和 大 = 9 有 P(k,2) = 大 十 1. 见 A. Létac, Gazeta Matematica 48 (1942)， 
68-69 以 及 上 面 提 到 的 A. Gloden 的 文章 . 
P. Borwein, Lisongk 以 及 Percival (Math，Comp. 72 (2003), 2063-2070) 发 现 了 例子 
[ 士 9， 士 100， 士 188， 士 301， 士 313]。 = [ 士 71， 士 131， 士 180， 士 307， 士 308]。， 
它 提供 了 比 早先 更 小 的 一 组 解 , 这 再 次 确认 : 对 大 = 9 有 已 (k，2) = 大 十 1， 作为 可 能 代表 了 
Shuwen Chen, Kuosa 以 及 Meyrignac 之 间 相互 独立 地 共同 著作 之 最 佳 结果 (有 关 详 情 参 见 
http://euler.free.fr/eslp/esip.htm), 他 们 在 1999 年 发 现 的 一 个 例子 等 同 于 
[ 土 22,， 土 61,， 土 86,， 土 127, 土 140， 土 151]1, = [ 士 35， 士 47， 士 94， 士 121， 士 146， 士 148],; ， 
这 确认 了 对 大 = 11 有 P(k, 2) = 大 十 1. 

21.11 节 , 这 一 节 里 最 重要 的 结果 是 定理 412. 关系 式 (21.11.9) 至 (21.11.12) 属于 Vieta; 
它们 曾 被 Fermat 用 来 对 任意 的 + 求 (21.11.14) 的 解 ( 见 Dickson，History, ii，550-551). 
Fermat 不 加 证 明 地 假设 了 所 有 的 数 对 zs,ys(s = 1,2,… ,r) 都 是 不 同 的 . 第 一 个 完整 的 证 明 
是 由 Mordell 发 现 的 , 但 是 没有 发 表 . 

在 我 们 提 到 的 其 他 恒等式 和 方程 中 ，(21.11.4) 属于 Gérardin [ intermediaire des math. 
19 (1912), 7], 而 它 的 推论 则 属于 Mahler [Journal London Math. Soc. 11 (1936), 136-138], 
(21.11.6) 属于 Sastry [同一 杂志 , 9 (1934)，242-246]，(21.11.15) 的 参数 解 属 于 Swinnerton- 
Dyer [Proc. Cambridge Phil. Soc. 48 (1952), 516-518], (21.11.16) 属于 Moessner [Proc. 
Ind. Math. Soc A 10 (1939)，296-306]，(21.11.17) 属于 Subba Rao [Journal London 
Math，Soc，9 (1934), 172-173], 而 (21.11.5) 则 属于 Norrie， 对 于 大 = 4，Patterson 发 现 
了 (21.11.2) 的 又 一 个 解 , 而 Leech 则 又 找到 了 它 的 另外 6 个 解 [Bull.Amer. Math. Soc. 
48 (1942), 736 以 及 Proc. Cambridge Phil Soc，54 (1958), 554-555]， 在 (21.11.5) 式 的 
脚注 中 所 提 及 的 恒等式 分 别 是 由 Fauquembergue 和 Gérardin 发 现 的 ， 有 关 Norrie 和 最 后 
两 位 作者 的 工作 以 及 许多 类 似 的 研究 工作 的 详尽 的 参考 文献 ， 见 Dickson，History, 让 650- 
654，Lander 和 Parkin [Math。 Computation 21 (1967)，101-103] 发 现 了 一 个 结果 , 它 推 
翻 关于 上 = 5,s = 4 的 Euler 猜想 Elkies [Math. Comp，51 (1988)，825-835] 找到 了 
(21.11.1) 的 解 , 这 些 解 推翻 了 关于 k = 4，s = 3 的 Euler 猜想 . 由 Frye 算出 的 最 小 的 反例 是 
95 8004 + 217 5194 + 414 5604 = 422 4814. Brudno [Ma 声 . Comp. 30 (1976), 646-648] 给 出 
了 方程 9 十 9 十 2 二 大 十 起 十 起 的 一 组 双 参 数 解 , (21.11.17) 是 其 中 的 一 个 特 解 . 

有 关 等 舌 和 问题 的 综述 , 见 Lander, American Math. Monthly 75 (1968), 1061-1073. 
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22.1 函数 9(z) 和 wp(z) 


本 章 要 回 到 关于 素数 分 布 的 问题 , 第 1 章 至 第 2 章 里 已 经 给 出 了 一 个 初步 的 
介绍 . 那里 仅仅 是 证 明了 Euclid 的 定理 4 和 包含 在 2.1 节 至 2.6 节 中 少许 推广 的 
结论 . 这 里 要 将 它 的 理论 大 大 向 前 推进 . 特别 地 , 我 们 要 证 明定 理 6( 素 数 定理 ). 不 
过 , 首先 来 证 明 简 单 得 多 的 定理 7. 

定理 6 和 定理 7 的 证 明 依赖 于 函数 %(z) 和 (在 较 小 的 程度 上 依赖 于 ) 函数 
9(z) 的 性 质 . 记 ? 


yz)=> inp=mTIIz (22.1.1) 
pz pz 
以 及 
= np= 5 Aln) (22.1.2) 
pmS<z ngz 


(按照 17.7 节 中 的 记号 ). 于 是 

(10) = 3In2+2In3+ln5+ln7, 
其 中 由 2, 4 和 8 给 出 贡献 In2, 由 3 和 9 给 出 贡献 In3. 如 果 pm 是 p 的 不 超过 z 
的 最 高 赛 , 那么 np 在 %(z) 中 出 现 mm 次 . 又 pm 是 能 整除 不 超过 z 的 任何 数 的 p 
的 最 高 宪 , 所 以 


y(z) = InU(z), (22.1.3) 
其 中 U(z) 是 直到 z 的 所 有 数 的 最 小 公 倍数 . 还 可 以 将 %(z) 表示 成 形式 
w(x) -过 如 | Inp. (22.1.4) 


9(z) 和 %(z) 的 定义 要 比 r(z) 的 定义 更 加 复杂 , 但 是 它们 实际 上 是 更 加 “ 自 
然 的 ”函数 . 根据 (22.1.2), %(z) 是 A(n) 的 “和 函数 ", 而 且 A(n) 有 (如 同 我 们 在 
17.7 节 中 所 看 到 的 ) 一 个 简单 的 生成 函数 . 3(z) 的 生成 函数 , 还 有 r(z) 的 生成 函 
数 , 都 要 复杂 得 多 . 即便 是 %(z) 的 算术 定义 , 当 它 写 成 (22.1.3) 的 形式 时 , 也 是 非 
常 初等 、 非常 自然 的 . 

由 于 p? < zp <z… “等 价 于 六 ,故而 有 

(7) = 9(z) + Oz) + V2$) 十 … 一 -Vol zlVm). (22.1.5) 
当 zlm < 2, 也 即 当 
@ 在 整个 本 章 中 , z( 以 及 y 和 菇 并 不 一 定 是 整数 . 另 一 方面 , m,n, 六 克 … 是 正 整数 , 而 p 如 通常 
一 样 是 一 个 素数 .我 们 总 是 假设 = > 1. 
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时 , 此 级 数 终止 . 由 定义 显然 有 3(z) < zInz( 对 于 z > 2). 故而 当 mm > 2 时 就 有 
4(zlm) < zl/minz 芝 Zz¥ lnz, 


D5 (zy) = o fz: (nz)}, 
m2>2 
这 是 因为 在 这 个 级 数 中 仅 有 O(in z) 项 . 从 而 有 
定理 413 vy(z) = 9(z) 十 ofz3 (nz 
我 们 对 这 些 函 数 的 幅 值 的 阶 很 感 兴趣 . 由 于 
T(zZ) = > 1, 9(z) = ip， 


PSz P<z 
自然 会 期 待 3(z) 是 r(z) 的 “大 约 Inz 倍 ?. 以 后 我 们 将 会 看 到 这 的 确 如 此 . 下 面 
来 证 明 9(z) 的 阶 是 z, 所 以 定理 413 告诉 我 们 : 当 z 很 大 时 , y(z) 与 9(z) “大致 相 
等 ”. 


且 有 


22.2 ”9(z) 和 (Zz) 的 阶 为 x 的 证 明 


现在 来 证 明 : 
定理 414 ”函数 gz) 和 (7) 的 阶 是 z: 
47<t(z) < 4z，4z<Wz)<4rz (z>2). (22.2.1) 
根据 定理 413, 只 要 证 明 
bz) < Az (22.2.2) 
和 
az) > 4z (z >2) (22.2.3) 


就 足够 了 . 事实 上 , 我 们 要 证 明 一 个 比 (22.2.2) 更 精确 一 点 的 结果 , 也 就 是 : 
定理 415 ”对 所 有 n>1, 有 9(n) < 2nln2. 
根据 定理 73， 
_ QQm+D)! _ (QQm+D)(2m)...(m+2) 
mm+D)! ml! 
是 一 个 整数 . 它 在 (1 + 1)2"+! 的 二 项 展开 式 中 出 现 两 次 , 故 有 2M < 22™t? 以 及 
M < 22m. 
如 果 m+1<p<2m+1, 那么 p 整除 M 的 分 子 , 但 不 整除 它 的 分 母 . 这 样 就 


有 
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II ?jx 
mi 十 1<Pp 和 2m 十 1 


以 及 
(2m+1)— dm+1)= 》 InpgInM<2min2. 
mm 十 1<P 和 2m 十 1 
对 于 n=1 和 n= 2, 定理 415 是 平凡 的 . 假设 它 对 所 有 n < no 一 1 为 真 . 如 
果 no 是 偶数 , 则 有 


Pno) = Vno — 1) < 2(no— 1)In2 < 2noln2. 
如 果 no 是 奇数 , 比方 说 no = 2m +1, 则 有 
Vno)=2m+1)=02m+1) -m+1)+dm+1) 
<2mln2+2(m+1)In2 
=2(2m+ 1)ln2 = 2noln2， 
这 是 因为 m + 1 < no. 所 以 定理 415 对 n = no 为 真 , 根据 归纳 法 , 它 对 所 有 n 皆 
为 真 . 不 等 式 (22.2.2) 立即 由 此 推出 . 
现在 来 证 明 (22.2.3). 诸 数 1,2,… ,mn 恰好 包含 [n/p] 个 p 的 倍数 , 恰好 包含 
[n/p?] 个 p? 的 倍数 , 等 等 . 于 是 有 : 


定理 416 n!= TP"™?), 
p 


a 
记 
= II»™, 
p<2n 
根据 定理 416 则 有 
(所 ean 


圆 括号 中 的 每 一 项 是 1 或 者 0， 这 要 根据 [2n/p"] 是 奇数 还 是 偶数 来 决定 . 特别 地 ， 
如 果 pm > 2n, 则 该 项 为 0. 从 而 根据 (22.1.4) 有 


局 和 [如]| (22.2.5) 
以 及 
InN= DkpInp< 万 [ma = %(2m) 
p<2n 
但 是 
N= 2 n+l n+2、...x 2 >2n, (22.2.6) 


(a 1 2 n 


346 第 22 章 素 数 (3) 


所 以 vw(2n) > mln2. 
对 z>2, 令 n= | 
(22.2.3). 


加 > 1, 于 是 就 有 vw(z) > w(2n) > min2 > zin2， 这 就 是 


22.3 ”Bertrand 假设 和 一 个 关于 素数 的 “公式 ” 


由 定理 414 可 以 推导 出 : 


定理 417 存在 一 个 数 B, 使 得 对 每 个 z > 1 都 存在 一 个 素数 p 满足 z<p< 
Br. 

因为 , 根据 定理 414 可 知 , 对 某 个 固定 的 常数 C1,C2 有 

Cz < Vz) < C27 (7 > 2). 
从 而 
(C2z/C1) > C1 (C2z/C1) = Caz > H(z), 

所 以 在 > 与 C2z/Ci 之 间 存 在 一 个 素数 . 如 果 取 B = max (C2/C1,2), 就 立即 得 出 
定理 417. 

然而 , 我 们 可 以 对 论证 方法 略 加 改进 以 证 明 一 个 更 精确 的 结果 . 


定理 418(Bertrand 猜想 ) 如果 > 1, 那么 至 少 存 在 一 个 素数 p 使 得 


n<p<2n. (22.3.1) 
这 就 是 说 , 如 果 pr 是 第 7 个 素数 , 那么 对 每 个 7 都 有 
Pr+l < 2pr. (22.3.2) 


定理 的 两 部 分 显然 是 等 价 的 . 假设 对 某 个 n > 29 = 512, 没有 满足 (22.3.1) 的 
素数 存在 . 利用 22.2 节 的 记号 , 设 p 是 N 的 一 个 素 因 子 , 所 以 k, > 1. 根据 假设 ， 
p<n. 如 果 8m <p<n, 就 有 

2p<2n<3p, p> Sn > 2n, 
而 (22.2.4) 变 成 为 


故而 对 NN 的 每 个 素 因子 p 锚 有 p < 3n, 所 以 根据 定理 415 就 有 
yinp< 》 Inp=? (8) < Snin2. (22.3.3) 
pIN psn 
其 次 , 如 果 k, > 2, 根据 (22.2.5) 有 
2lnp < kplnp < In(2n), p < V(2n), 
故而 p 至 多 有 V(2n) 个 这 样 的 值 . 于 是 
》 kp Inp < Van) ln (2n), 


kp>2 


22.3 ”Bertrand 假设 和 一 个 关于 素数 的 “公式 ” 347 


所 以 根据 (22.3.3) 就 有 
InN< 》 Inp+ Dkplnp < Inp+ V2n)In (2n) 
ye dg ?iy (22.3.4) 
< Snin2 + V (2n) ln (2n). 


另 一 方面 , N 是 22" = (1 + 1)2 的 展开 式 中 最 大 的 一 项 , 所 以 


2 
22n 一 2 十 这 2n 7 i < 2nN. 
EE 2 2n—1 


因此 , 根据 (22.3.4) 有 
2nn2< In(2n)+InN < Snin2 人 十 VC } In (2n), 
它 可 以 简化 成 
2nin2<3 全 十 VU } in (2n). (22.3.5) 


现在 记 
_ In(n/512) 
10In2 
从 而 2n = 2100+0. 由 于 n> 512, 有 5 > 0. (22.3.5) 变 成 
2100+6) < 30 (25+5¢ + 1) (1 十 9)， 


>0, 


由 此 即 有 
25¢ < 30.2-5(1+2-5-5)(1+C) < (1 一 2-5)(1 二 2-5)(1 十 6) <1+¢. 
但 是 
255 = exp (56in2) > 1+5Cin2>1+(， 
这 是 一 对 矛盾 . 这 样 一 来 , 如 果 n > 512, 就 必定 有 一 个 满足 (22.3.1) 的 素数 存在 . 
诸 素 数 
2, 3, 5, 7, 13, 23, 43, 83, 163, 317, 631 
中 的 每 一 个 都 小 于 该 表 中 紧 排 在 它 前 面 的 那个 素数 的 两 倍 , 于 是 对 任何 n < 630， 
这 些 数 中 至 少 有 一 个 是 满足 (22.3.1) 的 . 这 就 完成 了 定理 418 的 证 明 . 
接 下 来 证 明 : 


定理 419 如果 
Qa= 》 pml10-2” = 0.020 300 050 000 000 70…， 
m=1 
则 有 
pn = [ora — 10"™ [10"™*a]. (22.3.6) 
根据 (2.2.2) 有 


4 


故而 关于 a 的 级 数 是 收敛 的 . 又 有 
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O10 NY pl0 DD a M10 
m=n+1 m=n+1 
me 


Ie 二 (人 -2 1 < 生 <I 
m=n+1 5 5 (1 下 15 


从 而 有 
[10”a] = 102?”》 pm10-*", 
类 似 地 有 ed 
[io 一 ao] = 102… 》 pml10-2”. 
m=1 
由 此 推出 


n—l 
[loz"a] -10 [Ia = 102” b> pm10-2" 一 全 mo”) pi 
m=1 m=1 


尽管 (22.3.6) 对 于 第 n 个 素数 p 给 出 了 一 个 “公式 ”, 但 它 并 不 是 一 个 很 有 用 
的 公式 . 为 了 用 这 个 公式 来 计算 pn, 必须 要 知道 a 的 直到 小 数 点 后 2* 位 的 准确 
值 . 要 做 到 这 一 点 , 又 必须 要 知道 m,pa,…… ,pn 的 值 . 
有 若干 个 类 似 的 公式 , 它们 都 有 同样 的 缺陷 . 假设 > 是 一 个 大 于 1 的 整数 , 则 
根据 (22.3.2) 就 有 
pn rr". 


(的 确 , 对 于 7 > 4, 这 可 以 从 定理 20 推出 ) 于 是 可 以 记 


or 一 bp pnrrm ， 
m=1 
那么 , 根据 与 上 面 类 似 的 讨论 方法 , 可 以 推导 出 
P= [= 一 r2n-1 Fe oo] 

这 些 公式 中 的 任何 一 个 (或 者 任何 与 之 类 似 的 公式 ) 都 会 占有 重要 的 地 位 , 如 
果 其 中 出 现 的 数 a 或 者 av 可 以 用 与 素数 无 关 的 方式 表达 出 来 的 话 ， 对 此 现在 还 
看 不 到 有 可 能 性 , 但 是 也 不 能 完全 排除 这 种 可 能 性 . 

有 关 pn 的 其 他 公式 , 请 见 附录 1. 


22.4 ”定理 7 和 定理 9 的 证 明 


由 定理 414 很 容易 推导 出 定理 7. 首先 有 
4(z) = > ip < nz), 1= 7(z)Inz, 
PSz PSz 
所 以 
T(z) > 一 一 > 一 一 (22.4.1) 
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另 一 方面 , 如 果 0 < 5 < 1， 
Hz)> >》 Inp>(1-dnr > 


了 ZI-5<PSz T1-5<PSz 


=(1—6)Inz{r(z) — 7(z1 5)} > (1 一 


1 


所 以 有 
Ar 


nz 


V(r) 


1-—6 
TO) So + 


现在 可 以 证 明 : 
定理 420 se) 
根据 定理 413 和 定理 414, 只 需要 考虑 第 一 个 结论 即 可 . 


T(z)Inz 1 
D(z) 
对 任何 s > 0, 可 以 选取 5 = 6(e), 使 得 


vo) 
lnz 


T(zZ) ~ 


sins 


ey 5 


< 


FE 


1 
-5 < 1 中 2， 
zo(jis) = zo(s), 使 得 对 所 有 z > zo 有 
Alnz 


5 


然后 选取 zo = 
zl-6lnz 


D(z) 


a 
从 而 对 所 有 z > zo 都 有 

T(z)jnz 
D(z) 


<l+e. 


< 


6)Inz {mr(z) — 21-5}, 


(22.4.2) 


由 (22.4.1) 和 (22.4.2) 得 出 


5 


由 于 是 任意 的 , 这 就 立即 得 出 了 定理 420 的 第 一 部 分 . 


定理 9 是 (如 


PP， 


4 
n=7(pn) < np pn > Anlnpn > 


i 


VB 


lnpn 


pn < Anlnpn < Anlnn. 
22.5 ”两 个 形式 变换 


这 是 
定理 421 


假设 c1,c2,… 是 一 列 数 ， 


在 1.8 节 中 所 说 的 那样 ) 定理 7 的 一 个 推论 . 因为 , 首先 有 


Anlnn. 


< Apn < hn, pn < An?, 


引进 两 个 初等 的 形式 变换 , 它们 在 本 章 里 非常 有 用 . 
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5 
且 f(D 是 t 的 任意 一 个 函数 那么 ” 
Df)= Do Cn) {fn) -fnt+)}+ (a)f (a). (22.5.1) 
此 外 如果 对 j < 训 有 一 0.0 且 (0) 对 4> mm 有 连续 导数 , 那么 
Df(n) = cr- CF (Oat. (22.5.2) 


ngr 
如 果 记 N = [2], 则 (22.5.1) 左边 的 和 是 
C(DF(1) + {C(2) — C1)}f(2) + :+{C(N)— C(N — 1)}f(N) 
=C(1){f(1) — f(2)}+:…+C(N— 1D){f(N-1)— fFN)} +C(N)F(N). 
由 于 C(N) = C(z), 这 就 证 明了 (22.5.1). 为 了 推导 出 (22.5.2), 注意 到 , 当 n< t < 
n+1 时 有 C(t) = C(n), 故 有 
n+l 
Cln) {f(n) - f(n+ 1)} = -| C(O)F (dt. 


而 当 上 < ni 时 , 则 有 C(t) = 0. 
如 果 取 cn = 1 以 及 f(t) = 1/t, 就 有 C(z) = [z], (22.5.2) 就 变 成 


-加 四 
D+) i 
=lnz+7Y+E, 
i (t— [Wy) 
(tkt 
7=1- a 
与 z 无 关 , 而 
(tt = se O(l 1 
z= -| ato(}) =0(2). 
这 样 就 有 : 


定理 422 开工 -inz+7+O (3), 其 中 小 是 一 个 常数 ( 称 为 Euler 常数 ). 


ngz 


22.6 ”一 个 重要 的 和 


首先 证 明 下 面 的 引 理 . 
定理 423 DIn* )=o (z) > 0) . 


msz 


由 于 Int 与 上 一 起 增加 , 故 对 n>2 有 


外 在 应 用 中 ma = 1 或 者 2. 如 果 ni = 1, 当然 对 cn 就 没有 限制 . 如 果 ml = 2, 就 有 cl = 0. 


22.6 一 个 重要 的 和 


351 


从 而 


< de = Az, 
1 
这 是 因为 这 个 无 穷 限 的 积分 是 收敛 的 . 定理 423 由 此 立即 得 出 . 
如 果 取 hh=1, 就 有 
> Inn= 四 mnz+Olz)=znz+Oz). 
ngz 
但 是 , 由 定理 416 有 
Dmn= Dl,ninp= D [EE | m7= [EA 
nr pr pmgz [了 néez 
(根据 17.7 节 中 的 记号 ). 如 果 在 最 后 一 个 和 中 去 掉 方 括号 , 产生 的 误差 项 小 于 
BA) = wz) = ol 


ngzr 


所 以 


bp EAn) = DInn+O(z)=zInz+O(z). 
nz nz 


如 果 消去 因子 z, 就 有 : 
定理 424 >、 徊 =Inz+O(1). 


ngzr 

由 此 可 以 推导 出 : 

定理 425 站 至 =Inz+0(1). 
PS<z 


因为 


-2 np 
ee es mb 
1 和 lnp 
< 三 十 三 寺 **jiip 司 
于 人 丈 ) ?= ap- 
oo 
lInn 
Dr 


如 果 在 (22.5.2) 中 令 f(t) = 1/t 以 及 cn = A(n), 所 以 C(z) = Vw(z), 则 有 
st _ ve) ,fa 
ai 


n C3 
ngr 
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而 根据 定理 414 和 定理 424 有 
| a = nz + ol). (22.6.1) 
2 
由 (22.6.1) 就 能 推出 
lim {vw(z)/z} < 1, lim {vw(z)/z} > 1. (22.6.2) 


这 是 因为 , 如 果 lim {w(z)/z} = 1+ 56, 其 中 5 > 0, 则 对 大 于 某 个 zo 的 所 有 z 皆 有 
u(z) > (1 十 6)z. 从 而 
2 t TO vy t I "BE 15 1 
| sa > 上 | et ee )u > (+ 3) Inz — A, 
这 与 (22.6.1) 矛盾 . 如 果 假设 im {w(z)/z} = 1 一 6, 就 会 得 到 一 个 类 似 的 矛盾 . 
根据 定理 420, 可 以 从 (22.6.2) 推出 : 


定理 426 lim {f(z)/j} < 人 {7(z)/ 访 } >1 如 果 当 z 一 oo 时 
reJ/ 记 有 极限 , 那么 它 的 极限 是 1. 

如 果 能 证 明 r(z)/E- 趋向 于 一 个 极限 , 则 定理 6 立即 就 能 推出. 令 人 遗 钴 的 
是 , 这 正 是 定理 6 的 证 明 中 真正 的 困难 所 在 . 


22.7 jp 1 与 1[(1 一 p71) 
由 于 


1 二 
0<n (7 ) -= 站 + 让 +… (22.7.1) 
1 1 __l1 
Er 
时 1 
Dry 
是 收敛 的 , 故而 级 数 


必定 是 收敛 的 . 根据 定理 19, 》`p-: 发 散 , 故而 乘积 
IIa=-z5 (22.7.2) 
一 定 也 是 发 散 的 (发 散 于 0). 
由 乘积 (22.7.2) 的 发 散 性 可 以 推出 


T(z) = o(z)， 
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即 几乎 所 有 的 数 都 是 合 数 , 这 里 没有 用 到 22.1 节 至 22.6 节 中 的 任何 结果 . 当然 , 这 
个 结果 比 定理 7 要 弱 , 但 是 这 个 非常 简单 的 证 明 也 是 有 意思 的 . 
选取 > 使 得 


M=pp2:** pr < T<Pp1 Prprtl, 
而 上 是 满足 kM < z < (kt+1l)M 的 正 整数 . 设 万 是 满足 下 述 条 件 的 正 整数 的 个 
数 : (i) 不 超过 (k + 1)M; (ii) 不 能 被 素数 p1,…pr 中 任何 一 个 整除 , 也 即 与 M 互 
素 . 这 些 数 显然 包括 了 所 有 的 素数 pr+1,… ,pr(z). 因此 有 
T(z) <r+H. 
根据 定义 , g(M) 是 小 于 等 于 M 且 与 M 互 素 的 整数 个 数 , 所 以 H = (k +1)9(M). 
但 是 z > kM, 故而 根据 (16.1.3) 可 知 , 当 7 一 co 时 有 
H (k+l)oM) 20( 0 
< EM =2II [(- 二 ) ~" 


E43 


这 是 因为 乘积 (22.7.2) 发 散 . 又 有 


i < 一 0. 
也 Pr-1pr Ppr-l 
当 z 一 00 时 ,也 有 7 一 oo, 我 们 有 
(7) < rH Gi 
EE Es 


这 也 就 是 r(z) = o(z). 
我 们 能 不 依赖 汇 p-! 的 发 散 性 而 如 下 来 证 明 pa (1 一 p71!) 的 发 散 性 . 显然 有 
1 
-一 一 |) = 1+ 一 1 = 机 一 
de a le 
最 后 一 个 和 式 取 遍 素 因 子 p < N 的 所 有 n. 由 于 所 有 的 n < N 都 满足 这 个 条 件 ， 
由 定理 422 得 
1 | 
了 I) > >,7 >InN-A4. 
从 而 乘积 (22.7.2) 是 发 散 的 . 
如 果 利用 上 面 两 节 的 结果 , 就 能 对 》 、p-! 得 到 更 精确 的 信息 . 在 定理 421 中 ， 
取 cp = Inp/p, 而 当 n 不 是 素数 时 , 则 取 cn = 0, 从 而 有 
Cl(z) = Sus = lnz+7(7), 
PS= 了 


其 中 r(z) = O(1)( 根 据 定理 425). 取 f(t) = 1/ lInt, (22.5.2) 就 变 成 
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一 -一 dt 
Inz J tln?t 


Fl, C0 
卫 


PSz 


本 和 
-+ 了 + | 7(Odt (22.7.3) 
2 tlnt jz tmn2t 


lnz 
=lInlnz + Bi + E(z), 
其 中 


要 
B=1-Inn2+ | OE 
2 tln’t 


而 
_rlz) rat _ 1 > dt 1 
Bo) lnz -上 tln2t 2 ( 志 ) 小 (Ff 总 和) 二 (去 ) (22.7.4) 
这 样 就 有 : 

定理 427 多 工 -ninz+ Bi+o(1), 其 中 Bi 是 一 个 常数 


psz 


22.8 ”Mertens 定理 


将 22.7 节 里 有 关 级 数 与 乘积 的 研究 稍稍 向 前 推进 一 点 是 很 有 意思 的 . 
定理 428 ”在 定理 427 中 有 


TAN 
-7+ 开 人 -2)+2}, (22.8.1) 
其 中 是 Euler 常数 . 
定理 429 (Mertens 定理 ) 也 人 = 2) A 
如 同 我 们 在 22.7 节 中 看 到 的 那样 , (22.8.1) 中 的 级 数 是 收敛 的 . 由 于 
1 1 TAN 全 
+Em(-) -过 mn(1-3)+5); 
定理 429 就 由 定理 427 和 定理 428 推出 . 因此 只 要 证 明定 理 428 就 够 了 . 我 们 将 假 
设 ? 了 


7= -IT'(1) = -三 elnzdz. (22.8.2) 
0 
如 果 5 > 0, 则 根据 与 (22.7.1) 类 似 的 计算 , 我 们 有 
. 1 1 
0<-I 人 并 二 ) TP 35DT5 —1) < 2pp -1) 


0-5 人 fr(- 直 ): 击 |} 


@ 例如 , 参见 Whittacker 和 Watson，Modern analysis, 第 12 章 . 
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对 所 有 的 5 > 0 一 致 收敛 , 所 以 , 当 5 取 正 的 值 趋向 于 0 时 有 
F(6) 一 F(0). 
现在 假设 5 > 0, 根据 定理 280 有 
F(6) = g(6) -inc(L+6)， 


96) = bp. 
P 
如 果 在 定理 421 中 取 cp = 1/p, 而 当 n 不 是 素数 时 , 取 cn = 0, 则 根据 (22.7.3) 有 
ctz) = 过; 一 Inlnz+ Bi+ E(z). 


Ps<z 
于 是 , 如 果 f(t) = t-5, 则 (22.5.2) 变 成 
Tp! = 75C() + 可 t-1-5G(t)dt. 
PSz 2 


其 中 


令 z 一 co, 则 有 
g(6) =6| t-1-5C(t)dt 
， 
三 t-1-5 (Inint+ Bi)dt+ sj {1-5 E(t)dt. 
2 2 
现在 , 如 果 取 t = e*/5, 则 根据 (22.8.2) 有 
中 t-1-5lnlntdt = | eIn (3) du=—7—In6, 
以 及 > 
一 1 一 6 Ne 
| t dt=1. 
从 而 
oo 2 
g(6) + In6— Bi+7y= 5| t-1-5E(t)dt — | ts(nlnt+ Bi) dt. 
2 和 
现在 , 如 果 人 = exp(1/V 丰 , 则 由 (22.7.4) 可 知 , 当 5 一 0 时 有 


” E(t) Tdt A5 [I™ dt A 
二 了 <4 杂 | + 臣下 Hr < 45In7+ET<4V5 一 0 


我 们 还 有 


2 
| nint+ By) dd <| t-1 (lInlnt|+|Bil)dt = A, 
1 1 


这 是 由 于 该 积分 在 t= 1 收敛 ~”. 于 是 , 当 5 一 0 时 
g(6) +In6— Bi—7. 


Qz 这 一 名 理由 似乎 有 问题 , 因为 t 是 这 个 积分 中 的 积分 变量 , 而 不 是 含 参 数 积分 中 的 参数 . 
一 一 译 者 注 
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但 是 , 根据 定理 282 知 , 当 5 一 0 时 有 ln5(1+5)+ln6 一 0, 所 以 F(6) 一 Bi 一 小. 
从 而 有 Bi = Y 十 下 (0), 这 就 是 (22.8.1). 


22.9 ”定理 323 和 定理 328 的 证 明 


现在 可 以 来 证 明定 理 323 和 定理 328 了 . 如 果 记 
A(n) = p(n)er Inlnn fo(n) = o(n) 


ne7 Ininn’ 


需要 证 明 

limfi(n) =1, Haif(n) =1. 
这 只 需要 求 出 两 个 函数 F(t), F2(t), 使 得 每 个 函数 当 t 一 co 时 都 趋向 于 1, 且 对 所 
有 n>3 有 


fi(n) > Filinn), fal(n) < FE (22.9.1) 
而 对 一 个 无 穷 递 增 的 序列 nz,na,n4,… 有 
fa(n;) > F2(j), fi(n;) < BF (22.9.2) 


就 够 了 . 

根据 定理 329, i(n)f2(n) < 1, 所 以 (22.9.1) 中 的 第 二 个 不 等 式 可 以 从 第 一 个 
不 等 式 推出 . 对 (22.9.2) 来 说 , 情况 是 类 似 的 . 

设 m,pa,…… ,pr-p 是 整除 n 且 不 超过 Inn 的 素数 , 而 p._p+1,… ,pr 是 整除 m 
且 大 于 Inn 的 素数 . 我 们 有 


(nn)? < Pr-prb :Pr 和 mu p< 


所 -直人 -> 人 -二 于 


i=l 


1 \lnn/ninn 
> 页 ) ”于 (- 
于 p<lnn 


于 是 (22.9.1) 的 第 一 部 分 对 于 


1 t/Int 1 
RW=eint(1-}) I (1-2) 
P<t 


为 真 . 但 是 , 根据 定理 429, 当 t 一 co 时 ， 


nO~ 0 ro (td) -+ 
为 了 证 明 (22.9.2) 的 第 一 部 分 , 记 


m= I[r (>2), 


psei 


所 以 , 根据 定理 414 有 lnmj = j9(ei) < Ajei. 从 而 


所 以 
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InInn; 和 Ao +j+Inj. 
再 次 根据 定理 280 有 
LO- > = 


pse’ 


aa) _ er (2) 


nerlnlnn; Inlnn; 1-p! 


eY 1 
> rm I (Tr) = B00) 


psei 


这 就 是 (22.9.2) 的 第 一 部 分 . 再 次 , 当 j 一 ce 时 , C(j +1) 一 1, 故而 根据 定理 429 
有 


故 有 ， 


fa(nj) = 


psei 


; 了 
DT 


22.10 7m 的 素 因 子 个 数 


定义 w(n) 是 n 的 不 同 的 素 因 子 的 个 数 , 而 定义 Q(n) 是 n 的 所 有 素 因子 的 个 
数 , 则 当 n= pf …pe" 时 有 
w(n)=7r, AN(n) = al +az 十 … 十 ar 
对 于 大 的 n, w(n) 和 Q(n) 的 性 状 并 不 规则 . 当 nn 为 素数 时 , 这 两 个 函数 的 值 
都 是 1, 然而 当 n 是 2 的 答 时 , 有 


lInn 


Qn) = 2 


如 果 
n=pip2…pr 
是 前 7 个 素数 的 乘积 , 那么 
w(n) =r=7(pr), Inn= (pr), 
所 以 , 根据 定理 420 和 定理 414 就 有 


w(m) 


人 (pr) Inn 
2 ln pr ~ nnn 
( 当 n 通过 这 列 特殊 的 数值 趋向 于 无 穷 时 ). 
定理 430  w(n) 和 Q(n) 的 平均 阶 都 是 Inlnn. 更 确切 地 说 
》 own)=zininz+Biz+olz)， (22.10.1) 
政委 工 


> Qn) = zinlnz + Boz+olz)， (22.10.2) 
ngr 


其 中 Bl 是 定理 427 和 定理 428 中 的 数 , 而 
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1 
B= Bt) 
7 PP-1) 


5.-Dom -D971- 允 |, 


ngz ngz pm psz 


由 于 恰 有 [z/p] 个 n < z 的 值 是 p 的 倍数 , 故而 去 掉 方 括号 后 , 根据 定理 7 和 定理 
427 有 


S51 = 3 +O{r(z)} =zInlnz + Biz + o(7). (22.10.3) 
pz 
类 似 地 有 
s5=om= 和 入 1- 和 Ea (22.10.4) 
nae nerp™in pmgz 
所 以 
SS 一 Si = > [z/p™], 


其 中 于 表示 对 所 有 满足 p” < z(m > 2) 的 p 和 m 求 和 . 如 果 在 最 后 一 个 和 中 去 
掉 方 括号 , 则 根据 定理 413 知 , 所 产生 的 误差 小 于 


, VY(z) — H( 
i D1 
Sa 一 Si =z》 ,Pp "+o(z). 


1 ee ye Ji 
光 志 - 允 (去 + 广 +…)- 守 击 二 - 忆 Ee 


m=2 p 
是 收敛 的 , 所 以 当 z 一 co 时 
mm = B2— B+o(l). 


级 数 


于 是 
S52 — 51=(B2— BI)z+o(7), 
而 (22.10.2) 即 由 (22.10.3) 推出 . 


22.11 w(n) 和 Q(m) 的 正规 阶 


函数 w(n) 和 Q(n) 是 不 规则 的 , 但 是 有 确定 的 “平均 阶 ”InInn. 有 另外 一 个 有 

趣 的 概念 , 在 这 个 概念 下 它们 可 以 说 成 是 “在 整体 上 ”有 确定 的 阶 .粗略 地 说 , 称 

f(n) 有 正规 阶 (normal order)F(n), 如 果 f(n) 对 几乎 所 有 的 nn 值 都 近似 于 F(n). 更 
确切 地 说 , 假设 对 于 每 个 正 数 = 以 及 几乎 所 有 n 值 都 有 

(1 -ae)F(n) < f(n) < (1+e)F(n). (22.11.1) 


22.11 w(n) 和 Q(n) 的 正规 阶 359 


那么 就 说 /(n) 的 正规 阶 是 F(n). 这 里 “几乎 所 有 ”的 含义 如 1.6 节 和 9.9 节 中 定 
义 . 可 能 会 有 n 的 一 个 例外 的 “无 限 小 的 ”集合 存在 , 在 这 个 集合 中 (22.11.1) 不 成 
立 , 而 这 个 例外 的 集合 自然 与 = 有 关 . 

一 个 函数 有 可 能 有 一 个 平均 阶 , 但 是 可 能 没有 正规 阶 , 也 可 能 出 现 相反 的 情形 . 
例如 , 函数 


f(n)=0(2In), f(n)=2 (24n) 
有 平均 阶 1, 但 是 它 没有 正规 阶 . 而 函数 
f(n)=2™ (n=2"), f(n)=1(n#2") 
有 正规 阶 1, 但 却 没有 平均 阶 . 
定理 431 。 w(n) 和 Q(n) 的 正规 阶 是 Inlnn. 更 确切 地 说 , 对 每 个 正 数 6, 不 
超过 z 且 使 


If(n) — Inlnn| > (nlnn)i+s (22.11.2) 
成 立 的 n 的 个 数 是 olz), 其 中 f(n) 是 w(n) 或 者 Q(n). 
只 要 证 明 使 得 
If(n) — Ininz| > (Inlnz)8+5 (22.11.3) 


成 立 的 n 的 个 数 是 o(z) 就 够 了 , Inlnn 和 lnlnz 之 间 的 区 别 是 不 重要 的 . 这 是 因 
为 当 ze < ngsz 时 有 Inlinz 一 1< InInn < Inlnz, 所 以 实际 上 对 n 的 所 有 这 样 
的 值 , Inlnn 就 是 InInz, 而 问题 中 n 的 其 他 值 的 个 数 是 O (zY/*) = o(z). 

接 下 来 , 只 需要 考虑 f(n) = w(n) 的 情形 . 因为 Q(n) > w(n), 故 由 (22.10.1) 以 
及 (22.10.2) 就 有 


> {Qn) = w(n)} = O(z). 


ngzr 
于 是 , n < z 中 满足 
Qn) wln) > (Inlnz)¥ 


I 
2 (a -0 


所 以 定理 431 的 一 种 情形 可 以 从 另 一 种 情形 推出 . 
考虑 n 的 不 同 的 素 因子 对 p,q( 即 p 关 9g) 的 个 数 , 将 数 对 q,p 视 为 与 p,q 不 同 
的 数 对 ， 有 w(n) 个 可 能 的 p 值 , 而 对 于 其 中 的 每 一 个 值 , 恰好 有 ww(n) - 1 个 可 能 


的 g 的 值 . 于 是 
wn) {om -l= D1= .1-1. 


alm 
me paln Pn 


的 数 的 个 数 是 


对 所 有 的 n < z 求 和 , 就 有 
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吕 vor- 号- 素 信 -中外 - 王 同 - 瑟 周 


nmSz 三 pa par 


首先 有 


这 是 由 于 这 个 级 数 是 收敛 的 . 其 次 
多 和 
2 到 -+ 


pas 


于 是 , 利用 (22.10.1) 就 有 


和 
Sa 
Sn， 
从 
Nw 
ls 
从 
9 
I 
外 
Q 
局 


> {w(n) 总 一 也 工 十 一 +O(zlnlnz)， (22.11.4) 
nz pasz PA 
现在 有 
音 2 
1 1 1 
a ee = (22.11.5) 


这 是 因为 , 如 果 pg < z, 则 有 p< z 以 及 g < z, 而 如 果 p < Vz 且 g < Vz, 则 有 
pq < z. (22.11.5) 外 面 的 两 项 中 的 每 一 项 都 是 
{Ininz+ O(D)} = (ninz)2 + O(nInz), 
从 而 有 
DD {un} =z(nlnz)? + O(nInz). (22.11.6) 
ngzr 
由 此 并 利用 (22.10.1) 和 (22.11.6) 就 推出 
> {w(n) -Ininz} 


Ss )} “he 加 (nimz) 
mSz 
=z(Inlnz)? OC) 2lnlnz {zlInlnz + O(z)} + {z+O(1)} (Inlnz)? 


=z(Inlnz)? —2z (Ininz)? +z(Inlnz)? +O(rIninz) 
=0(zIninz). (3 
如 果 在 不 超过 z 的 数 中 有 多 于 nz 个 数 满足 (22.11.3)[ 对 于 f(n) = w(m)], 那么 
SD {on) -nnz} > nr(n lnz)i+25， 


ngz 


对 于 充分 大 的 z, 这 与 (22.11.7) 矛盾 , 而 且 这 对 每 个 正 的 7 皆 为 真 ， 故而 满足 
(22.11.3) 的 n 的 个 数 是 o(z), 这 就 证 明了 定理 . 
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22.12 ”关于 圆 整 数 的 一 个 注解 


通常 称 一 个 数 是 “ 圆 整 的 ,如 果 它 是 比较 多 的 相对 较 小 的 因子 的 乘积 . 例如 ， 
1 200 = 24 x 3 x 52 肯定 会 被 称 为 一 个 贺 整 数 . 但 像 2 187 = 37 这 样 的 数 的 圆 整 性 
被 十 进 制 记 数 法 掩盖 了 起 来 . 

一 个 普遍 注意 到 的 事实 是 , 加 整数 非常 稀少 . 这 个 事实 可 以 由 任何 一 个 有 分 解 
数 癖好 的 人 来 检验 . 数 , 就 像 大 批 出 租车 或 者 火车 车 厢 的 数量 一 样 , 是 以 完全 随机 
的 方式 出 现在 人 们 的 注意 范围 内 的 . 定理 431 包含 了 这 种 现象 的 数学 解释 . 

函数 w(n) 和 Q(n) 中 的 每 一 个 都 给 出 了 的 “ 圆 整 性 ”的 一 个 自然 度量 , 它们 
中 每 一 个 通常 都 大 约 是 Inlnn, 这 是 一 个 增长 得 非常 缓慢 的 n 的 函数 . 例如 nin 107 
的 值 要 比 3 小 一 点 点 , 而 Inln 1080 又 比 5 要 大 一 点 点 . 一 个 接近 107 的 数 (因子 表 
的 极限 ) 通常 大 约会 有 3 个 素 因子 , 而 一 个 接近 1080 的 数 (这 个 数 接近 于 宇宙 中 质 
子 的 个 数 ) 大 约会 有 5 个 或 者 6 个 素 因子 . 一 个 像 

6 092 087 = 37 x 229 x 719 
这 样 的 数 在 某 个 意义 上 讲 是 一 个 “典型 的 ” 数 . 

这 些 事实 初 看 起 来 非常 令 人 吃惊 , 然而 不 合理 的 事实 深 藏 不 器 . 真正 令 人 吃惊 
的 是 大 多 数 的 数 都 有 如 此 多 的 因子 , 而 不 是 它们 都 有 如 此 少 的 因子 . 定理 431 包含 
两 个 结论 : w(n) 通常 不 比 In lnn 大 得 太 多 ; 而 且 也 不 比 它 小 得 太 多 . 正 是 这 里 的 第 
二 个 结论 更 加 深 藏 不 露 , 也 更 加 难以 证 明 . “w(n) 通常 不 比 Inlnm 大 得 太 多 ”这 一 
结论 可 以 不 需要 借助 (22.11.6) 而 从 定理 430 推导 出 来 .2 


22.13 ”dd(n) 的 正规 阶 


如 果 n= pp22 pz， 那么 

wn) =7, DO)=ail+az 十 … 十 ar，dn) 一 (1 十 ai)(l 十 az) (1 十 or)， 
又 有 2<1+ag 2 以 及 22(m < d(n) < 2220). 于 是 , 根据 定理 431 可 知 , nd(n) 的 
正规 阶 是 In2 in Inn. 

定理 432 如果。 是 正 数 , 那么 对 几乎 所 有 的 数 即 都 有 

Sse) a an) Ca te) en, (22.13.1) 

于 是 d(n) “通常 ”大 约 是 2mimn = (Inn)"? = (Inn)"%”…. 我们 不 能 肯定 地 说 
“d(n) 的 正规 阶 是 2pm””, 因为 不 等 式 (22.13.1) 要 比 (22.11.1) 的 精确 度 差 一 些 , 不 
过 可 以 粗略 地 说 “d(n) 的 正规 阶 大 约 是 2 

应 该 注意 到 , 这 个 正规 阶 要 大 大 小 于 它 的 平均 阶 Inn. 平均 值 


@ 粗略 地 说 , 如 果 x(z) 有 比 inln z 更 高 的 阶 , 且 w(n) 对 于 小 于 z 的 数 中 占 一 定 比例 的 数 都 大 于 
x(n), 那么 5。 w(n) 就 会 大 于 zx(z) 的 一 个 固定 的 倍数 , 这 与 定理 430 矛盾 . 


ngz 
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{a(1) +a(2) 二 … 二 d(m)} 
并 不 是 由 那些 “正规 的 "n( 对 这 些 正规 的 n 来 说 , d(n) 取 最 通常 的 大 小 ) 所 控制 的 ， 
而 是 由 较 少 的 那 一 部 分 n( 其 对 应 的 d(n) 取 值 要 远大 于 Inn) 所 控制 的 . 2w(n) 和 
Q(n) 的 不 规则 性 还 不 够 强 , 不 足以 产生 一 个 类 似 的 效果 . 


22.14 Selberg 定理 


我 们 将 用 下 面 三 节 来 证 明定 理 6. 对 于 本 章 较 早 的 结果 , 我 们 只 用 到 定理 420 
至 定理 424 以 及 下 面 的 事实 
y%(z) = O(z), (22.14.1) 
这 个 结论 是 定理 414 的 一 部 分 . 首先 证 明 ; 


定理 433(Selberg 定理 ) 


w(z) met A)y (5) =2zInz + O(z), (22.14.2) 
DO AnInnt DD) A(m)A(n) = 2zlnz+O(z). (22.14.3) 
ngr mnsgr 


容易 看 出 (22.14.2) 和 (22.14.3) 是 等 价 的 . 因为 
Es (2)= TE" 和 A(m) = 5 A(m)A(m)， 
mngr 


mgz/n 
又 如 果 在 a 中 取 cn = A 以 及 f(t) = Int 根据 (22.14.1) 就 有 
AW) nn= vs)Inz jn Yat = ylz)Inz + O(z). (22.14.4) 
网 可 


ngr 
在 (22.14.3) 的 证 明 中 , 我 们 用 到 了 在 16.3 节 中 定义 过 的 M6bius 函数 y(n). 根 
据 定理 263、 定 理 296 以 及 定理 298, 得 


和 1 (nm = 1)， 艺人 =0 (n> 1), (22.14.5) 
=—D x(q) nd Inn= 0 (22.14.6) 
dm 
因此 
DAWA (FE)= -PADD nd) mn 
hln hm dl 对 i 
=— pd) ndd Ah) =— Dud) ndn (3) | 


dm h| 生 din 
=An)Inn+ Dp(d) nd 


dm 
再 次 , 根据 (22.14.5) 有 
加 见 18.1 节 和 18.2 节 末尾 处 的 说 明 . 


(22.14.7) 
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Adn2 (=) = In?z, 
Du (3) 
dll 
但 是 对 n > 1, 根据 (22.14.6) 和 (22.14.7) 有 
Pro (3 Es DD (In?d—2Inzlna) 


2 Inz—Aln)inn+ >》 A(R)A(K). 
hk=n 


于 是 , 如 果 记 
S(z) = 5 x(a) in? (5), 


ngz din 
则 根据 (22.14.4) 就 有 
S(z)=In?z +2y(z)Inz— 》 Aln)lnn+ >》 A(h)A(k) 
ngr 太太 并 
= AInn+ > ，A(m)A(n) + O(z)， 
ngzr mngr 


为 了 完成 (22.14.3) 的 证 明 , 只 需要 证 明 


S(z) = 2zlnz 十 O(z). (22.14.8) 


根据 (22.14.5) 有 


- 克 2o{e 国 -省 


ngz din 


- 叱 0 国 亿 全 -十 


这 是 因为 n < z 且 满 足 dln 的 数 ”的 个 数 是 [z/d]. 如 果 去 掉 方 括号 , 则 根据 定理 


423 可 知 , 所 产生 的 误差 小 于 
> 人 (3) + 7} = O(z). 
dn 


从 而 有 


S(z) = :> 0 {mn (3) = 7} + O(z). (22.14.9) 


现在 根据 定理 422 有 


允 鹿 代 国 - 
- 克 和 [9)} 


根据 定理 423, 各 个 误差 项 之 和 至 多 为 


(22.14.10) 


Fin (3) +7}0 (a)- of ) Ra 人 G )+0W=00. 021411) 


又 根据 (22.14.5)、(22.14.6) 以 及 定理 424 有 
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交涉 
K<z/d 
香 en (3 )-"}= bP DL {m (§) -二 (22.14.12) 
=nz-7+ > 人 = 21nz + O01). 


2<nsz 


将 (22.14.9) 至 (22.14.12) 组 合 起 来 , 就 得 到 (22.14.8). 


22.15 ”函数 R(z) 和 V(&) 


根据 定理 420, 素数 定理 (定理 6) 等 价 于 : 

定理 434 wz)~z. 

这 是 我 们 要 证 明 的 最 后 一 个 定理 , 如 果 在 (22.14.2) 中 令 

W%(z) = 7£ + R(z), 
并 且 利用 定理 424, 就 得 到 
R(z)Inz + 》 AN)R (2) = O(z). (22.15.1) 
ngr 

目的 是 要 证 明 R(z) = o(z).? 

如 果 在 (22.15.1) 中 用 mm 代替 n, 而 用 z/n 代替 z, 就 有 


am 全 + ha( 寺 )=0()- 


于 是 
lnz { lnz 十 DE ®) 
I I rT 
入 be { (2) In (3) + De (3 | 
=O(zlnz)+0O (z 季 ) - O(zlnz)， 
ngr 
这 就 是 


R(z)In? z=—)) An)R(E ) Inn+ 2 Al(m) AR (去 二 ) +O(zInz), 
ngzr 


@ 当然 , 如 果 对 所 有 z 都 有 RR(z) > 0[ 或 者 对 所 有 z 都 有 R(z) < 0], 这 个 结果 的 推导 将 是 显而易见 
的 . 的 确 , 我 们 还 可 以 得 到 更 多 一 些 , 也 即 可 以 推出 R(z) = O(z/ ln z). 但 是 正如 我 们 在 目前 讨论 的 
这 个 阶段 所 知道 的 那样 , 有 可 能 R(z) 通常 的 阶 是 z, 但 是 它 的 正 值 与 负 值 的 分 布 使 得 (22.15.1) 的 
左边 那个 取 遍 n 的 和 式 与 第 一 项 有 相反 的 符号 ， 从 而 大 大 将 其 抵消 
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由 此 得 到 
IR(oin2zz< 》 on |a(3)| + O(zInz), (22.15.2) 
ngr 


其 中 
an=A(n)Inn+ > A(h)A(k), 


hk=n 
而 根据 (22.14.3) 有 
> an 一 2zlnz+O(z). 


现在 用 一 个 积分 代 将 (22 15 2) 右边 的 和 .为 此 要 证 明 
le) = |a (3)|intat+t om， (22.15.3) 


注意 到 , 如 果 t+ > t > 0, 则 有 
NR = IROEN SRG) — ROE)| = w(t) — BH) — t+ 
SYt) — wb) +t-t = F(t) — F(t), 
其 中 F(t) = w(t) +t= 0O(t), 而 F(t) 是 t 的 递增 函数 . 还 有 


Ee- )} -Er -mr 
=O (3 = O(zInz). 


分 两 步 来 证 明 (22.15.3). 首先 , 如 果 在 (22.5.1) 中 取 
a1 =0, =0n -2| Intdt, f(n) = | 有 (下 
In—l 


(22.15.4) 


那么 就 有 
Clz)= > an 一 2| Intdt = O(z) 
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| 全 | me S 感 | (Ola 
< la) -le (lee 
<| ,{r(®) -P(E)}nit<s -yf{r (si) -z 人 (3 
从 而 有 。 
.2 In (ON me |a (3)|intat 
=0 (2 (2)-F ( 寺 ) }) +O(zInz) = O(zInz). 


将 (22.15.5) 和 (22.15.6) 组 合 起 来 就 得 到 (22.15.3). 
将 (22.15.3) 用 到 (22.15.2) 之 中 , 得 


(22.15.6) 


Rollinzz < ?| |a (2)linidt+ ol (22.15.7) 
1 
可 以 将 这 个 不 等 式 的 意义 说 得 稍微 明白 一 点 , 如 果 引 进 一 个 新 的 函数 , 也 就 是 
V(6) =etR(e) =e-sy(e)—1=e | > so] 三 家 (22.15.8) 
me 


如 果 记 z 二 et 以 及 4 二 ze-", 通过 交换 积分 次 序 就 有 
[la (Dtar=e mle- mn=z| vol ac 


E 
=z| | volanac 
(22.15.7) 就 变 成 
€ re 
eve <2| | Velanc + oee). (22.15.9) 
由 于 W(z) = O(z), 故 由 (22.15.8) 得 出 , 当 上 一 co 时 V(&) 是 有 界 的 . 因此 可 
以 记 
人 
a= Hv, p=- Van, 
这 是 由 于 这 两 个 上 极限 都 存在 . 显然 有 
IV(O| < a+oll) (22.15.10) 
以 及 
volan < Ae+ ot) 
将 它 用 到 (22.15.9) 中 , 得 
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ev <2 | {BC +o(O)}ac + O(€) = ez + 0(€’), 


所 以 有 IV(&)| < 8+o(1). 故而 有 
as (22.15.11) 


22.16 ”定理 434、 定 理 6 和 定理 8 证 明 的 完成 


根据 (22.15.8), 定理 434 等 价 于 命题 : 当 上 一 co 时 V(6) 一 0, 这 也 就 是 等 价 
于 a = 0. 现在 假设 a > 0, 并 来 证 明 , 此 时 有 8 < a, 这 与 (22.15.11) 矛盾 . 我 们 还 
需要 两 个 引 理 . 


定理 435 ”存在 一 个 固定 的 正 数 4i, 使 对 每 个 正 数 61,62, 都 有 
€2 
I V(mdn 
6 
如 果 取 z = es,t = en, 根据 (22.6.1) 有 
=O Ths 
[rom-[ {eon 


< 41. 


故而 有 
€2 €2 1 
[ven=) veean -| vedan =00), 
6 0 0 
这 就 是 定理 435. 
定理 436 如果 mo >>0 且 V(m) 二 0, 那么 
上 IV(m +7)|dr < jo +0(m)). 
0 
可 以 将 (22.14.2) 写成 形式 
vz)Inz+ 》  A(m)A(n) =2zlinz+O(z). 


mngz 
如 果 z > zo > 1, 则 同样 的 结果 成 立 (用 zo 代替 z). 相 减 即 得 
wz)Inz — vzo)lnzot > A(m)A(n) = 2(zInz — zoln zo0) + O(z). 


zo<mngr 
由 于 A(n) > 0, 故 有 


0<Wz)inz 一 (zolinzo 和 2(zlnz 一 zo Inzo) + O(z)， 


由 此 推出 
IR(z)Inz — R(zo)Inzol < 2 Inz ~ zolnzo + O(z). 
取 rz = emt+r,zo =em, 所 以 R(z0) =0. 由 于 0<7<a, 有 
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V(r + DI<1- (局 =) 呈 +0 2) 


=1—e™ "+O(l/m) < r+O(1/m), 
所 以 
1 1 二 
| IV(m +7)|dr < 全 Tdr+0O (3) = 2% 十 O (3) ‘ 

现在 记 5 = 3 坟 4 候 > a, 取 5 是 任意 一 个 正 数 ,并 来 考虑 V(n) 在 区 间 
5< ngsC+6 一 a 中 的 性 状 . 根据 (22.15.8) 可 知 , 除了 在 不 连续 点 之 外 , 当 增加 
时 V(n) 递减 , 而 在 不 连续 点 处 V(n) 递增 . 这 样 一 来 , 在 我 们 的 区 间 中 , 要 么 对 某 个 
mW 有 V(m) = 0, 要 么 Y(7) 至 多 改变 一 次 符号 . 在 第 一 种 情形 下 , 利用 (22.15.10) 
和 定理 436, 对 于 大 的 5 有 


C+6 To mo 十 C+6 
| wean + | velan 
6 ¢ no mo+a 


<alm -6) +3a ta(C+6—m—o)+oll) 


=a (6- je) +oll) = a’6 + 0o(1), 
其 中 a =a(1- 闸 ) <a. 


在 第 二 种 情形 下 , 如 果 V(n) 仅 在 区 间 ¢ < m < 《+5 一 a 中 的 点 7 = nh 处 恰好 
改变 符号 一 次 , 就 有 


6 十 5 一 ae nD 
| volan =| 上 voyan| + 
然而 , 如 果 V() 在 该 区 间 中 根本 就 不 改变 符号 , 则 根据 定理 435 就 有 


C+6—a C+6—a 
上’ volen=|| Vean| < 4 


C+6—a 
| vod < 24 


从 而 


CH6 CH+5-a [16+6 
| volen=| +| IV(Dlan < 2A41+ a?+0(1) =a6 + 0(1), 
¢ ¢ C+6—a 


其 中 


mn_24ito? _ /4A1+20\ _ _ ow) 
1 =“( 皖 二 5 =al! 秃 ) = 
故而 总 有 
C+6 
| VD dn < o's+ ol1), 
其 中 o(1) 一 0( 当 5 一 oo 时 ). 如 果 M = [E/5, 则 有 
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€ M-1 [(m+1)5 € 
[人 IV(mlan= 二 | IV(mlant+ | IV(mlan 
<a Mi+o(M)+0(1)= ot +o(é). 
从 而 有 
-一 1 
下去 lime [ IV(Wldn ga <a, 

这 与 (22.15.11) 矛盾 . 由 此 推出 a = 0, 由 此 得 到 定理 434 和 定理 6. 如 同 我 们 在 
1.7 节 中 所 看 到 的 那样 , 定理 8 可 以 很 简单 地 从 定理 6 得 出 . 


22.17 ”定理 335 的 证 明 


定理 335 是 定理 434 的 一 个 简单 推论 . 根据 定理 423 有 
网 了 
Er" mn (2)=0(), 
故而 有 
M(z)Inz = > An) Inn+ oO(z). 
ngr 
根据 定理 297, 并 利用 22.15 节 中 的 记号 , 就 有 
-Buninn=D Du (3)Ad) = 5 n(n)Ad) 
ngr dk<z 


ngz dln 


-Ze 全 -ov( 国 ) 


=D (0) [2] + DR (2]) = 5+ 5, 
k<z kgz 
最 后 一 步 是 我 们 的 定义 . 现在 由 (22.14.5) 有 
Ss= DE = DD = 
kg 


ngz kn 
根据 定理 434, R(z) = o(z). 这 就 是 说 , 对 任何 es > 0, 存在 一 个 整数 N = N(e), 使 得 
对 所 有 z > N 都 有 |R(z)| < ez. 又 根据 定理 414, 对 于 所 有 z > 1 有 |R(z)| < Az. 


eu< 和 |e( 同 )|< 三 .< 辐 + 于 4 国 


<erln(z/N) + Az {lnz — ln(z/N)} + O(z) 
=ezlnz + O(z). 
由 于 = 是 任意 的 , 故而 得 到 $4 = o(zInz), 所 以 
—M(z)lnz = $53+ 54+ O(7) = o(z lnz), 
由 此 即 推出 定理 335. 
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22.18 ”有 个 素 因子 的 乘积 


设 丰 > 1, 考虑 一 个 恰好 是 上 个 素 因子 乘积 的 正 整 数 n, 也 即 
n= pip2 Pk: (22.18.1) 
按照 22.10 节 中 的 记号 , Q(n) = k. 用 六 (z) 表示 在 n < z 中 满足 此 条 件 的 数 的 个 
数 . 如 果 附 加 (22.18.1) 中 所 有 的 p 均 不 相同 这 一 限制 条 件 , 那么 n 是 无 平方 因子 
数 , 且 有 w(n) = Q(n) = 大 用 rk(z) 表示 在 n < z 中 满足 条 件 的 (无 平方 因子 ) 数 
的 个 数 . 我 们 要 来 证 明 : 
z (Inlnz, 


定理 437 A(z) ~ 六 (z) ~ ll 


如 果 像 通常 那样 取 0! = 1 的 话 , 那么 对 k= 1, 这 个 结果 就 转化 为 定理 6. 
为 了 证 明定 理 437, 引进 三 个 辅助 函数 , 也 就 是 
WD = Di Te) = DL 大 加 = 于 mm ah 
其 中 每 一 个 函数 里 的 求 和 都 取 遍 满足 pipa… pk < z 的 所 有 素数 组 pi,p2,… ,pk， 
两 个 素数 组 即便 仅仅 是 其 中 素数 p 的 次 序 不 同 , 也 仍然 被 看 作 是 不 同 的 素数 组 . 如 
果 用 cn 来 记 ”可 以 表示 成 (22.18.1) 这 种 形式 的 表示 方法 个 数 , 则 有 
HTk(z) = > tan; (2) = Do lnm. 


ngr ngr 
如 果 (22.18.1) 中 所 有 的 p 都 是 不 同 的 , 则 cn = kn!, 而 在 任何 情形 均 有 cn < A 
如 果 m 不 是 (22.18.1) 这 种 形式 , 则 有 cn = 0. 于 是 
lirk(z) < IIk(z) < ktrk(z) (k > 1). (22.18.2) 
对 于 大 > 2, 再 次 考虑 有 (22.18.1) 这 种 形式 且 其 中 至 少 有 两 个 素数 p 相等 的 情形 . 
这 种 n < z 的 个 数 是 六 (z) - rk(z). 每 一 个 这 样 的 n 都 能 表示 成 (22.18.1) 的 形式 ， 
这 里 有 DPk—1 = Ph， 所 以 
mlz)-m<s 》 1<s >》 1=M(z) (k2>2). (22.18.3) 
P1p2…PR :和 Pip2**pk—1<T 
下 面 将 要 证 明 
tk(z) ~ kz (Inlnz)! (k>2). (22.18.4) 
根据 (22.5.2)( 取 f(t) = in 如, 有 2 
Dk(Z) = Hk(z)Inz 一 | DO. 
现在 有 六 (z) < z, 故 根据 (22.18.2) 有 IIk(t) = 0O(t) 以 及 


正四 ua: = on). 
2 t 


从 而 由 (22.18.4) 知 , 对 大 > 2 有 


>). 
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_ D(z) zx kz (Inlnz)*} 
T(z) = lnz 可 名 ( 喜 ) 和 lnz (9 


但 是 根据 定理 6 可 知 , 这 对 = 1 也 为 真 , 因为 (zx) = r(z)， 在 (22.18.2) 和 
(22.18.3) 中 利用 (22.18.5) 就 可 立即 得 出 定理 437. 
现在 需要 证 明 (22.18.4). 对 所 有 大 > 1 有 


Kgk+i(z)= DD {im(paps…Ppk+i) 二 In (pipapa…Pk+i) 十:… 十 In (plpa Ph)} 


P1'“Pk+1ST 


= pt 


Pi1“Pk+1 ST pi1gT 


如 果 取 Lo(z) = 1, 则 有 
1 1 多 
Pa- 于 Fis): 


Pp1*PkST p17 
因此 , 如 果 记 f(z) = 9k(z) 一 kzLk-1(z), 就 有 
kfen(z) = (k+1) Df (3 (22.18.6) 
pgs \? 
利用 它 并 用 归纳 法 来 证 明 
f(z) =0{z (ning)!} (k>1). (22.18.7) 
首先 根据 定理 6 和 定理 420 有 


fi(z) = (7) — z= V7) — z= 0(7), 
所 以 (22.18.7) 对 上 = 1 成 立 . 现在 假设 (22.18.7) 对 上 = K > 1 为 真 , 故而 对 任何 
e > 0, 存在 一 个 zo = zo(K,e), 使 得 对 所 有 z > zo 毕 有 
lfx(z)| < er (InInz)*-! i 
由 fk(z) 的 定义 可 以 看 出 , 对 1<z < zo 有 |fr(z)| < D, 其 中 DD 只 与 K 和 ee 有 
关 . 从 而 对 足够 大 的 z, 由 定理 427 有 


2 fr ( 引 | < sllninz)”™ > £ < 2ez (Inlnz)”. 
Su/sy Pes/s0 
我 们 又 有 
2 | 六 ( 引 | < Dr(z) < Dz. 
z/ro<p<r 


由 于 天 十 1 < 2K, 从 而 根据 (22.18.6) 知 , 对 于 z > zi=zi(e,D,K)=zi(e,K) 有 
Ilfr+i(z)| < 27 {2e (Inlnz)* + Dp} < 5sez (Inlnz)”. 
由 于 。 是 任意 的 , 这 就 蕴含 对 上 = K + 1 也 有 (22.18.7) 成 立 , 所 以 根据 归纳 法 可 
知 , 结论 对 所 有 k > 1 都 成 立 . 
根据 (22.18.7), 可 以 通过 证 明 
Lx(z) ~ (Inlnz)* (k>1) (22.18.8) 
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来 完成 (22.18.4) 的 证 明 . 在 (22.18.1) 中 , 如 果 每 个 p; < zl 人 , 那么 n < z, 反 过 来 ， 
如 果 m < z, 那么 对 每 个 i 都 有 < zx. 于 是 


k k 
1 1 
了 | <Lr(z)< 学 下 
(EE 人 (2 


但 是 , 根据 定理 427 有 
Ds~ nine, 3: 3~n (PF) ~ mms, 


PSz PSzlA 


从 而 立即 得 出 (22.18.8). 


22.19 ”区 间 中 的 素数 
假设 = > 0, 那么 就 有 


T+er 2 Zz er 区 
全 Inz+in(i+e) Inz +o( 直 ) ”nz +o( 霹 ) (22.19:1) 


最 后 一 个 表达 式 是 正 的 , 只 要 z > zo(e). 于 是 总 存在 一 个 素数 p, 当 z > zole) 时 
它 满足 


rT<p<(l+e)z. (22.19.2) 
可 以 将 这 个 结果 与 定理 418 对 照 . 后 者 与 (22.19.2) 当 < = 1 时 的 情形 相对 应 , 不 过 
它 对 所 有 z > 1 都 成 立 . 
如 果 在 (22.19.1) 中 取 = = 1, 就 有 
fr(2z) — A(z) = 各 +o ( 知 ) ~ 7(z). (22.19.3) 
这 样 一 来 , 作为 一 个 初步 的 近似 , 位 于 z 和 2z 之 间 的 素数 个 数 与 小 于 z 的 素数 个 数 
一 样 多 . 初 看 起 来 这 是 令 人 吃惊 的 , 因为 我 们 知道 当 z 增加 时 接近 z 的 素数 会 变 得 
稀薄 起 来 (在 某 种 含糊 的 意义 上 ). 事实 上 , 当 z 一 co 时 有 r(2z) - 2r(z) 一 -oo( 尽 
管 这 里 不 能 证 明 这 个 结论 ), 然而 这 与 (22.19.3) 是 不 相 容 的 , 因为 (22.19.3) 等 价 于 
T(2z) 一 2r(z) = ofr(z)}. 


22.20 “关于 素数 对 p, p 十 2 的 分 布 的 一 个 猜想 


尽管 如 1.4 节 中 所 述 , 还 不 知道 是 否 有 无 穷 多 个 素数 对 p,p 十 2 存在 , 但 是 有 一 
种 论证 方法 使 得 下 面 的 结果 看 起 来 是 合理 的 : 


RB(z)~ Can. 8 (22.20.1) 
(nz) 


其 中 书 (z) 是 p< xz 中 这 种 素数 对 的 个 数 , 而 
c= {吧台} =II { a zy} (22.20.2) 


p>3 p23 
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取 z 是 任意 一 个 大 的 正 数 , 并 记 
N= I 也 - 
pVE 

我 们 将 把 任何 一 个 与 N 互 素 的 整数 n( 也 就 是 不 能 被 任何 不 超过 VE 的 素数 p 束 
除 的 整数 由 称 为 一 个 特殊 的 整数 , 并 用 S(X) 来 记 不 超过 X 的 特殊 整数 的 个 数 . 
根据 定理 62 就 有 

S(N)=9(N)=N 1 一 -| =NBz). 

(N) = 9(N) 下 }) = vB) 
从 而 区 间 (1 N) 中 特殊 整数 所 占 的 比例 是 B(z) 容易 看 出 , 这 个 比例 在 模 N 的 任 
何 一 个 完全 剩余 类 中 都 是 相同 的 , 所 以 , 对 于 任何 正 整数 7, 在 任何 一 组 rN 个 连续 
整数 中 这 个 比例 都 是 相同 的 . 
如 果 这 个 比例 在 区 间 (lz) 中 是 相同 的 , 根据 定理 429 就 应 当 有 


2 


S(z) =zB(z) ~ 


但 是 这 是 错误 的 . 对 每 个 不 超过 z 的 合 数 来 说 它 都 有 一 个 不 超过 V7 的 素 因子 ， 
从 而 不 超过 zx 的 特殊 的 ”恰好 就 只 是 介 于 Vz( 不 含 Vz 在 内 ) 与 z( 含 * 在 内 ) 之 
间 的 那些 素数 . 这 样 一 来 , 根据 定理 6 就 有 
S(z) =T(z) 一 T(VZ) ~ Es 

于 是 区 间 (1,z) 中 特殊 整数 的 比例 大 约 是 区 间 (1, N) 中 特殊 整数 的 比例 的 3e7 倍 . 

这 个 结论 并 不 令 人 吃惊 , 因为 按照 22.1 节 中 的 记号 , 再 根据 定理 413 和 定理 
434 有 

InN = 9(Vi) ~ Va, 

所 以 N 要 比 > 大 得 多 . 在 每 一 个 长 为 N 的 区 间 中 特殊 整数 的 比例 不 一 定 与 在 一 
个 ( 短 得 多 的 ) 长 为 z 的 区 间 中 特殊 整数 的 比例 相同 .? 的 确 , 我 们 有 5S(Vz) = 0, 所 
以 在 特别 的 区 间 (1, Vz) 中 它 的 比例 是 0. 注意 到 , 在 区 间 (N - z, N) 中 的 比例 再 
次 大 约 是 1/ Inz, 而 在 区 间 (N - Vz,N) 中 的 比例 再 次 是 0. 

接 下 来 计算 在 n < N 中 特殊 整数 对 n,n + 2 的 个 数 . 如 果 和 n+2 都 是 特 
殊 整 数 , 则 必定 有 n 三 1 (mod 2), n 三 2 (mod 3) 以 及 

n 三 1,2,3,… ,Pp 一 3 或 者 p 一 1 (mod p) (3<p < V7). 
于 是 n(mod N) 的 可 能 的 不同 和 会 个 数 (姑且 说 ) 是 
II ee-2)= 3N II @ 一 2) = NBi(z), 
3<pSVE 3<P<VE 

这 就 是 n < N 中 特殊 整数 对 n,n + 2 的 个 数 . 

于 是 在 区 间 (1, N) 中 特殊 整数 对 的 比例 是 Bi(z), 在 任何 rN 个 连续 整数 组 成 
的 任何 一 个 区 间 中 同样 的 结论 也 显然 成 立 . 然而, 在 较 小 的 区 间 (1,z) 中 , 特殊 整 


加 这 种 考虑 和 解释 了 为 什么 通常 的 “概率 ”方法 会 引导 出 7(z) 的 错误 浙 近 值 的 原因 . 
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数 的 比例 大 约 是 在 更 长 的 区 间 中 特殊 整数 所 占 比 例 的 iey 倍 . 因此 我 们 可 以 猜测 
(在 这 里 仅仅 是 “猜测 ", 而 不 能 证 明 ): 在 区 间 (1, x) 中 特殊 整数 对 n,n + 2 的 比例 
大 约 是 在 更 长 的 区 间 中 所 占 比例 的 ier 倍 . 但 是 在 区 间 (1,z) 中 的 特殊 整数 对 就 
是 在 区 间 (Vz,z) 中 的 素数 对 ， 于 村 下 测 


Pz) — PB(VD) ~ lozB, (2). 
根据 定理 429， 


2e-? 
B(z) ~ Tz 


所 以 
1 Bi(z) 


(nz)? {B(z)] 


Bem Bz) ~ 
但 是 , 当 z 一 co 时 有 
Biz) _, Q=-2/p) _ 2 人 二 2) ,20, 
{B(o) 1 G -Lo = 1 6 wp- 
由 于 己 (Vz) = O(Vz), 则 最 终 得 到 结果 (22.20.1). 


本 章 附注 


22.1 节 、22.2 节 以 及 22.4 节 . 这 几 节 的 定理 基本 上 属于 Tchebychef. 定理 416 曾 独 立地 
被 de Polignac 所 发 现 . 定理 415 是 Tchebychef 的 一 个 结果 的 改进 ; 我 们 在 这 里 给 出 的 证 明 
属于 Erdis 和 Kalmar. 

关于 素数 理论 的 历史 , 在 Dickson, History i, 第 18 章 Ingham 的 论文 (在 引言 和 第 1 章 
里 ) 以 及 Landau, Handbuch (3-102 以 及 883-885) 中 都 有 全 面 完 整 的 介绍 , 我 们 不 再 给 出 详 
细 的 参考 文献 . 

在 Torelli, Sulla totalita dei numeri primi, Atti della R. Acad. Di Napoli (2) 11 (1902), 
1-222 中 有 关于 这 个 理论 的 早期 历史 的 一 个 详尽 的 说 明 , 较为 简短 的 介绍 见 Glaisher，Factor 
table for the sizth million (London, 1883) 的 引言 以 及 1.4 节 的 注解 中 所 引用 的 Lehmer 的 
表 . 

22.2 节 . 不 同 的 研究 者 给 出 了 各 种 式样 的 带 有 显 式 数值 常数 的 定理 414， 例 如 ,Tcheby- 
chef[Mem. Acad. Sc. St，Petersburg 7(1850-1854), 15-33] 证 明了 : 对 足够 大 的 > 有 

(0.921…)z < g(z) < (1.105:…:)z, 
并 将 此 结果 用 到 他 对 Bertrand 猜想 的 证 明之 中 . Diamond 与 Erdis[Enseign. Math. (2) 26 
(1980) 313-321] 证 明了 : Tchebychef 所 用 的 这 种 初等 方法 可 以 使 我 们 得 到 任意 接近 于 1 的 上 
界 以 及 下 界 常数 ,遗憾 的 是 , 由 于 他 们 的 论文 在 推理 过 程 中 实际 上 用 到 了 素数 定理 , 故而 他 们 
的 结果 并 未 能 对 该 定理 给 出 独立 的 证 明 . 

22.3 节 . “Bertrand 猜想 ”说 的 是 , 对 每 个 n > 3, 存在 一 个 素数 p 满足 n<p < 2n 一 2. 
Betrand 对 n < 3 000 000 验证 了 这 个 猜想 , 而 Tchebychef 则 在 1850 年 对 所 有 n > 3 证 明 
了 这 个 猜想 . 我 们 的 定理 418 说 的 要 比 它 略 少 一 点 , 不 过 , 可 以 通过 修改 那里 的 证 明 来 证 明 这 
个 更 好 的 结果 . 我 们 的 证 明 属 于 Erd5s, Acta Litt. Ac. Sci. (Szeged), 5 (1932), 194-198. 
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有 关 定 理 419, 见 工 . Moser，Math、Mag. 23 (1950), 163-164. 也 见 Mills，Buil，4merican 
Math. Soc. 53 (1947), 604; Bang, Norsk. Mat. Tidsskr. 34 (1952), 117-118; Wright， 
American Math. Monthly, 58 (1951),616-618 和 59 (1952), 99 以 及 Journal London Math. 
Soc. 29 (1954), 63-71. 

22.7 节 , Euler 在 1737 年 证 明了 汇 p-! 和 了 (1 一 p-!) 都 是 发 散 的 . 

22.8 节 . 关于 定理 429, 见 Mertens, Journal fir Math. 78 (1874), 46-62. 另外 一 个 证 明 
(在 本 书 的 头 两 版 里 有 ) 见 Hardy, Journal London Math. Soc. 10 (1935), 91-94. 

22.10 节 . 定理 430 以 一 种 更 为 精确 的 形式 陈述 在 Hardy 和 Ramanujan, Quarterly Jour- 
nal of Math， 48 (1917), 76-92( 也 见 Ramanujan，Collected papers, no, 35) 之 中 . 它 有 可 能 
更 早 一 些 , 不 过 我 们 无 法 给 出 任何 参考 文献 . 

22.11 节 至 22.13 节 . 这 些 定理 首先 是 由 Hardy 和 Ramanujan 在 上 一 个 说 明 中 所 引用 
的 论文 里 证 明 的 . 除了 Marshall Hall 先生 向 我 们 建议 的 一 个 简化 证 明之 外 , 这 里 给 出 的 证 明 
属于 Turén, Journal London Math. Soc. 9 (1934), 274-276，Turén [同一 杂志 , 11 (1936)， 
125-133] 在 两 个 方向 上 推广 了 这 些 定理 . 

事实 上 , 函数 [w (n) 一 lglgn] /Viglgn 在 下 述 意义 下 是 正 态 分 布 的 : 对 任何 固定 的 实数 >， 
当 z 一 oo 时 ,我 人 有 

oi#{n <z: 2 < 了 一 遍 fw 全 dw. 

如 果 用 Q (n) 代替 w (n), 则 有 同样 的 结论 成 立 ， 这 些 结果 属于 Erd5s 和 Kac[Amer. J 
Math. 62 (1940), 738-742]. 

关于 加 性 函数 的 值 分 布 有 大 量 的 文献 ， 例 如 , 见 Kubilius，Probabilistic methods in the 
theory of numbers (Providence, R. I., A. M. S., 1964) 以 及 Kac, Statistical independence in 
probability, analysis and number theory (Washington, D. C., Math. Assoc. America, 1959). 

22.14 节 至 22.16 节 . A. Selberg 以 如 下 形式 给 出 他 的 定理 

D(z)lgr + D9 (a) lgp = 2zlgz + O(z) 

PS<z 

以 及 

和 ezp+ 5) lgpley’ = 2zlgz 十 O(z)- 

ps Pp'Sz 
这 些 结果 可 以 很 容易 地 从 定理 433 推导 出 来 有 两 种 本 质 上 不 同 的 方法 , 用 这 些 方法 可 以 从 
Selberg 的 定理 推导 出 素数 定理 . 第 一 种 方法 属于 Erd5s 和 Selberg 两 人 , 见 Proc. Nat Acad. 
Sci， 35 (1949), 374-384, 而 第 二 种 方法 则 单独 属于 Selberg 一 个 人 , 见 Annals of Math. 50 
(1949), 305-313. 这 两 种 方法 (从 逻辑 的 意义 上 讲 ) 都 比 我 们 给 出 的 方法 要 更 加 “初等 ”, 这 是 
由 于 这 两 种 方法 避免 了 使 用 积分 学 , 其 代价 是 证 明 的 细节 稍微 复杂 一 点 ， 我 们 在 22.15 节 和 
22.16 节 中 所 用 的 方法 基本 上 是 以 Selberg 自己 的 方法 为 基础 的 ,关于 在 证 明 中 用 %(z) 来 代 
替 9(z), 引进 积分 学 并 作出 另外 一 些小 的 改变 , 请 见 Wright, Proc. Roy Soc. Bdinburgh, 63 
(1951), 257-267. 

有 关 定 理 6 的 初等 证 明 的 另 一 种 解释 , 见 van der Corput, Collogues sur la théorie des 
nombres (Lisge 1956). 最 短 的 ( 非 初 等 的 ) 证 明 见 Errera (同一 杂志 , 111-118). 同一 卷 (pp. 
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9-66) 中 还 包含 了 一 篇 原始 论文 的 一 个 重印 本 , 在 其 中 de la Vallée Poussin( 与 Hadamard 同 
时 , 但 是 相互 独立 地 ) 给 出 了 第 一 个 证 明 (1896). 

de la Vallée Poussin 后 来 的 工作 表明 : 对 某 个 正 的 常数 c, 有 

A(z) = | 从 +0 (zexp {~cVIgc}), 
2 
w(z) = z+0 (zexp{-cVIgc}). 

这 些 结果 均 被 后 来 的 研究 工作 者 改进 了 ， 现 在 已 知 最 有 名 的 误差 项 是 O(z exp{ 一 c(lgz)” 5 
(lglgz)-15}), 这 是 由 Korobov[Uspehi Mat. Nauk 13 (1958). No. 4 (82), 185-192] 和 
Vinogradov[Izv. Akad. Nauk SSSR. Ser， Mat. 22 (1958), 161-164] 相互 独立 地 获得 的 . 

有 关 22.15 节 的 工作 的 另 一 种 可 供 选 择 的 途径 , 见 V. Nevanlinna, Soc. Sci. Fennica: 
Comm. Phys. Math. 27/3 (1962), 1-7. 同一 作者 [Ann. Acad. Sci. Fennicae A 1343 
(1964), 1-52] 还 对 各 种 不 同 的 初等 证 明 给 出 一 个 比较 说 明 . 

素数 定理 的 另外 两 个 相当 不 同 的 初等 证 明 也 已 经 给 出 . 这 些 证 明 是 分 别 由 Daboussi[C. R. 
Acad. Sci. Paris Sér. 1 Math. 298 (1984), 161-164] 和 Hildebrand( Mathematika 33(1986), 
23-30) 给 出 的 . 

多 位 研究 工作 者 指出 了 : 以 Selberg 公式 为 基础 的 初等 证 明 可 以 用 来 证 明 素数 定理 中 的 
显 式 误差 项 . 特别 地 , Diamond 与 Steinig [Invent，Math. 11 (1970), 199-258] 用 这 种 方式 证 
明了 : 对 任何 固定 的 9< ,有 

A(z) = | 基 +o (zexp{-igez)) 
以 及 
V(r) =z+O (rexp{~lg’z}). 
也 见 Lavrik 与 Sobirov[Dokl. Akad. Nauk SSSR, 211(1973), 534-536], Srinivasan 与 Sam- 
path [J. Indian Math. Soc. (N.S.), 53 (1988), 1-50] 以 及 Lu [Rocky Mountain J. Math. 29 
(1999), 979-1053]. 

22.18 节 . Landau 在 1900 年 证 明了 定理 437, 并 在 1911 年 发 现 了 xx(z) 和 mx(z) 的 更 
为 详细 的 渐 近 展开 式 . 后 来 Shah (1933 年 ) 和 S. Selberg (1940 年 ) 用 更 为 初等 的 方法 得 到 了 
后 面 那 种 类 型 的 结果 . 关于 我 们 的 证 明 以 及 有 关 文 献 的 参考 资料 , 见 Wright, Proc. Edinburgh 
Math. Soc. 9 (1954), 87-90. 

22.20 节 ， 这 种 类 型 的 讨论 方法 可 以 用 来 对 于 三 生 素数 以 及 更 长 的 素数 块 得 到 类 似 的 狂 
想 式 的 渐 近 公式 ， 见 Cherwell 和 Wright，Quart，J Math，11 (1960),60-63 以 及 P6lya, 
American Math. Monthiy 66 (1959), 375-384. Hardy 和 Littlewood [Acta Math. 44 (1923), 
1-70 (43)] 用 不 同 的 (解析 的 ) 方法 发 现 了 这 些 公式 (同样 依附 于 一 个 未 经 证 明 的 猜想 ). 他 们 
对 于 由 Staeckel 和 其 他 人 所 做 的 工作 给 出 了 参考 文献 . 有 关 另 外 一 种 简单 的 有 启发 性 的 方法 ， 
也 请 参见 Cherwell, Quarterly Journal of Math. (Oxford), 17 (1946), 46-62. 

这 些 公式 与 计算 的 结果 非常 吻合 . D. H. Lehmer 和 EE. Lehmer 将 各 种 素数 对 、 三 生 素 数 
以 及 四 生 素数 计算 到 了 40 000 000, 而 Golubew 则 将 五 生 素数 ，……… ， 九 生 素数 计算 到 了 
20 000 000( Osterreich Akad. Wiss. Math.- Naturwiss. Kl. 1971, no. 1, 19-22). 也 见 Leech 
[Math. Comp. 13 (1959), 56| 以 及 Bohman [BIT, Nordisk Tidskr. Inform. behandl. 13 
(1973), 242-244]. 
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23.1 一 维 的 Kronecker 定理 


Dirichlet 的 定理 201 断言 : 给 定 任何 一 组 实数 四 ,52,… ,3k, 都 可 以 让 所 有 的 
数 n91,n92,… ,nsx 全 都 与 整数 相差 如 我 们 所 希望 的 那样 小 本章 专门 用 来 讨论 
Kronecker 的 一 个 著名 定理 , 它 和 Dirichlet 的 这 个 定理 有 同样 的 一 般 性 的 特点 , 但 
相对 来 说 要 更 艰深 一 些 . 在 23.4 节 中 给 出 了 这 个 定理 的 最 一 般 性 的 表述 , 而 23.7 
节 至 23.9 节 要 用 三 种 不 同方 法 给 出 它 的 证 明 . 我 们 暂时 只 考虑 最 简单 的 情形 , 此 
时 只 研究 单个 的 少 . 
假设 给 定 两 个 数 8 和 a. 能 否 求 得 一 个 整数 m, 使 得 
nd—a 
接近 于 一 个 整数 ? 当 a = 0 时 , 这 个 问题 就 化 为 Dirichlet 问题 的 最 简单 情形 . 
一 眼 就 可 看 出 的 是 , 需要 对 这 个 问题 加 以 限制 才能 有 肯定 的 答案 . 如 果 9 是 一 
个 有 理 数 o/b( 已 经 约 分 成 最 简 分 数 ), 那么 (nb) = ng 一 [ny] 总 是 取 下 列 诸 值 之 一 : 
1 2 0 一 1 
oo (23.1.1) 
如 果 0<a<1, 且 a 不 是 (23.1.1) 中 诸 数 之 一 , 那么 
5-q| (r=0,1,.…. ,6b) 


有 一 个 正 的 最 小 值 y, 而 ng 一 a 与 整数 的 差 不 可 能 小 于 几 . 
显然 < 1/2b, 且 当 b 一 00 时 有 一 0, 这 就 提示 了 我 们 下 述 定理 的 正确 性 . 


定理 438 。 如果 外 是 无 理 数 , a 是 任意 的 , 且 N 和 & 都 是 正 数 , 那么 存在 整 
数 nn 和 p, 使 得 n>N 且 
In9—p—al<e. (23.1.2) 


可 以 应 用 9.10 节 的 语言 来 将 这 个 定理 的 本 质 描述 得 更 为 形象. 它 断 言 存在 mw， 
使 得 (n9) 可 以 如 我 们 所 愿 地 任意 接近 (0,1) 中 任何 一 个 数 , 换言之 有 


定理 439 如果 避 是 无 理 数 , 那么 点 集 (ng) 在 区 间 (0,1) 中 稠密 .2 
定理 438 和 定理 439 中 的 每 一 个 都 可 以 称 为 “一 维 的 Kronecker 定理 ”. 


ey 当 我 们 这 样 表述 该 定理 时 (也 就 是 不 等 式 n > N), 似乎 失去 了 一 些 东西 . 但 是 显然 , 如 果 该 点 集中 
有 可 以 任意 接近 (0, 1) 中 每 个 a 的 点 , 那么 在 这 些 点 中 就 有 使 得 n 任意 大 的 点 存在 . 
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23.2 ”一 维 定理 的 证 阴 


证 明定 理 438 和 定理 439 很 容易 , 但 是 我 们 要 给 出 好 几 个 证 明 , 以 此 来 描述 算 
术 领 域 中 不 同 的 重要 思想 . 我 们 的 某 些 方法 可 以 推广 到 多 维 的 空间 去 , 有 一 些 方法 
则 不 能 推广 . 

(i) 根据 定理 201, 对 于 k= 1, 存在 整数 nm 和 p, 使 得 In19 一 p| < e. 于 是 点 
(niV) 要 么 与 0 的 距离 是 <, 要 么 与 1 的 距离 是 e. 点 列 

(n19), (2n19), (3n19), .… 

只 要 需要 就 一 直 继 续 下 去 , 这 列 点 (在 一 个 方向 或 者 另 一 个 方向 ) 画 出 一 条 链 穿越 
区 间 (0, 1), 这 条 链 的 网 格 ? 小 于 =. 这 样 就 存在 一 个 点 (kn19), 或 者 说 是 (ny), 使 
得 它 和 (0,1) 中 任何 一 点 a 之 间 的 距离 不 超过 e. 

(ij) 可 以 重新 表述 (i) 以 避免 使 用 定理 201, 之 所 以 要 详细 这 样 做 , 是 因为 这 样 
产生 的 证 明 将 是 我 们 在 多 维 空间 的 第 一 个 证 明 原 型 . 

必须 要 证 明 点 P 或 者 (n9)( 其 中 n = 1,2,3,…) 的 集合 5 在 (0,1) 中 移 密 . 
由 于 4 是 无 理 数 , 故而 没有 点 落 在 0, 且 没 有 两 个 点 是 重合 的 . 于 是 该 集合 就 有 一 
个 极限 点 , 且 有 数 对 (P,, P+*) 存在 , 其 中 > > 0( 而 且 的 确 是 有 任意 大 的 ” 存在 )， 
使 得 它们 能 如 我 们 所 愿 任意 地 相互 接近 . 

把 有 向 线段 已 .Pt 称 为 一 个 向 量 (vector)， 如 果 我 们 标 出 一 个 与 已 Pu+r 相 
等 且 方 向 相同 的 线段 PuQ( 从 任意 一 个 点 已 出 发 ) 那么 @ 是 5S 的 另外 一 点 , 事 
实 上 它 就 是 Pn+r. 当做 出 这 样 的 构造 时 , 应 该 这 样 来 理解 : 如 果 线 段 PuQ 超出 0 
或 者 1 的 外 边 , 那么 超出 去 的 那 部 分 就 要 被 从 区 间 (0,1) 的 另 一 端点 1 或 者 0 量 
度 的 一 个 全 等 的 部 分 取代 . 

存在 长 度 小 于 < 的 向 量 , 这 样 的 向 量 (r > N) 从 5 的 任意 一 点 延长 出 去 , 特别 
地 , 它 从 P 出 发 . 如 果 从 只 出 发 , 反复 度量 出 这 样 一 个 向 量 , 就 得 到 与 (i) 中 的 链 
有 同样 性 质 的 由 点 作成 的 链 , 从 而 可 以 用 同样 的 方法 完成 证 明 . 

(ii) 有 另外 一 个 有 趣 的 “几何 的 ” 证明, 它 不 可 能 推广 到 多 维 空间 (无 论 如 何 ， 
作 这 样 的 推广 是 很 容易 的 ). 

如 同 在 3.8 节 中 一 样 , 我 们 在 单位 圆 的 圆周 上 表示 实数 , 而 不 在 直线 上 表示 实 
数 . 这 种 表示 法 自动 将 整数 剔除 在 外 . 0 和 1 用 圆周 上 的 同一 个 点 来 表示 , 因此 , 一 
般 说 来 , (n5) 和 nz 也 是 用 同一 个 点 来 表示 . 

说 5 在 这 个 圆 上 稠密 , 就 是 说 每 个 a 都 属于 导出 集 5'?. 如 果 a 属于 5, 但 不 
属于 5', 就 会 存在 一 个 围绕 a 的 区 间 , 其 中 除了 a 自己 以 外 , 没有 5 的 其 他 点 , 这 


加 这 里 的 网 格 指 的 是 读 链 上 相信 点 之 间 的 距离. 
人 @ 所 谓 一 个 集合 5 的 导出 集 7, 指 的 是 该 集合 所 有 极限 点 组 成 的 集合 , 如 果 恰 有 S = 5', 则 称 5 是 


一 个 完全 集 或 者 完满 集 . 一 一 译 者 注 
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样 就 有 接近 a 的 点 , 它 既 不 属于 5, 也 不 属于 S'. 于 是 我 们 只 要 证 明 每 个 a 要 么 属 
于 5, 要 么 属于 S' 就 行 了 . 

如 果 a 既 不 属于 5S, 也 不 属于 S', 那么 就 有 一 个 区 间 (a -6,a +6') 存在 (5 
和 5' 都 是 正 数 ), 它 的 内 部 不 包含 5 的 点 . 在 所 有 这 样 的 区 间 中 有 一 个 区 间 是 最 大 
的 .2 我 们 把 这 个 最 大 的 区 间 I(a) 称 为 a 的 拒绝 区 间 (excluded interval). 

显然 , 如 果 a 被 一 个 拒绝 区 间 I(a) 所 包围 , 那么 a - 就 被 一 个 全 等 的 拒绝 
区 间 I(a -3) 所 包围 . 这 样 就 定义 了 一 个 无 穷 的 区 间 序 列 

Taj，I(a — ©), I(a— 29),.…,， 

它们 类 似 地 围绕 点 a,a - 3,a - 29,… 而 布置 开 来 . 这 些 区 间 中 没有 任何 两 个 是 
重合 的 , 这 是 因为 3 是 无 理 数 , 也 没有 两 个 区 间 相 互 重 又 , 这 是 因为 两 个 重 登 的 区 
间 就 会 共同 构造 出 一 个 更 大 的 区 间 , 该 区 间 中 没有 5 中 的 点 , 并 且 环绕 这 些 点 中 的 
一 个 点 . 这 是 一 对 矛盾 , 因为 圆周 上 不 可 能 包含 无 穷 多 个 长 度 相等 的 不 相 重 登 区 间 . 
这 对 矛盾 表明 , 不 可 能 有 区 间 I(a) 存在 , 这 就 证 明了 定理 . 

(iv) Kronecker 本 人 给 出 的 证 明 要 更 复杂 一 些 , 不 过 它 也 证 明了 更 多 的 东西 . 它 
证 明了 : 

定理 440 。 如果 是 无 理 数 , a 是 任意 的 ， 且 N 是 正 数 , 那么 就 存在 一 个 
n> N 和 一 个 有 使 得 有 


ln2? 一 pP 一 al < 3. 
应 该 注意 到 , 这 个 定理 不 像 定 理 438 那样 , 它 是 用 n 给 出 了 “误差 ” 的 一 个 确 
定 的 界 , 这 是 和 定理 183 以 及 定理 193 当 a = 0 时 所 给 出 的 那些 结果 同一 类 型 的 


(尽管 没有 那么 精确 ). 
根据 定理 193, 存在 互 素 的 整数 g > 2N 和 , 使 得 

|o8 一 7| < 了 (23.2.1) 
假设 Q 是 一 个 整数 , 或 者 是 这 两 个 整数 之 一 , 使 得 有 

lsa -Ql < (23.2.2) 
可 以 将 @ 表示 成 形式 

Oa (23.2.3) 
其 中 和 w 是 整数 , 而 

hl < 34. (23.2.4) 


那么 就 有 
dog 一 一 a)=v(99 一 7) 一 (aa 一 9)， 


© 我 们 把 正式 的 证 明 留 给 读者 去 做 ， 这 个 证 明 要 依赖 于 对 5 和 5' 的 可 能 值 构造 出 “Dedekind 分 割 ”， 
这 是 在 初等 分 析 中 热 知 的 东西 . 
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于 是 根据 (23.2.1), (23.2.2) 以 及 (23.2.4) 就 有 


leg uo < 92+3=1 (23.2.5) 
如 果 现在 记 
n=g+v, p=r+u, 
那么 就 有 
N<jas<ns 3 (23.2.6) 
以 及 


ng-p-al<g-u-al+log-r<1+1L=-2<3 
9 9 9 
[根据 (23.2.1), (23.2.5) 以 及 (23.2.6)]. 
有 可 能 对 这 个 定理 中 的 数字 3 加 以 改进 (但 不 是 用 这 个 方法 , 而 是 用 一 种 很 有 
趣 的 方法 ). 第 24 章 将 再 回 到 这 个 问题 . 


23.3 ”反射 光线 的 问题 


在 转向 Kronecker 定理 的 一 般 性 的 证 明之 前 , 我 们 要 将 已 经 证 明 的 特例 应 用 到 
Kanig 和 Sziics 所 解决 的 一 个 简单 却 颇 有 趣味 的 平面 几何 问题 中 . 
| ¥ sie a 正方 形 的 边 是 反射 镜面 . 一 束 光线 从 正方 
i 形 内 部 的 一 个 点 发 出 , 并 反复 被 镜面 所 反射 . 
小 A ,|。 它 的 路 径 有 何 特征 ?9 
定理 441 光线 的 路 径 要 么 是 闭 的 且 有 
周期 性 , 要 么 在 该 正方 形 中 稠密 ， 并 在 途中 任 
意 接近 正方 形 中 的 每 一 个 点 . 它 有 周期 性 的 一 
个 充分 必要 的 条 件 是 : 正方 形 的 一 边 与 这 束 光 
~X 线 的 起 始 方向 的 央 角 有 一 个 有 理 数 值 的 正切 
值 . 


在 图 9 中 与 坐标 轴 平 行 的 直线 是 
本 z=l+ 和 y=m+ 2 
Ca 人 3 
其 中 ! 和 mm 是 整数 . 图 中 那个 边 长 为 1、 环 绕 原 点 的 粗 黑 边框 的 正方 形 就 是 问题 
中 的 正方 形 , 其 中 点 P 或 者 (a,5) 是 起 点 . 我 们 来 构造 P 经 过 直接 反射 或 者 反复 
反射 在 镜面 中 所 得 到 的 所 有 的 映像 . 稍 加 思考 即 可 证 明 它们 有 四 种 类 型 , 不 同类 型 
的 映像 坐标 是 

@ 有 可 能 意外 地 发 生 该 东 光 线 穿 过 正方 形 的 一 个 角 . 此 时 , 假设 它 循 前 面 的 路 径 返 回 . 这 是 根据 连续 

性 的 考虑 而 做 出 的 约定 . 
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(A) a + 21,8+ 2m; (B) a+21,—b+ 2m+ 1; 


(C)—at+2l+1,b+2m; (D)—-a+2l+1,-—b+2m+1; 
其 中 ! 和 m 是 任意 的 整数 . ”此 外 , 如 果 在 P 点 的 速度 有 方向 余弦 和 ,jy, 那么 速度 
对 应 的 映像 就 有 方向 余弦 
(A) NA (BM,-p; (C)—Np (D) -Np 
基于 对 称 性 , 可 以 假设 py 是 正 的 . 
如 果 我 们 想象 把 平面 划分 成 单位 边 长 的 正方 形 , 一 个 典型 的 正方 形 的 内 部 是 


1 1 1 1 
li-3<r<l+ts, m-a3<Yy<m+s (23.3.1) 
那么 每 一 个 正方 形 都 恰好 包含 原点 正方 形 
-3<7< -3 <y<3 


中 每 个 点 的 一 个 映像 . 如 果 原 点 正方 形 中 任意 一 个 点 在 (23.3.1) 中 的 映像 是 类 型 
4,B, C 或 者 万 之 一 , 那么 原点 正方 形 中 任意 其 他 的 点 在 (23.3.1) 中 的 映像 也 有 同 
一 类 型 . 

现在 想象 与 光线 一 道 移动 . 当 P 在 点 Q 与 镜面 相遇 时 , 它 就 和 一 个 映像 重 
合 . 暂时 与 已 重 合 的 的 映像 在 一 个 与 基本 正方 形 相 邻 接 的 正方 形 中 继续 P 的 移 
动 (按照 原来 的 方向 ). 我 们 跟随 其 映像 在 正方 形 中 的 这 种 运动 , 直到 它 循 次 与 正方 
形 的 一 条 边 相 遇 为 止 . 显然 P 原来 的 路 径 将 会 在 同一 条 线 L 上 一 直 继 续 下 去 , 中 
间 经 历 一 系列 不 同 的 映像 . 工 在 任何 一 个 正方 形 (23.3.1) 中 的 一 段 线段 都 是 P 的 路 
径 在 原来 正方 形 中 直线 部 分 的 映像. 在 工 位 于 不 同 正方 形 中 的 线段 与 P 的 介 于 相 
邻接 的 反射 之 间 的 那 部 分 路 径 之 间 存 在 一 个 一 一 对 应 , 工 的 每 一 个 线段 都 是 的 
路 径 的 对 应 部 分 的 一 个 映像 . 

如 果 PP 沿 同样 的 方向 运动 回 到 了 最 初 的 位 置 , 则 P 在 原来 的 正方 形 中 的 路 径 
将 会 是 周期 性 的 . 这 样 的 情形 会 发 生 , 当 且 仅 当 工 通过 原来 的 点 P 的 一 个 类 型 4 
的 映像 . L 上 任意 一 点 的 坐标 是 z = a+ Xt，3 = b+ pt. 于 是 这 个 路 径 将 是 周期 性 
的 , 当 且 仅 当 对 某 个 t 和 整数 1,m 有 Xt = 21， jt = 2m, 也 就 是 如 果 和 /J 是 有 理 数 . 

剩 下 来 要 证 明 , 当 和 /jy 是 无 理 数 时 , P 的 路 径 可 以 任意 接近 于 该 正方 形 的 每 一 
个 点 (&,n). 对 此 的 充分 必要 条 件 是 工 应 该 任意 接近 于 (&,7) 的 某 个 映像 , 而 一 个 
充分 条 件 是 它 应 该 任意 接近 (&,7n) 的 某 个 类 型 4 的 映像 . 而 且 , 如 果 对 每 个 6 和 
任何 正 数 < 及 对 某 个 正 数 上 和 适当 的 整数 !, m 有 


la+M—é€—2l<e, lb+ut—7n—2ml<e, (23.3.2) 
那么 这 些 条件 就 是 满足 的 . 
取 二 也 十 2m 一 b 
en 上 
Q@ > 坐标 取 到 从 a 出 发 重复 使 用 代 换 z' = 1 一 z 以 及 z' = 一 1 -- z 得 到 的 所 有 的 值 . 这 个 图 指出 了 


与 非 负 的 ! 和 m 所 对 应 的 映像. 
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此 时 (23.3.2) 的 第 二 个 不 等 式 自动 满足 . 而 此 时 第 一 个 不 等 式 就 变 成 
Im3—w—i|< se, 
2 
其 中 


入 入 1 
下 二 2=(8-nN) -aA 


定理 438 表明 , 当 3 是 无 理 数 时 , 存在 ! 和 m( 它 们 足够 大 , 使 得 t 是 正 数 ), 使 得 
(23.3.3) 得 以 满足 . 


23.4 “一般 定理 的 表述 


我 们 转向 维 空间 的 一 般 性 问题 . 给 定 诸 数 妇 ,32,… , 3k, 我 们 希望 用 加 ,92， 
… ,Bk 的 相同 倍数 来 逼近 任意 一 组 非 整数 的 数 a1, a2,… , ak. 根据 23.1 节 显然 可 
见 , 诸 9 必须 是 无 理 数 , 但 是 对 于 逼近 的 可 能 性 来 说 , 这 个 条 件 并 不 充分 . 
例如 大 = 2 时 , 假设 9 % oa 8 都 是 正 数 且 小 于 1, 3 和 4( 无 论 它们 是 有 理 数 还 
是 无 理 数 ) 对 于 整数 a,b,c 满足 一 个 关系 式 
ay+bg$+c=0. 


| 那么 a.n9+b.np 和 a(n9) 十 b(ng) 是 整数 , 且 坐 标 为 
(n9) 以 及 (ng) 的 点 在 有 限 多 条 直线 的 某 一 条 上 . 例如 ， 
图 10 指出 的 是 a = 2,b = 3 的 情形 , 此 时 点 在 诸 直线 

2z + 3y = v(v = 1,2,3,4) 中 的 某 一 条 上 ， 显 然 , 如 果 


(ao,B) 不 在 这 几 条 直线 中 的 任何 一 条 上 , 就 不 可 能 用 高 
ss 于 某 个 确定 的 精确 度 来 逼近 它 . 
称 一 组 数 
图 &, 名， 人 


是 线性 无 关 的 (linearly independent), 如 果 它 们 之 间 没有 线性 关系 
al8l 十 a262 十 … 十 artr =0 
成 立 , 其 中 a1,a2,… ,ar 是 一 组 不 全 为 零 的 整数 . 例如 , 如 果 pi,p2,… ,pr 是 不 同 
的 素数 , 那么 
Inpi, Inp2, +… , Inpr 
是 线性 无 关 的 , 这 是 因为 
alnpi+azlnp2+:…+arlnpr =0 

就 是 p?'p3? .…pe" = 1, 这 与 算术 基本 定理 矛盾 . 

现在 将 Kronecker 定理 表述 成 一 般 的 形式 . 

定理 442 如果 bi,g2…… ,9k,1 是 线性 无 关 的 , a1,Q2，… ,Qk 是 任意 的 , 且 
N 和 = 都 是 正 数 , 那么 就 存在 整数 n> N, pl,pa,，… ,Pk, 使 得 有 

Indm — pm—am|l<e (m=1,2,...3k). 
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也 可 以 将 此 定理 表述 成 与 定理 439 对 应 的 形式 , 但 是 为 此 必须 要 将 9.10 节 中 
的 定义 推广 到 维 空间 中 去 . 

如 果 上 维 空间 中 一 个 点 P 的 坐标 是 z1,72,… ,zk, 且 5 是 正 数 , 那么 满足 

Iz% 一 zml 和 5 (m=1,2,...,k) 
的 点 21, x,… ,zh 的 集合 称 为 点 P 的 一 个 领域 . 术语 极限 点 、 导 出 集 、 闭 集 (closed 
set)、 自 稠密 集 (dense set in itself) 以 及 完全 集 (perfect set) 都 在 9.10 节 中 给 出 了 精 
确 的 定义 . 最 后 , 如 果 把 由 
0g<zm<1 (mm=12 ,月 

定义 的 集合 称 为 “单位 立方 体 ”, 那么 一 个 点 集 5 在 单位 立方 体 中 稠密 , 如 果 该 立方 
体 的 每 一 个 点 都 是 导出 集 5' 的 一 个 点 . 


定理 443 ”如 果 ,2，… ,9k,1 是 线性 无 关 的 , 那么 点 集 
(nm19), (nd2),*… , (ndk) 
在 单位 立方 体内 稠密 . 


23.5 ”定理 的 两 种 形式 


Kronecker 定理 还 有 另 一 种 可 供 选 择 的 形式 , 在 此 形式 中 假设 和 结论 都 要 少 一 
点 . 


定理 444 。 如 果 人 ,92,… , 胃 是 线性 无 关 的 , a1,Q2，,… ,ak 是 任意 的 , 且 人 了 

和 上 是 正 数 , 那么 存在 一 个 实数 上 以 及 整数 Pi,pa,，… ,Pk, 使 得 上 > 了 以 及 
lim — pm —am|l<e (m=1,2,...,k). 

定理 444 中 的 基本 假设 条 件 弱 于 定理 442 中 的 假设 条 件 , 这 是 因为 它 仅仅 考 
虚 了 诸 个 9 之 间 的 齐 次 的 线性 关系 . 例如 四 = V3,32 = 1 满足 定理 444 的 条 件 , 但 
不 满足 定理 442 的 条 件 . 又 在 定理 444 中 , 恰好 有 一 个 9 可 以 是 有 理 数 . 定理 444 
结论 也 要 弱 一 些 , 因为 t 不 一 定 是 整数 . 

容易 证 明 这 两 个 定理 等 价 . 给 出 这 个 定理 的 这 两 种 形式 是 有 用 的 , 因为 某 些 证 
明 会 自然 地 引导 到 其 中 的 一 种 形式 , 而 另外 一 些 证 明 则 会 引导 到 定理 的 另 一 种 形 
式 


(1) 定理 444 蕴含 定理 442. 不 妨 可 以 假设 每 一 个 9 都 在 (0,1) 中 , 且 e <1. 
对 数组 
D1, D2, 7 Pky 1 aa 02, ，ak, 0 
来 应 用 定理 444, 将 定理 444 中 的 大 换 成 大 十 1 将 工 换 成 YN +1,s 换 成 3e. 此 时 
关于 线性 无 关 性 的 假设 就 是 定理 442 中 的 假设 , 从 而 其 结论 可 以 表示 成 
t>N+l, (23.5.1) 
lin — pm — am| < # (i (23.5.2) 
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lt—pxrri| < je: (23.5.3) 
从 (23.5.1) 和 (23.5.3) 推出 pk+l > N, 又 由 (23.5.2) 和 (23.5.3) 得 到 


|pk+agm — pm 一 am| 和 lt9m — pm 一 am| 十 性 一 pk+l| < e. 

这 些 就 是 定理 442 的 结论 , 其 中 n = Pk+1- 

(2) 定理 442 蕴含 定理 444. 现在 要 从 定理 442 推导 出 定理 444. 首先 注意 到 ， 
(无 论 哪 一 种 形式 的 )Kronecker 定理 都 是 “关于 诸 a 是 加 性 的 ”. 如 果 这 个 结果 对 一 
组 少 和 一 组 a1,… ,ak 为 真 , 且 对 同一 组 9 以 及 另 一 组 81,… ,Bk 也 为 真 , 那么 它 
对 于 同样 的 3 以 及 aa + B1,… ,ak + Bk 也 为 真 . 这 是 因为 , 如 果 诸 pg 和 a 的 差 ， 
以 及 诸 q9 和 6 的 差 都 几乎 是 整数 , 那么 (p+g)9 和 a+ 8 的 差 也 几乎 是 一 个 整数 . 

如 果 四 ,52,，… ,9k+1 是 线性 无 关 的 , 那么 


Dk 
Berl” Bt 
也 是 线性 无 关 的 . 对 N = T, 将 定理 442 应 用 到 数组 
D1 Ok 
Betl” Ber Sn 
中 . 那样 就 存在 整数 n > N,p1,… ,pk, 使 得 有 
和 一 pm 一 am|<e (m=1,2,...,k). (23.5.4) 


如 果 取 t = mn/ek+l 那么 不 等 式 (23.5.4) 就 是 所 要 求 的 那些 不 等 式 中 的 个 不 等 
式 ,而 |t9k41 一 n|=0<e. 又 有 t>n>N= 工 .这样 就 对 


D1, OH Qs, Qk 0 
得 到 了 定理 444. 类 似 地 可 以 对 
D1 Dk, Okt1; 0, 7, 0, Qkp+l 


证 明定 理 , 由 是 整个 定理 即 根据 (2) 的 开头 所 作 的 说 明 得 出 . 


23.6 一 个 例证 


Kronecker 定理 是 那样 一 些 数学 定理 中 的 一 个 , 粗略 地 说 来 , 这 种 定理 断言 “有 
时 候 不 可 能 的 事情 也 会 发 生 , 无 论 它 是 多 么 的 不 可 信 ?. 可 以 “用 天 文学 的 方法 " 来 
给 出 它 的 解释 . 

假设 个 球形 行星 在 同心 同 平面 的 圆周 上 绕 着 一 个 点 O 旋转 , 它们 的 角速度 
是 2xwi,2nwz,… ,2rwk, 假设 在 O 点 处 有 一 个 观察 者 , 最 里 面 的 行星 P 的 表面 直 
径 (从 O 点 看 过 去 ) 大 于 任何 一 个 外 面 的 行星 的 表面 直径. 

如 果 在 时 刻 t = 0 时 诸 行星 全 部 都 连接 在 一 起 (从 而 P 掩盖 了 所 有 其 他 的 行 
星 ), 则 在 时 刻 t 时 它们 的 角 坐 标 是 2xtw1,…. 定理 201 表明 , 可 以 选取 一 个 任意 
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大 的 t, 对 于 这 个 t 来 说 , 所 有 这 些 角 都 可 以 任意 地 接近 2x 的 整数 倍 . 因此 整个 系 
统 被 P 所 掩盖 将 会 不 断 反 复 地 出 现 . 这 个 结论 对 所 有 的 角速度 都 成 立 . 

如 果 一 开始 时 的 角 坐 标 是 aa,az,…… ,ak, 那么 这 样 的 掩盖 可 能 永远 不 会 出 现 . 
例如 , 有 两 个 行星 一 开始 可 能 处 在 相 冲 的 位 置 ?, 并 且 有 相等 的 角速度 . 然而 , 假设 
诸 角速度 是 线性 无 关 的 . 那么 定理 444 表明 , 对 于 适当 的 t( 它 可 以 任意 大 ), 所 有 的 

2rtwl + Ql, ，2Ttuok 十 ak 


都 会 任意 接近 2x 的 倍数 , 那 时 掩盖 就 将 再 次 发 生 , 而 不 管 其 起 始 位 置 如 何 . 


23.7 Lettenmeyer 给 出 的 定理 的 证 明 


现在 假设 k= 2, 并 此 时 用 属于 Lettenmeyer 的 “几何 的 ” 方法 来 证 明 Kronecker 
定理 . 当 大 = 1 时 , Lettenmeye 的 论证 方法 化 为 23.2 节 (ii) 中 所 用 的 方法 . 
取 这 个 定理 的 第 一 种 形式 , 用 ,9 取代 胡 ,92. 可 以 假设 
0<3<]1, 0<9<1. 
需要 证 明 : 如 果 ,9,1 是 线性 无 关 的 , 那么 坐标 为 
(nb), (ng) (=12…) 
下 已, 在 单位 正方 形 中 币 密 . 没有 两 个 P, 是 重合 的 , 也 没有 书 , 落 在 正方 形 的 边 


”把 有 向 线段 
PP (n>0,r>0) 

称 为 一 个 向 量 ， 如 果 取 任何 点 Pn, 画 出 一 个 与 向 量 已,P,+r 相等 并 且 平 行 的 向 
量 PnQ, 那么 这 个 向 量 的 另外 一 个 端点 Q@ 是 这 个 集合 中 的 一 个 点 (事实 上 它 就 是 
Pn+r). 这 里 我 们 自然 采用 23.2 节 (ii) 中 与 此 相对 应 的 约定 , 也 就 是 : 如 果 PmQ 与 
正方 形 的 一 边 相 遇 , 那么 它 就 沿 同样 的 方向 从 正方 形 相反 边 上 对 应 的 那 一 点 继续 前 
行 . 

由 于 没有 两 个 已 , 是 重合 的 , 故而 集合 (P,) 有 一 个 极限 点 . 这 样 一 来 , 就 存在 
长 度 小 于 任何 正 数 。 的 向 量 以 及 其 中 7 可 以 任意 大 的 向 量 . 称 这 样 的 向 量 为 = 向 
量 (e-vector). 有 < 向 量 存在 , 还 有 7 可 以 任意 大 的 < 向 量 存在 , 它们 从 每 个 PP 出 
发 , 特别 地 从 已 出 发 . 如 果 =s < min(3,09,1 一 四 ,1 一 9), 则 所 有 从 P 出 发 的 = 向量 
都 是 不 断裂 的 , 也 就 是 说 不 与 正方 形 的 边 相遇 . 

由 此 推出 会 出 现 两 种 情形 . 

(1) 存在 两 个 不 平行 的 = 向量. ”此 时 , 我 们 从 Pi 开始 将 它们 标注 出 来 , 并 以 
万 以 及 这 两 个 向 量 的 另外 两 个 端点 为 基础 构造 出 一 个 格 . 这 样 一 来 , 正方 形 的 每 个 
点 就 与 某 个 格 点 相距 的 距离 不 超过 =, 定理 即 由 此 得 出 . 


加 这 里 的 。 “ 相 冲 ” E 个 术语 , 它 指 的 是 这 两 个 行星 与 已 处 在 一 条 直线 上 , 且 已 来 在 这 两 个 


行星 之 间 . 一 一 
四 2 泊 们 不 区 分 一 条 直线 上 的 丙 个 方向 
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(2) 所 有 e 向 量 都 是 平行 的 . 此 时 , 所 有 从 已 出 发 的 。 向 量 都 处 在 同一 条 直线 

上 , 而 且 在 这 条 直线 上 存在 点 P., P,, 它们 有 任意 大 的 下 标 r,s. 由 于 望 ,P,P 共 
线 , 故 有 

yy $1 

(r9) (rg) 1 

(s9) (sp) 1 


中 $ 1 
rg 一 [rg ro 一 [rg 工 |， 
sg 一 [sg sg 一 [s 骨 1 


d= 


所 以 有 

人 9 1 
[r9] [rg 7 一 1 
[s9] [sg] s 一 1 
或 者 说 og + 邮 +c= 0, 其 中 a,b,c 为 整数 . 但 是 3,9,1 是 线性 无 关 的 , 于 是 a,b,c 
全 都 为 0. 从 而 特别 地 有 


=0, 


[lrg] r-1l1|_ 
ls9] s-1| 
也 就 是 
[sd] _ [rd] 
s—1 r-l 
由 于 存在 具有 任意 大 s 的 P,, 故 可 以 令 s 一 co, 这 样 就 得 到 
$= lim 上 = kg] 
sl r-l 


然而 由 于 由 是 无 理 数 , 故 这 是 不 可 能 的 . 
由 此 推 得 情形 (2) 是 不 可 能 的 , 所 以 定理 得 到 证 明 . 


23.8 ”Estermann 给 出 的 定理 的 证 明 


Lettenmeyer 的 方法 可 以 推广 到 大 维 空间 中 去 , 从 而 导出 Kronecker 定理 的 一 
个 一 般 性 的 证 明 . 但 是 其 蕴含 的 思想 在 二 维 的 情形 中 已 经 充分 说 明了 . 在 本 节 以 及 
23.9 节 中 , 我 们 要 用 两 个 很 不 相同 的 方法 来 证 明 这 个 一 般 性 的 定理 . 
Estermann 的 证 明 用 的 是 归纳 法 . 他 的 方法 表明 : 如 果 该 定理 在 一 1 维 空间 
中 为 真 , 那么 它 在 维 空间 中 也 为 真 . 他 还 附带 证 明了 该 定理 在 一 维 空间 中 为 真 . 
所 以 这 个 证 明 是 完备 的 . 不 过 我 们 已 经 证 明了 这 一 点 , 如 果 读 者 愿意 的 话 , 可 以 认 
为 这 是 理所当然 的 . 
该 定理 的 第 一 种 形式 表述 的 是 : 如 果 轨 ,52,.… ,94, 1 是 线性 无 关 的 , 1, a2,… ， 
ak 是 任意 的 , = 和 w 是 正 数 , 那么 存在 整数 n,p1,p2,… ,Pk, 使 得 
n>w (23.8.1) 


以 及 
Indm — pm—aml<e (m=1,2,...,k). (23.8.2) 
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这 里 要 强调 的 是 n 可 以 取 大 的 正 数值 . 其 实 这 个 结论 对 于 n 取 正 值 还 是 负 值 都 是 
成 立 的 . 这 样 也 可 以 断言 更 多 一 点 结论 , 也 即 : 给 定 正 数 = 和 w, 给 定 一 个 ( 正 负 
号 均 可 ), 那么 可 以 选取 n 和 p 使 得 (23.8.2) 得 以 满足 , 且 有 
In| > w， signn = sign 和 (23.8.3) 
其 中 第 二 个 方程 表示 n 和 和 有 相同 的 符号 . 我 们 需要 证 明 : (a) 如 果 它 对 上 一 1 为 
真 , 那么 它 对 上 也 为 真 ; (b) 当 上 = 1 时 它 为 真 . 
根据 定理 201, 存在 整数 


s>0, bi, ba, ..., bk, 
使 得 有 nh 
|sgm — bm| < 于 (m = 1,2…… ,k). (23.8.4) 
由 于 9 是 无 理 数 , 故 有 s9 一 bx 天 0. 而 人 淫 
SVm — Om 


™ sdk.—b 
(其 中 最 后 一 个 数 是 1) 是 线性 无 关 的 ， 这 是 因为 它们 之 间 的 线性 关系 就 会 包含 D1 
D2,… ,Dk,1 之 间 的 一 个 线性 关系 . 
首先 假设 > 1, 并 假设 该 定理 对 一 1 为 真 . 将 定理 (用 上 一 1 代替) 应 用 
到 数组 
91,982，… ,Bk-1 (代替 91,92,… ,9k-1)， 


Bi = oa -ak 向 ,Ba = ao -ak ,Bk-1 = Qk-1 一 akgk-l( 代 替 aaya2， ak- 
3 (代替 e)， A(sge 一 bx) (代替 入 )， 
Q = (w+1)|s9k — bk| +|ax| (代替 wh)， (23.8.5) 
则 存在 整数 ck,c1, cz,… ,ck-1， 使 得 有 
lek| > Qm，sign ck = sign {和 (sdk — bk)} (23.8.6) 
和 
|ckgm 一 cm — Bml < 新 (m=1,2,.…,k— 1). (23.8.7) 
成 立 . 不 等 式 (23.8.7) 如 果 用 诸 数 3 来 表示 即 形 如 
CK Ok 1 i a 
ES (sgm — bm)— cm— Qam|< 2 (m 一 1 2…… ,k). (23.8.8) 


如 同 我 们 可 以 这 样 做 的 那样 , 在 这 里 加 入 了 m 的 值 k, 因为 当 m = 时 (23.8.8) 的 
左边 变 成 了 零 . 

我 们 已 经 假设 了 kk> 1. 当 大 = 1 时 , (23.8.8) 是 平凡 的 , 所 以 , 显而易见 的 是 只 
需要 选取 cx 以 满足 (23.8.6) 即 可 . 

现在 来 选取 一 个 整数 N 使 得 


CK ok 
一 一 一 | <1， 23.8.9 
| SODk 一 bk De ( ) 


并 取 = Ns, pm = Nbm + cm. 那么 , 根据 (23.8.4), (23.8.8) 以 及 (23.8.9) 就 有 
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|ngm 一 pn — am|=|N (sOm — bm) — cm — arm| 


Ck 二 Ok 


< 
SUk 一 bk 


(sm — bm) 一 cm 一 am| + {sdm — bm| 


1 . 
<3e+5e=e(m= 1,2,..k). 


这 就 是 (23.8.2). 其 次 由 (23.8.5) 和 (23.8.6) 有 
ck 十 ak | lekl — laxl 
sDk 一 外 | ”|s9k 一 中 | 
所 以 有 |N| > w 以 及 In| = |Nls>|N| > w. 最 后 , n 与 N 有 同样 的 符号 , 所 以 , 根 
据 (23.8.9) 和 (23.8.10), 这 也 与 


>w+l, (23.8.10) 


ck 
SODk 一 bk 
的 符号 相同 . 根据 (23.8.6), 这 也 就 是 和 的 符号 . 
于 是 , n 和 p 满足 所 有 的 要 求 , 这 就 完成 了 从 kk 一 1 到 的 归纳 推理 . 


23.9 ”Bohr 给 出 的 定理 的 证 明 


Kronecker 定理 还 有 若干 个 “解析 的 ”证 明 , 其 中 似乎 是 最 简单 的 一 个 证 明 属 
于 Bohr. 所 有 这 些 证 明 都 依赖 于 下 面 的 事实 : 
e(z) = eis 
有 周期 1, 且 它 取 值 为 1 当 且 仅 当 x 是 一 个 整数 . 
首先 注意 到 , 如 果 是 一 个 非 零 的 实数 , 那么 


A 
如 果 c = 0, 则 它 的 值 为 1. 由 此 推出 , 如 果 
X(t) = 》 boecib (23.9.1) 
其 中 没有 两 个 6 是 相等 的 , 那么 “ 
T 
b= im 到 人 x(t)e— itdt. (23.9.2) 
取 Kronecker 定理 的 第 二 种 形式 (定理 444), 并 考虑 函数 
9(t) = | 下 (b)|， (23.9.3) 
其 中 人 
F(t) =1+ De(dnt— om) (23.9.4) 


是 实 变量 + 的 函数 . 显然 ft) <k 了 
如 果 Kronecker 定理 为 真 , 就 可 以 求 得 一 个 大 的 t, 使 得 和 式 中 的 每 一 项 都 接 
近 于 1, 且 b(t) 接近 于 大 + 1. 反 过 来 , 如 果 对 某 个 大 的 t, 6(t) 接近 于 +1, 那么 
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(由 于 没有 哪 一 项 的 绝对 值 可 以 超过 1) 每 一 项 必须 都 接近 于 1, 从 而 Kronecker 定 
理 必定 为 真 . 这 样 一 来 , 如 果 能 证 明 
je) 一 大 十 1， (23.9.5) 
我 们 就 证 明了 Kronecker 定理 . 
这 个 证 明 以 F(t) 与 个 变量 z 的 函数 


(zl,z2…… ,ZK) 二 1 十 Z1 十 Z2 十 … 十 ITK (23.9.6) 
之 间 的 某 种 形式 的 关系 作为 基础 . 如 果 用 多 项 式 定理 将 取 p 次 知 , 就 得 到 
P= Donn nT? ov， (23.9.7) 
这 里 诸 系 数 a 都 是 正 数 . 它们 单个 的 值 无 关 紧 要 , 但 是 它们 的 和 是 
aa= 如 (1 1D= (二 1DP. (23.9.8) 


我 们 还 需要 对 它们 的 个 数 有 一 个 上 界 . 当 大 = 1 时 它们 有 p+ 1 个 , 而 且 
(1+za 十 ,十 ZK)p 一 Grattapt( ) (1+zi 十 :十 zk_i)P-IZk 十 十 


所 以 , 当 从 人 大- 1 过 渡 到 时 , 其 个 数 至 多 被 乘 了 p+ 1 倍 . 因此 这 种 a 的 个 数 不 
超过 (p 十 1)*.” 

现在 作出 与 下 对 应 的 寡 

Fz={l+e(Ot 一 ai) 十 … 二 e(okt 一 ak)}P 

这 是 一 个 形 如 (23.9.1) 的 和 , 它 是 在 (23.9.7) 中 用 e (5.t - ar) 代替 zr 后 得 到 的 . 
当 这 样 做 时 ，(23.9.7) 中 的 每 一 个 乘积 z?! ... zn* 都 会 产生 一 个 不 同 的 c,, 这 是 因为 
两 个 cv 的 相等 将 会 蕴含 诸 9 之 间 的 一 个 线性 关系 .” 由 此 推出 , 每 个 系数 b, 都 有 
一 个 与 对 应 的 系数 a 相等 的 绝对 值 , 且 有 |b,| = 汇 a = (k 二 1)?. 

现在 假设 与 (23.9.5) 相 矛 盾 地 有 

Jim¢(t) < 大 十 1. (23.9.9) 

那么 就 存在 一 个 和 和 一 个 to, 使 得 对 t+t> 如 有 |F(t)| < 入 <k+1, 且 有 


mi 访 人 IFGOPdt < lim 上 Mdt = AP. 
这 样 就 有 
bl = lim + FY e-~itdt| < Esl "IF Pdt 和 XP 
bl= im 去 | {POP ea < ms] POP dt < Xe, 
从 而 对 每 个 a 都 有 a < Xr. 由 于 至 多 有 (p +1)* 个 a, 这 样 就 得 出 


(kK+1)?= Da< (p+1)*, 
这 也 就 是 


CD 实际 的 个 数 是 { 了 ) 
@ 在 这 里 仅仅 用 到 了 渚 9 的 线性 无 关 性 , 这 当然 是 证明 的 核心 
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p 
kt < (p+1)*. (23.9.10) 


入 
( 宇 ) = 


其 中 5 > 0. 故而 ei < (p + 1)5 而 这 对 于 大 的 p 来 说 是 不 可 能 的 , 这 是 因为 当 
了 一 eco 时 有 esp(p+1)* 一 0. 故而 (23.9.9) 对 于 大 的 p 产生 矛盾 , 这 就 证 明了 定理 ， 


但 是 A < 天 + 1l, 所 以 有 


23.10 一 致 分 布 


Kronecker 定理 虽然 是 很 重要 的 , 但 是 它 没有 对 点 集 (n) 或 者 (nbi) , (na) ，… 
说 出 我 们 所 关注 的 全 部 信息 . 这 些 集合 不 仅仅 在 单位 区 间或 者 单位 立方 体 中 稠密 ， 
而 且 还 是 “一 致 分 布 的 ”. 

暂时 回 到 一 维 的 情形 , 我 们 说 一 个 点 集 P, 在 (0,1) 中 是 一 致 分 布 的 (uniformly 
distributed), 粗略 地 说 , 如 果 (0, 1) 的 每 个 子 区 间 包 含 的 点 都 占有 它 应 有 的 份额 . 要 
给 出 它 的 精确 的 定义 , 假设 了 是 (0,1) 的 一 个 子 区 间 , 并 且 既 用 7 来 表示 区 间 , 也 用 
了 来 表示 它 的 长 度 . 如 果 ni 是 落 在 了 中 的 点 已 , 户 ,… , 忆 , 的 个 数 , 且 当 n 一 co 
时 , 不 论 是 什么 样 的 7, 都 有 


学 一 也 (23.10.1) 
那么 这 个 集合 就 是 一 致 分 布 的 . 还 可 以 把 (23.10.1) 写成 下 面 任 一 形式 
ni~nl, n=nl+o(n). (23.10.2) 


定理 445 ”如 果 浊 是 无 理 数 , 那么 诸 点 (ny) 在 (0,1) 中 是 一 致 分 布 的 . 

设 0<。< 证 ,根据 定理 439, 可 以 选取 让 使 得 0 < (j) =5<e. 记 K = [中 
如 果 0 < h < K, 那么 区 间 I 就 是 满足 

(hid) <z < ({h+1}i9) 
的 点 集 . 这 里 I 超出 了 点 1, 而 我 们 是 在 用 23.2 节 (十 ) 中 的 圆周 表示 法 . 用 n(n) 
来 表示 落 在 I 中 的 (9) , (25),… ,(n3) 的 个 数 ， 如果 (t9) 落 在 Zo 中 , 其 中 是 
一 个 正 整数 , 那么 ({t + hj}9) 落 在 到 中 , 且 反 之 亦 然 . 于 是 , 如 果 n > hj, 则 有 
n(n) 一 m4(hj) = mo(n 一 hj). 但 是 m4(hj) < hj, 且 mo(n 一 hj) 之 mo(n) 一 hj, 故 有 
Mn) — hj < h(n) < Moln) + hj, 


所 以 


im PV -1 (0<h<K). (23.10.3) 
mco mo(n) 
现在 有 
K-—l1 K 
Dmln) <n < mn), 
h=0 


h=0 
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由 (23.10.3) 就 推导 出 
1 


1 
< lm Cy <,Im, 和 < 元 . (23.10.4) 


如 果 工 是 区 间 (a,6), 且 6 一 2 则 存在 整数 wk, 使 得 
0< (ud) Sag({utl}id) < (w+ 月 19)<6< ({utk+1}jd), 


所 以 
ut+k—1 十 大 
mms<nrs< Cm) 
h=u+1 


因此 , 利用 (23.10.3) 就 有 
k-1g ln -< Hi k+l 


noo MN) 、n 一 co 2 ) 
由 此 , 再 利用 (23.10.4) 即 得 


3 [一 大 十 1 
KT < dim” Sim i 
但 是 
Ki<1<(K+1)6, (K-16<I<(k+1)6. 
从 而 


让 in < < 全 
由 于 可 以 选取 e( 从 而 5 亦 如 此 ) 任意 地 小 , 这 就 推出 (23.10.1). 

一 致 分 布 的 定义 可 以 立即 被 推广 到 维 空间 中 去 , Kronecker 的 一 般 性 定理 可 
以 用 同样 的 方式 加 以 改善 . 但 是 其 证 明 更 为 复杂 . 

很 自然 地 要 问 , 在 诸 由 一 个 或 者 多 个 线性 关系 相 联 系 的 例外 情形 下 会 怎么 
样 呢 . 例如 , 假设 = 3. 如 果 有 一 个 关系 存在 , 则 点 P 就 局 限 在 某 些 平面 上 , 如 
同 在 23.4 节 中 它们 局 限 在 某 些 直 线 上 一 样 . 如 果 有 两 个 关系 存在 , 则 点 已, 就 局 限 
在 直线 上 . 这 种 相似 性 提示 我 们 : 在 这 些 平面 或 者 直线 上 的 分 布 应 该 是 稠密 的 , 而 
且 的 确 还 是 一 致 分 布 的 . 可 以 证 明 这 的 确 如 此 , 且 在 k 维 空间 中 对 应 的 定理 仍然 为 
真 . 


本 章 附 注 


23.1 节 . Kronecker 在 Berliner Sitzungsberichte 1884 [Werke, iii (i), 47-110] 中 首先 陈 
述 并 证 明了 他 的 定理 . 关于 此 后 受 这 个 定理 的 启发 所 进行 的 研究 工作 的 一 个 更 完全 的 介绍 以 
及 论著 目录 , 见 Cassels，Diophantine approrimation. 一 维 的 定理 似乎 应 该 属于 Tchebychef: 
见 Koksma 的 书 76 页 . 

23.2 节 . 证 明 ( 道 ) 见 Hardy 与 Littlewood，Acta Math，37 (1914), 155-191, 特别 是 
161-162. 

23.3 节 .，Kénig 和 Sziics,，Rendiconti del circolo matematico di Palermo, 36 (1913), 
79-90. 

23.7 节 . Lettenmeyer, Proc. London Math. Soc. (2), 21 (1923), 306-314. 
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23.8 节 . Estermann, Journal London Math. Soc. 8 (1933), 18-20. 

23.9 节 ，H. Bohr，JJournal London Math. Soc.、，9 (1934), 5-6; 有 关 它 的 一 个 变形 , 见 
Proc. London Math. Soc. (2), 21 (1923), 315-316. 在 Bohr 和 Jessen, Journal London 
Math. Soc. 7 (1932), 274-275 中 还 有 另 一 个 简单 的 证 明 . 

23.10 节 . 定理 445 似乎 是 在 同一 时 期 由 Bohl、Sierpifiski 以 及 Weyl 分 别 独立 地 发 现 的 . 
见 Koksma 的 书 第 92 页 . 我 所 给 出 的 这 种 特殊 形式 的 证 明 是 由 Miclavc 博士 建议 的 [Proc. 
American Math. Soc. 39 (1973), 279-280]. 

毫 无 疑问 , 这 个 定理 的 最 好 的 证 明 是 Weyl 在 Math，Annalen, 77 (1916), 313-352 上 发 
表 的 一 篇 很 重要 的 论文 中 给 出 的 ，Weyl 证 明了 : 诸 数 

(f(D)， (7(2)), (7(3))， 

在 (0, 1) 中 一 致 分 布 的 一 个 充分 必要 条 件 是 , 对 每 个 整数 h 都 有 


De{hf (v)} = on). 


v=1 
这 个 原理 有 许多 重要 的 应 用 , 特别 是 对 本 章 末尾 提 到 的 那些 问题 , 
有 关 一 致 分 布 这 一 论题 的 详细 说 明 , 见 Kuipers 和 Niederreiter 的 著作 . 


第 24 章 数 的 几何 


24.1 ”基本 定理 的 导 引 和 重新 表述 


本 章 是 “ 数 的 几何 ”的 一 个 导 引 , 这 个 由 Minkowski 创立 的 研究 分 支 是 以 他 的 
基本 定理 37 以 及 该 定理 在 n 维 空间 中 的 推广 作为 基础 的 . 

我 们 将 需要 在 n 维 空间 中 推广 3.9 节 至 3.11 节 中 用 过 的 概念 . 但 是 , 如 同 3.11 
节 中 说 过 的 那样 , 这 些 都 是 容易 解决 的 , 如 3.5 节 , 我 们 定义 一 个 格 以 及 格 的 等 价 ， 
其 中 的 平行 四 边 形 被 n 维 平行 六 面体 所 取代 , 而 凸 区 域 则 如 同 在 3.9 节 中 的 第 一 
个 定义 一 样 .” 于 是 Minkowski 的 定理 就 是 : 


定理 446 。n 维 空间 中 关于 原点 对 称 且 体积 大 于 2" 的 任何 一 个 凸 区 域 都 包 
含 一 个 坐标 回 为 整数 且 不 全 为 零 的 点 . 

通过 修改 第 3 章 定理 37 的 任意 一 个 证 明 都 可 以 证 明定 理 446. 例如 , 取 Mordell 
的 证 明 . 诸 平 面 


zr =2pr/t (r=1,2,... ,7) 
将 空间 划分 成 体积 为 (2/t)" 的 立方 体 . 如 果 N(t) 是 这 些 立 方 体 在 所 考虑 的 区 域 
中 顶 角 的 个 数 , 而 V 是 RR 的 体积 , 那么 , 当 上 一 co 时 
(2/bnN() = V. 
又 如 果 V > 2" 且 t 充分 大 , 则 有 N(t) > tn. 这 样 一 来 , 证 明 就 可 以 与 以 前 一 样 来 
完成 . 
如 果 &1,&2,… ,én 是 关于 z1,72,… ,zn 的 线性 型 , 比方 说 


ér = arl71l 十 ar272 十 :… 十 arnzn (r=1,2,.… ,n), (24.1.1) 
其 中 系数 是 实数 , 且 行 列 式 
all al2 … Qn 
A=| : #0, (24.1.2) 
Qnl Qn2 … Onn 


那么 在 & 空间 中 与 整数 z1,z2,… ,zn 对 应 的 点 作成 一 个 格 A”: 称 A 是 这 个 格 的 
行列 式 . z 空间 的 一 个 区 域 R 被 转变 成 5 空间 的 一 个 区 域 P, z 空间 的 一 个 凸 区 域 


外 第 二 个 定义 也 可 以 经 过 修改 后 用 到 n 维 情形 中 去 , 直线 1 变 成 一 个 n 一 1 维 的 “平面 "(而 第 一 个 定 
义 中 的 直线 仍然 是 一 条 “直线 "). 我 们 将 使 用 三 维 的 语言 : 这 样 一 来 我 们 就 把 区 域 |z1| < L lzz| < 
1,… ,|zn| < 1 称 为 “单位 立方 体 ”. 

加 在 3.5 节 中 , 我 们 用 表示 直线 作成 的 格 , 用 A 表示 对 应 的 点 格 . 现在 更 方便 的 是 保留 用 希腊 字母 
来 表示 “ 空间 ”中 的 构造 - 
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且 变 成 & 空间 的 一 个 凸 区 域 P.” 我 们 还 有 


人 aas = 由 aa -ar 


所 以 PP 的 体积 是 R 的 体积 的 |A| 倍 . 于 是 可 以 将 定理 446 重新 表述 成 下 列 形式 : 


定理 447 如 果 人 是 行列 式 为 人 的 一 个 格 , 已 是 一 个 关于 原点 O 对 称 的 凸 
区 域 , 且 它 的 体积 大 于 2"|A|, 那么 已 包含 人 的 一 个 异 于 O 的 点 . 


本 章 将 始终 假设 A 取 0. 


24.2 ”简单 的 应 用 


接 下 来 的 几 个 定理 都 将 有 同样 的 特点 . 我 们 将 会 给 定 一 组 型 6, 它们 通常 是 线 
性 齐 次 的 , 但 是 有 时 候 (如 同 在 定理 455 中 那样 ) 也 是 非 齐 次 的 , 我 们 将 要 证 明 : 存 
在 诸 zr 的 整数 值 (通常 不 全 为 零 ), 使 得 诸 6 满足 某 种 不 等 式 . 对 各 种 简单 的 区 域 
P 应 用 定理 447 就 能 立即 得 到 这 样 的 定理 . 

(1) 首先 假设 P 是 由 

上 | < Au |6a| < Xa， ln| < hn 

所 定义 的 区 域 . 这 是 凸 的 且 关 于 O 为 对 称 的 区 域 , 且 它 的 体积 是 2? 和 1X2… An. 如 
果 XiXz…:Xn > |A|, 那么 已 包含 一 个 异 于 O 的 格 点 . 如 果 XiXa …'》Xn > |Al, 则 在 
书 内 部 或 者 边界 上 存在 一 个 异 于 O 的 格 点 . ”这 样 就 得 到 : 


定理 448 如果 61,62，,… ,6 是 关于 zl72，… ,Zn 的 实 系数 的 齐 次 线性 型 ， 
且 行列 式 A, 和 1, 和 2，,… ,和 An 均 为 正 数 , 又 有 


AliXz … 和 Xn > |Al, (24.2.1) 
那么 就 存在 不 全 为 零 的 整数 T1,T2，… ,Tn, 使 得 
上 | < A, él) < Ny ,Sn| < Mn (24.2.2) 


特别 地 , 可 以 使 得 对 每 个 7 都 有 |5r| < MI 


(2) 第 二 , 假设 P 定义 为 
|&1+ | 人 | 十 … 十 | 人 | < 入 . (24.2.3) 
如 果 n = 2, 则 P 是 一 个 正方 形 ; 如 果 n = 3, 则 P 是 一 个 正八 面体 . 一 般 情形 下 ， 
它 由 2" 个 全 等 的 部 分 组 成 , 在 每 个 “ 卦 限 ” 中 都 有 它 的 一 个 部 分 . 显然 它 关 于 O 
是 对 称 的 , 而 且 还 是 凸 的 , 因为 对 正 的 py 和 yj 有 


本 凸 区 域 的 不 变性 依赖 于 线性 变换 的 两 个 性 质 , 也 就 是 : (1) 直线 和 平面 被 变换 成 直线 和 平面 ，(2) 直 


线 上 点 的 次 序 不 改变 . 
@ 在 这 里 , 我 们 求助 于 连续 性 将 关于 开 区 域 的 一 个 结果 转变 成 为 关于 闭 区 域 的 一 个 结果 . 当然 , 可 以 在 


一 般 性 的 定理 446 和 定理 447 中 作 类 似 的 改变 , 于 是 任何 一 个 关于 原点 对 称 且 体积 不 小 于 2” 的 
闲 同 区 域 都 会 在 它 内 部 或 者 边界 上 含有 一 个 异 于 O 的 格 点 . 我 们 将 不 再 这 样 明显 地 提 及 对 于 连续 性 
的 这 样 简单 的 应 用 . 
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lng + 1E| < pl + pe. 
在 正 的 卦 限 &. > 0 中 的 体积 是 


1 it 61 n 
ae de 本 各: 


nl! 
如 果 X" > n!|Al, 那么 已 的 体积 超过 2" |Al, 于 是 在 已 中 除了 O 以 外 , 还 存在 一 
个 格 点 , 这 样 就 得 到 : 


定理 449 存在 不 全 为 零 的 整数 zl,z2,… ,Tn, 使 得 

[al+ él+ .+ én < (nt A (24.2.4) 
因为 根据 算术 与 几何 平均 的 定理 有 

njéié2 人 < 和 | 十 la 十 … 十 ln， 


我 们 还 有 : 

定理 450 ”存在 不 全 为 零 的 整数 zl,z2,…… ,Tn, 使 得 

le en 和 nnllAl. (24.2.5) 
(3) 作为 第 三 个 应 用 , 定义 P 为 
++…+6 < 
这 个 区 域 是 凸 的 , 因为 对 正 的 j 和 jv 有 
(ug + EN) < (p+ p) (2 十 NE) 

P 的 体积 是 和 "h, 其 中 ” 


nn 
Jn= 由 “ | déidé2.** den = rn+) 
E21+63+."…+E2 <1 
这 样 就 得 到 : 
定理 451 存在 不 全 为 零 的 整数 T1,T2，,… ,Zn, 使 得 
2/n 
姓 十 如 十 十 名 和 4 (和 锡 ) . (24.2.6) 


定理 451 可 以 用 不 同 的 方式 来 表达 . 一 个 关于 z1,z2,… ,zn 的 二 次 型 (quadratic 
form)Q 是 一 个 函数 
Q(z1,72,.* ,Tn) = DD onarrzs, 


r=1 s=1 


其 中 usr = ans，Q 的 行列 式 D 是 它 的 系数 的 行列 式 ， 如 果 对 所 有 不 全 为 零 的 
zz ,Zn 都 有 Q > 0, 则 @Q 称 为 是 正定 的 (positive definite). 熟知 ”, 8 可 以 表 
示 成 @ = 好 十 驶 十 … 十 如 的 形式 , 其 中 &1,€2,…, én 都 是 实 系数 的 线性 型 且 行列 
式 为 VD. 从 而 定理 451 可 以 重新 表述 成 : 


OD 例如 , 见 Whittaker 和 Watson，Modern analysis, 1920( 第 3 版 ): 258. 对 于 n 二 2 和 mn 二 3 时 


的 加 和 球 的 体积 , 得 到 数值 x5A? 和 3x 和 3. 
加 例如 , 见 B6cher, Introduction to Boher algebra, 第 10 章 或 者 Ferrar, Algebra, 第 11 章 . 
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定理 452 如果 Q@ 是 关于 Z1,72,… ,Zn 的 一 个 正定 二 次 型 , 行列 式 为 DD, 那 
么 存在 zi,z2,…… ,Zn 的 不 全 为 零 的 整数 值 , 使 得 有 
Q@ < 4DVn 万 2/n. (24.2.7) 


24.3 ”定理 448 的 算术 证 明 


定理 448 有 各 种 不 依赖 于 定理 446 的 证 明 , 这 个 定理 的 重要 性 使 我 们 希望 给 
出 它 的 一 个 证 明 . 为 简单 起 见 , 我 们 仅 讨论 n = 2 的 情形 . 于 是 给 定 了 实 系 数 的 线 
性 型 
€=ar+i+By, 7=77+6y, (24.3.1) 
其 行列 式 A = a6 - 67 关 0, 且 正 数 和 ,w 使 得 Ap > |Al. 我 们 需要 证 明 , 对 某 个 不 
全 为 零 的 整数 vx 和 2 有 
ll <X, mlswp. (24.3.2) 
显然 可 以 假设 A > 0. 
分 三 步 来 证 明 : (1) 当 系 数 是 整数 且 每 一 对 数 a, 8 和 +,6 都 互 素 时 ; (2) 当 系 
数 为 有 理 数 时 ; (3) 一 般 情形 . 
(1) 首先 假设 a, 68,y 和 5 都 是 整数 , 且 
(a,8)= (7,6)=1. 
由 于 (a,6) = 1 故 存在 整数 p 和 9, 使 得 ag - Bp = 1. 线性 变换 
art+By=X, pr+qy=Y 
在 整数 对 z,y 与 X,Y 之 间 建 立 了 一 个 一 一 对 应 . 且 有 
€=X, n=rX+AY, 
其 中 7 = yg - 6p 是 整数 . 所 以 只 要 对 某 个 不 全 为 零 的 整数 X 和 并 有 | < 入 和 
In| < 成立 就 够 了 . 
如 果 和 <1, 那 么 u> 人 A, 且 X=0,Y=1 给 出 £=0,|n|= 人 A<yk. 如 果 和 >1， 
则 在 定理 36 中 取 


n=[N, €=- 天 ,， h=Y, k=X.° 


0<X<IN<X 


- 划 < ^ __A 至 
XI n+l DJ+l 入 
所 以 X = 大 和 Y= 户 满足 我 们 的 要 求 . 
(2) 其 次 假设 a, 8,7 和 5 是 任意 有 理 数 . 那么 可 以 选取 p 和 o, 使 得 
& =AE=az+pby T=0n=Y7+0Y, 


mx+Arl=Ax|- 芭 <h 


@ 这 里 的 & 不 是 本 节 里 的 那个 &. 


24.4 最 好 的 可 能 的 不 等 式 ”397 


其 中 a',8',y' 和 5' 都 是 整数 , ( oa,8') =1, (7Y,5')=1, 且 A’= oa/6'— By = poA. 
我 们 还 有 pA .oy > A', 于 是 根据 (1) 就 存在 不 全 为 零 的 整数 x,y, 使 得 
上 人 和 pA WI cn 

这 些 不 等 式 等 价 于 (24.3.2), 所 以 就 在 情形 (2) 证 明了 定理 . 

(3) 最 后 , 假设 a, ,7 和 6 不 受 限制 . 如 果 令 a = wVA,… ,& = £'VA,…, 那 
么 A' = a'6' -BT = 1. 如 果 定 理 对 于 A =1 以 及 Nj > 1 已 经 证 明 , 那么 就 存在 
不 全 为 零 的 整数 z,y, 使 得 

IEI SN, vlsw, 

而 这 些 不 等 式 等 价 于 (24.3.2)( 对 于 和 = 和 VA, p= WVA, X > A). 从 而 不 失 一 般 
性 , 可 以 假设 A =1.? 

可 以 选取 一 列 有 理 数组 an, Bn, "Yn,5n, 使 得 

Qnbn 一 Brmn = 1, 
且 当 nn 一 oo 时 有 ow 一 a,Bn 一 BB,…. 由 (2) 推出 , 存在 不 全 为 零 的 整数 zs 和 
yn, 使 得 
lanzn + Bnyn| < A 7nzn + ényn| 和 从 (24.3.3) 
又 有 
|zn| = |6n (anzn + Bnyn) 一 (YnTn + ényn)| < Alon| + plBn|, 

所 以 zs 有 界 . 类 似 地 , yn 也 有 界 . 由 于 zs 和 gr 都 是 整数 , 故而 由 此 推出 , 某 一 对 
整数 z,y 必定 在 数 对 zn,yn 之 中 出 现 无 穷 多 次 . 在 (24.3.3) 中 取 zn = zi 加 = 乡 
并 令 n 取 适 当 的 值 趋向 于 无 穷 大 , 就 得 到 (24.3.2). 

特别 要 注意 到 , 这 种 转化 成 有 理 系数 或 者 整 系数 情形 的 证 明 方法 不 能 应 用 到 定 


理 450 这 样 的 定理 中 去 . 这 个 定理 ( 当 n = 2 时 ) 断言 对 适当 的 z,y 有 enl < 31A 


如 果 我 们 试图 利用 上 面 (3) 的 论证 方法 , 由 于 zn 和 加 不 一 定 有 界 , 该 方法 会 失效 . 
这 种 失效 很 自然 , 因为 当 系数 为 有 理 数 时 该 定理 是 平凡 的 : 显然 可 以 选取 > 和 y， 


使 得 有 5 = 0 En| =0 < 二 [Al. 


24.4 ”最 好 的 可 能 的 不 等 式 


容易 看 出 , 定理 448 是 这 种 类 型 的 结果 中 的 最 佳 定理 , 这 里 最 佳 的 含义 在 于 ， 
如 果 (24.2.1) 代 之 以 对 任何 六 <1 有 
NM An > kIA), (24.4.1) 
则 该 定理 将 不 再 成 立 ， 这 样 一 来 , 如 果 对 每 个 + 有 &. = zr, 就 有 A = 1 以 及 
入 = VE, 这 样 (24.4.1) 就 得 以 满足 . 但 是 lcr| < 和 A < 1 蕴含 rr = 0, 所 以 (24.2.2) 
除了 ml = za = … = 0 之 外 没有 其 他 的 解 . 


@ 类 似 地 借助 于 齐 性 使 我 们 能 将 本 章 里 任何 一 个 定理 的 证 明 化 简 成 A 有 任意 指定 值 这 种 情形 的 证 明 . 
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自然 要 问 , 定理 449 至 定理 451 是 否 也 类 似 地 都 是 “最 佳 的 "? 除了 一 种 情形 
之 外 , 这 个 问题 的 答案 都 是 否定 的 . (24.2.4), (24.2.5) 和 (24.2.6) 右边 的 数值 常数 都 
可 以 被 更 小 的 数 代 蔡 . 

要 提 及 的 一 个 特殊 情形 是 定理 449 当 n = 2 时 的 情形 . 这 个 定理 断言 我 们 可 
以 使 得 

lg| + Inl < V21AD), (24.4.2) 

而 且 容 易 看 出 , 这 是 最 佳 的 结果 . 如 果 & = z+y, 7 =z 一 y, 那么 A = 一 2, (24.4.2) 
就 变 成 上 十 nl < 2. 但 是 
全 十 四 | = max (|é+7|,|€ — 7)) = max (|2z| ,|2yl), 
除了 z=y=0 以 外 它 不 可 能 小 于 2.” 

定理 450 即便 当 n = 2 时 也 不 是 最 佳 的 定理 . 当 n = 2 时 它 断 言 
Ién| < 3IAl (24.4.3) 


我 们 将 在 24.6 节 中 证 明 , 这 里 的 3 可 以 被 更 小 的 常数 5 -+ 所 取代 , 我 们 还 将 在 定 


理 451 中 作出 相应 的 改进 . 这 个 定理 ( 当 n=2 时 ) 断言 
6 + < Ar lA), 


4 
而 我 们 将 要 证 明 , 4r-1 = 1.27.… 能 被 (#) 二 1.15.… 所 取代 . 


要 
我 们 还 将 证 明 5-4 和 9 是 最 佳 的 常数 ， 当 n > 2 时 , 确定 最 佳 的 常数 是 
很 困难 的 . 


24.5 ”关于 &? 十 712 的 最 好 可 能 的 不 等 式 


如 果 
Q(z,Y) = ar? + 2bzy 十 cy2 

是 一 个 关于 z 和 2 的 ( 实 系数 , 但 不 一 定 是 整 系数 的 ) 二 次 型 ， 

T=pz' 二 qy，y1y=rz' 十 sy (ps 一 gr 三 士 ]) 
是 在 3.6 节 的 意义 下 的 一 个 么 模 变 换 . 而 

Q(z,9) = eT + 2 TY + oY? = Q(z), 
那么 就 称 Q 与 Q' 等 价 , 并 记 成 8 ~ Q' 容易 验证 有 a'c - 妇 = ac 一 器, 故而 等 
价 的 型 有 相同 的 判别 式 . 显然 ,“ 对 适当 的 整数 z,y 有 |Q| < 局 与 “对 适当 的 整数 
z 有 18'| < k” 这 两 个 结论 是 相互 等 价 的 . 


人 @ 实际 上 定理 449 当 n = 2 时 的 情形 等 价 于 定理 448 中 对 应 的 情形 . 
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现在 设 zo,yo 是 互 素 的 整数 , 它们 使 得 M = Q(zo,yo) 关 0. 可 以 选取 z1,y 使 
得 zoyi - ziyo = 1. 变换 
T=7T07 +TY, Y= Yr + (24.5.1) 
是 将 Q(z,y) 变换 成 Q'(z',y) 的 一 个 么 模 变 换 , 其 中 
:= azg + 2b7oyo + cy = Q(zo,Yo) = M. 
如 果 进 一 步 再 做 一 个 么 模 变换 
t= +ny, Y=, (24.5.2) 
其 中 n 是 一 个 整数 , a' = M 不 变 , 而 b' 则 变 成 
WW=b +na=b +nM. 
由 于 M 并 0, 故 可 以 选取 n 使 得 -|M| < 2b" < |MI. 这 样 就 用 么 模 变换 把 Q(z,y) 
变换 成 了 
Q'(z， 2 ) PF Mz + 2b"r"y" 十 C Vy 2， 
其 中 -IM| < 26” < MI.? 
现在 可 以 对 n = 2 的 情形 改进 定理 450 和 定理 451 的 结果 . 首先 讨论 后 一 个 
定理 . 


定理 453 ”存在 不 全 为 零 的 整数 7,y, 使 得 


日 
+ < (4) IAl. (24.5.3) 
而 且 , 除了 
+ 人 ~ (3 IAl(z2 + zy +y) (24.5.4) 
这 种 情形 之 外 , 结论 中 都 有 不 等 号 成 立 . 
我 们 有 
£2 + =az2 十 2bzy 十 cy2 = Q(z,y)， (24.5.5) 
其 中 


a=02+7,b=aB+7y6,c= B+62, 

ac—-b?=(a6— BY) = A?>0. (24:5:0) 
这 样 一 来 , 除了 z = y = 0 的 情形 之 外 , 都 有 Q > 0, 而 且 存在 至 多 有 限 多 对 整 
数 z,y, 使 得 @ 小 于 任意 给 定 的 此 由 此 推出 , 在 这 样 不 全 为 零 的 整数 对 中 , 存在 
一 个 整数 对 ， 比 方 说 就 是 (zo,yo), 它 使 得 Q 取 到 正 的 最 小 值 m， 显然 , zo 和 yo 
是 互 素 的 , 所 以 , 根据 我 们 刚刚 说 过 的 , @ 与 一 个 型 8” 等 价 , 其 中 a” = m 以 及 
-m < 2b' < m. 这 样 一 来 (去 掉 撤 号 ), 就 可 以 假设 这 个 型 是 

m7? + 2bzy + cy2， 
其 中 -m < 25 < m. 那样 就 有 c > m, 这 是 因为 , 如 若 不 然 , 那么 由 z= 0,y=1 就 
会 给 出 一 个 小 于 m 的 值 ， 而 且 
加 区 天 二 次 型 理 沦 基 础 的 读者 应 该 了 解 Gauss 将 Q 变换 成 “已 化 ”型 的 方法 
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A2=mc 一 刀 >m2 一 jm = mn， (24.5.7) 


3 
这 就 证 明了 (24.5.3). (24.5.7) 中 的 等 号 仅 当 c = mm 以 及 5= Bm 同时 满足 时 才 


到 
成 立 , 此 时 有 Q@ ~ m (z2 十 zy 十 态 ). 对 于 这 样 一 个 型 , 其 最 小 值 显然 是 自 IAl 


所 以 有 m < 9) IAl 


24.6 ”关于 |é&m| 的 最 好 可 能 的 不 等 式 


现在 转向 乘积 |&nl, 来 证 明 
定理 454 ”存在 不 全 为 零 的 整数 z,y, 使 得 
Iénl < 5-# |Al. (24.6.1) 
且 除 非 有 
En~ 5-3|A| (2? + zy — 7), (24.6.2) 
否则 结论 中 不 等 号 成 立 . 
这 个 证 明 不 如 定理 453 的 证 明 那 样 简洁 明了 ， 因 为 这 里 关注 的 是 一 个 “不 定 
上 = ar? + 2bry + cy? = Q(z,Y), (24.6.3) 
其 中 
a= Qa7Y, 2b = a6 + By, c= 6, 
{ 4(B—ac)=A?>0. 4 
用 m 表示 |Q(z,y)| 的 下 界 (对 于 不 全 为 零 的 z 和 妇 ， 显 然 可 以 假设 m > 0, 这 
是 因为 如 果 m = 0, 那 就 没有 什么 要 证 明 的 了 . 现在 有 可 能 不 存在 数 对 zx,y, 使 得 
lQ(z,g)| = m. 但 是 必定 有 数 对 存在 , 使 得 |Q(z,y)| 可 以 任意 接近 于 m. 故而 可 以 
求 得 一 对 互 素 的 zo 和 如, 使 得 m < |M| < 2m, 其 中 M = Q(zo,yo). 不 失 一 般 性 ， 
可 以 取 M > 0. 如 果 像 在 24.5 节 中 那样 来 作 变换 , 并 去 掉 撒 号 , 新 的 二 次 型 就 是 
Q(z,y)=M7? + 2bzy + cy2， 
其 中 
ms 和 M<2m，-m<20<M (24.6.5) 
且 
4(W— Me) =A2>0. (24.6.6) 
根据 m 的 定义 , 对 所 有 不 同时 为 零 的 整数 对 z,y 都 有 |Q(z, 切 | > m. 所 以 , 如 
果 对 某 对 特殊 的 整数 有 Q(z,y) < m, 就 会 推出 有 Q(z,y) < -mm. 现在 根据 (24.6.5) 
和 (24.6.6) 有 


QD) =ec< EE <liM<m 
RA 
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于 是 cx -m, 记 C= -c>m>0. 再 次 有 
e( 居 ) =M-Ii-C<M-C<M-m<m 


所 以 M 一 |2b| -Cg 一 m, 这 就 是 
|2 直 > M +m 一 C-. (24.6.7) 

如 果 M+m-C<0, 就 有 C>M+m>2m, 且 

A2 =4( 妇 + MC) >4MC > 8m2 > 5m2. 
如 果 M+m 一 C0, 由 (24.6.7) 就 有 

A2=402 +4MC > (M+m—C)+4MC 

=(M -m+0)?+4Mm > 5m2. 

其 中 的 等 号 仅 当 MM 一 m+C =m 和 AM = m 时 才 会 发 生 . 所 以 有 M =C=m 以 
及 |b| = m. 这 等 价 于 两 个 (等 价 的 ) 二 次 型 m (z? + zy 一 只 ) 和 m (zx? 一 zy 一 y?) 
中 的 一 个 . 对 这 些 型 有 |Q(1,0)| = m = 573A, 而 对 所 有 其 他 的 型 则 有 5m2 < A?， 
从 而 可 以 选取 zo, yo, 使 得 


5m2 < 5M? < A2. 


这 就 是 定理 454. 


24.7 ”关于 非 齐 次 型 的 一 个 定理 


接 下 来 证 明 Minkowski 关于 非 齐 次 型 
€—-p=art+By—p, -0o=7I7+y-o (24.7.1) 
的 一 个 重要 的 定理 . 
定理 455 ”如 果 & 和 是 关于 7,2 的 齐 次 线性 型 , 其 行列 式 人 了 关 0, 且 p 和 
0 是 实数 , 那么 存在 整数 7,y, 使 得 


l= -<IIAL (24.7.9) 
此 时 式 中 有 不 等 号 成 立 , 除非 有 
1 1 
€=0u, n= 06=A, p=0(f+§)， oo (0+3); (24.7.3) 


其 中 以 和 v 是 整 系数 的 型 ( 且 行列 式 为 1), 而 有 和 9 是 整数 . 


应 该 注意 到 , 这 个 定理 与 前 面 所 有 的 定理 之 间 的 区 别 在 于 : 我 们 并 不 排除 取 值 
Zz = y = 0. 如 果 不 允 许 取 这 种 值 的 可 能 性 , 就 会 产生 错误 . 例如 , 如 果 & 和 7 是 定 
理 454 的 特例 , 且 p =o =0. 

用 不 同 的 形式 来 重新 表述 这 个 定理 会 很 方便 . 在 6,m 平面 中 与 整数 z,y 对 应 
的 点 构成 一 个 行列 式 为 A 的 格 A. 两 个 点 PQ@ 关于 A 是 等 价 的 , 如 果 向 量 PQ 与 
从 原点 出 发 到 A 的 某 个 点 的 一 个 向 量 相等 ,? 而 (& -- p,7 一 0)( 其 中 的 z,y 是 整数 ) 


四 见 3.11 节 这 与 说 “在 (z,y) 平面 上 对 应 的 点 关于 基本 格 是 等 价 的 ”有 同样 的 意义 . 
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等 价 于 (-po, -co). 从 而 该 定理 可 以 被 重新 表述 成 : 
定理 456 ”如 果 人 A 是 在 (6,7) 平面 上 一 个 行列 式 为 人 的 格 , @ 是 平面 上 任意 
一 个 给 定 的 点 , 那么 存在 一 个 与 Q 等 价 的 点 ， 使 得 
Iénl < 41A. (24.7.4) 
而 且 除 了 (24.7.3) 所 述 的 特殊 情形 以 外 , 均 有 不 等 号 成 立 . 
下 面 要 来 关注 三 组 变量 的 集合 (z,y), (5, 7) 以 及 (8,7). 称 后 面 两 组 变量 所 在 
的 平面 为 r+ 和 x'. 
可 以 假设 A = 1. “根据 定理 450( 当 然 也 要 用 到 定理 454), 存在 A 的 一 个 异 于 
原点 且 与 zo,yo 对 应 的 点 Po, 使 得 
léoml < 六 (24.7.5) 
可 以 假设 zo。 和 yo 互 素 (从 而 点 忆 在 3.6 节 的 意义 下 是 “可 以 看 见 的 ?). 由 于 加 
和 mo 满足 (24.7.5), 且 不 全 为 零 , 故而 存在 一 个 正 的 实数 X, 使 得 
(MXo)2 + (A-1mo)2 =1. (24.7.6) 


取 
é =, 7 =A1n. (24.7.7) 
那么 在 平面 x 中 的 格 A 对 应 于 ' 中 的 一 个 格 A', A' 的 行列 式 也 为 1 如果 0 
和 局 与 O 和 及 相对 应 , 那么 Py 也 像 Po 一 样 是 可 以 看 见 的 . 而 且 由 (24.7.6) 有 
0O'P = 1. 于 是 A' 的 位 于 O'R 上 的 点 是 按照 单位 长 度 分 布 开 来 的 , 而 由 于 A' 的 
基本 平行 四 边 形 的 面积 是 1, 所 以 A' 的 其 他 的 点 就 位 于 与 0'Ps 平行 的 直线 上 , 且 
相互 之 间 间 隔 的 距离 为 单位 长 . 
用 5' 来 记 中 心 在 0' 点 且 有 一 边 垂直 平分 0'Ps 的 那个 正方 形 .”5' 的 每 边 长 


都 是 1. 8' 位 于 加 
e+ 人 (= 


的 内 部 , 且 在 3' 的 所 有 点 处 皆 有 
[A 3 (£2+7°) < (24.7.8) 
如 果 4' 和 B' 是 S' 内 部 的 两 个 点 , 那么 向 量 4'B' 的 每 一 个 分 量 (平行 于 正 
方形 的 边 来 度量 ) 都 小 于 1, 所 以 A' 和 B' 不 可 能 是 关于 A' 为 等 价 的 , 由 定理 42 
推出 , 存在 8' 的 一 个 点 与 8' 等 价 (@' 是 zr 中 与 8 对 应 的 点 ). 的 对 应 的 点 等 价 
于 Q, 且 满 足 


lén| = Ié'n| < S (24.7.9) 
这 就 证 明了 定理 456( 或 者 定理 455) 的 主要 结论 . 


“加 见 定理 450 中 的 相关 法 注 
@ 读者 应 该 面 一 个 图 . 
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如 果 在 (24.7.9) 中 有 等 号 成 立 , 则 在 (24.7.8) 中 必定 等 号 成 立 , 所 以 有 |t'| = 
IW = 到 这 仅 在 S' 有 边 与 坐标 轴 平 行 且 当 问题 中 所 讨论 的 3' 的 点 在 顶 角 上 时 
才 有 可 能 . 此 时 , 记 必定 是 四 个 点 ( 土 1,0), (0, 土 1) 中 的 一 个 . 例如 , 可 以 假设 它 是 
(1,0). 

格 A' 可 以 用 0'Ps 和 O'P! 作为 基础 , 其 中 PI 在 w= 1 上 . 适当 选取 Pl, 我 
们 可 以 假设 它 就 是 (c, 其 中 0<c<1. 如 果 5S' 中 与 @' 等 价 的 点 , 比方 说 就 是 

1 ST he Et eS , 2 

全 引 ， 那么 和 (3 -1) 也 即 (3 a 引 ， 就 是 与 Q' 等 价 的 另 一 个 点 , 如 
果 c= 0， ee 5' 的 一 个 角 上 , 这 必定 如 此 . 因此 , P{ 是 (0,1), 人 


是 在 mr 中 的 基本 格 , 而 Q'( 它 与 全 3) 等 价 ) 的 坐标 为 


Eo 
其 中 f 和 g 是 整数 . 这 样 我 们 就 被 引导 到 例外 的 情形 (24.7.3), 显然 , 在 此 时 等 式 
的 符号 是 必要 的 . 


24.8 ”定理 455 的 算术 证 阴 


我 们 还 要 对 定理 455 的 主要 结论 给 出 一 个 算术 的 证 明 . 像 在 定理 456 中 一 样 
来 对 它 加 以 变换 , 我 们 需要 证 明 , 给 定 上 和 v, 可 以 用 与 人 和 vw 关于 模 1 同 余 的 一 
个 z 和 一 个 y 来 满足 (24.7.4). 
再 次 假设 A = 1, 如同 在 24.7 节 中 一 样 , 存在 整数 zo,yo( 可 以 假设 它们 是 互 素 
的 ), 使 得 
|(azo + Byo) (7zo+ 6yo)| < 
选取 z1 和 wy 使 有 zo - zlyo = 1. 变换 
了 一 Z02 十 TI，3 一 2oz +yy 
将 上 和 了 变换 成 型 6' = az' + By, =Tz' +6'y, 且 满足 
jay = l(azo + Pyo) (20 + ioojls 诗 
于 是 , 恢复 到 原来 的 记号 , 不 失 一 般 性 可 以 假设 
ll< 到 (24.8.1) 
由 (24.8.1) 推出 , 存在 一 个 实数 和 , 使 得 
和》2a2 十 入 -272 =1. 
且 对 某 个 b,c,p 有 
2|(az + By) (yr + 5)|<X (ar + Py) + A? (r+6y) 
一 zZ2 +2bry + cy? = (z+ by)? 十 py2. 
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一 方面 , 这 个 二 次 型 的 判别 式 是 (az + By) 和 和 -! (yz + 6y) 的 行列 式 ? 的 平方 , 这 
就 是 1 而 另 一 方面 , 它 又 等 于 z + by 和 p3y 的 行列 式 的 平方 , 这 就 是 p, 于 是 有 
Pp 二 1. 从 而 

21(az + By) (z+ 59)| < (2 + bY) +. 
可 以 选取 y=v (mod 1) 使 有 加 和 二 从 而 z= (mod 1), 所 以 lz 十 好 | 和 二 .这样 


en 全 的 二 


在 这 个 可 供 选 用 的 证 明 中 等 式 成 立 的 条 件 留 给 读者 来 研究 . 


24.9 ”Tchebotaref 定理 


人 们 猜想 定理 455 可 以 推广 到 n 维 的 情形 , 并 可 以 用 2-" 来 取代 计 . 但 是 这 
仅仅 对 n= 3 和 n= 4 得 到 了 证 明 . 然而 Tchebotaref 有 一 个 定理 在 这 个 方向 上 取 
得 了 某 种 成 功 . 


定理 457 “如果 81,€2，… ,Sn 是 关于 Z1,T2,… ,zn 的 齐 次 线性 型 , 系数 为 实 
数 , 行列 式 为 A, p1, Pp2，… ,Pn 为 实数 ,mm 是 
(一 pl (ea — p2)*** (én — pn)| 
的 下 界 , 那么 
m < 2-#n|Al. (24.9.1) 
可 以 假设 A = 1 以 及 m > 0， 这样 的 话 , 给 定 任何 正 数 =， 都 存在 整数 
ZT3,… ,ZT 使 得 
I[ig pl= I —p) (6 -pe (Epn)|= Ts (0<0<e). (2492) 
设 
4- (=1%. ,0). 
那么 81, 台 ,… ,& 是 关于 zi 一 Zz?,z2 一 22,… ,Zn 一 芒 的 线性 型 , 其 行列 式 为 DD， 


且 它 的 绝对 值 为 Rs 
Ipl= (I -ol) = 
而 在 & 空间 中 与 整数 = 对 应 的 点 构成 一 个 格 A", 其 行列 式 的 绝对 值 是 坛 . 由 于 


-pil>m, 


故而 A' 的 每 个 点 都 满足 g 
1 - 一 Pi 本 
IIS+1= 开 2|>1 0. 


S €=X(az + By) )Xa M8 
0 拓 的 是 线 (者 说 是 丙 人 变星) 5 (z+ 5) 的 行列 式 Es 3 


译 者 注 


二 a6 一 BY, 参见 (24.5.5) 以 及 (24.5.6), 下 同 . 
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关于 原点 对 称 的 点 也 满足 同样 的 不 等 式 , 所 以 有 J 一 1| > 1- 8 以 及 


Ils? -=|(? -0) (e321) (6 -1)|2 0 -0). (24.9.3) 
现在 来 证 明 , 当 s 和 60 很 小 时 , 除了 原点 之 外 , 在 由 
ll < Y{1+0-0)} (24.9.4) 


所 定义 的 立方 体 C" 中 不 再 含有 人 /的 任何 其 他 的 点 . 假设 如 果 有 这 样 一 个 点 , 它 就 会 
满足 


1&2?-1<(1-0P <1 (i=1,2,.…,n). (24.9.5) 
如 果 对 某 个 i 有 
人 -1> 了 (一 0)， (24.9.6) 
那么 对 那个 i 就 有 |8? -1| < (1 一 0)*, 而 且 对 每 个 i 都 有 |? 一 1 <1, 所 以 
I | 


这 与 (24.9.3) 矛盾 . 因此 (24.9.6) 是 不 可 能 的 , 于 是 
1<€2-1<-(1-0° (i=1,2,..,n), 
从 而 
els V{1-4-0}< ve (i=1,2,. ,7). (24.9.7) 
这 样 一 来 , 当 = 和 9 很 小 时 , A' 在 C' 中 的 每 个 点 都 非常 接近 于 原点 . 
但 是 这 立即 会 产生 矛盾 . 因为 如 果 (81,,… ,6) 是 A' 的 一 个 点 , 那么 , 对 每 
个 整数 N, (NE1,… ,NE’) 也 是 A' 的 一 个 点 . 如 果 6 很 小 , 则 C' 中 的 一 个 格 点 的 
每 个 坐标 都 满足 ou 9.7), 且 这 些 坐 标 中 至 少 有 一 个 不 是 0， 那么 显然 可 以 选取 N, 
使 得 (NE1,… , NE) 仍然 在 C' 之 中 , 而 且 它 与 原点 之 间 的 距离 至 少 为 3 , 这 样 它 
就 不 可 能 满足 (24.9.7). 如 我 们 所 说 的 那样 , 这 对 矛盾 表明 ， 除了 原点 之 外 在 C' 中 
再 也 没有 A' 的 点 了 . 
现在 很 容易 完成 定理 457 的 证 明 . 由 于 除了 原点 之 外 , 在 C' 中 再 也 没有 A' 的 
点 了 , 由 此 根据 定理 447 推出 , C' 的 体积 不 超过 
27 |D| = 27(1— 0)/m. 
于 是 有 
2"m {1+ (1—0)2}3" < 2"(1— 0). 
两 边 用 2" 来 除 , 并 令 9 一 0, 得 到 
m < 2-", 


这 就 是 定理 的 结论 . 
24.10 ”Minkowski 定理 (定理 446) 的 逆 定 理 
定理 446 有 一 个 部 分 的 逆 定 理 , 我 们 要 对 n= 2 来 证 明 这 个 结论 . 这 个 结论 并 
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不 局 限于 凸 区 域 , 所 以 首先 来 重新 定义 一 个 有 界 区 域 P 的 面积 , 因为 3.10 节 中 的 
定义 可 能 已 经 不 再 适用 . 

对 每 个 p > 0, 我 们 用 A(p) 记 点 (pz, py) 作成 的 格 , 其 中 z,y 全 取 整 数值 , 并 
用 g(p) 来 记 A(p) 的 (除了 原点 O 之 外 的 ) 属于 有 界 区 域 P 的 点 的 个 数 . 称 

V= lim pg(p) (24.10.1) 

为 P 的 面积 , 如 果 此 极限 存在 的 话 . 这 个 定义 包含 了 面积 的 仅 有 的 性 质 , 我 们 在 下 
面 要 用 到 这 些 性 质 . 它 显然 与 多 边 形 、 椭圆 等 初等 区 域 的 面积 的 任何 一 种 自然 的 定 
义 都 等 价 . 

首先 证 明 : 

定理 458 ”如 果 已 是 一 个 面积 为 V(V < 1) 的 有 界 平面 区 域 , 那么 存在 一 个 
行列 式 为 1 的 格 , 它 (除了 O 之 外 ) 没有 其 他 属于 已 的 点 . 


由 于 P 是 有 界 的 , 故而 存在 一 个 数 N, 使 得 对 P 中 的 每 个 点 (&,n) 都 有 


-N<e<kN -N<T<N. (24.10.2) 
设 p 是 任何 一 个 满足 
p>N? (24.10.3) 
的 素数 . 
令 是 任意 一 个 整数 , A 是 由 点 (&,n) 作成 的 格 , 其 中 
pe _uX+tpY 
《= 感 ， 7= 请 ， 


而 X,Y 全 都 取 整 数值 . A, 的 行列 式 为 1. 如 果 定理 458 不 成 立 , 那么 就 存在 一 个 
既 属于 Au 又 属于 P 的 点 T,, 它 不 与 O 重合 . 设 T, 的 坐标 为 
Ee Xu 本 UXu +pYu 
让 VD’ Tu Ey 3 
如 果 Xu = 0, 则 根据 (24.10.2) 和 (24.10.3) 有 
VolY|= ml < N < Vi. 
由 此 推出 Y, = 0, 故而 T, 就 是 0, 这 与 假设 矛盾 . 因此 X, 关 0, 且 
0< Xu = Volél < NvV 万 < 也 


从 而 有 
Xu 关 0 (mod p). (24.10.4) 
如 果 T, 和 工 , 重合 , 有 
Xu = Xs,, uXu+pYu = VX +pY,, 

所 以 根据 (24.10.4) 有 

Xu (u—v)=0, uv (mod p). 
故而 了 个 点 

2 (24.10.5) 
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都 是 不 相同 的 . 由 于 它们 都 属于 P 和 A (p-), 由 此 推出 


9 (3) >7p. 
但 是 这 对 足够 大 的 p 是 错误 的 , 因为 根据 (24.10.1) 有 
pg (r-3) 一 了 <1， 
故而 定理 458 成 立 . 

为 了 下 一 个 结果 , 我 们 需要 用 到 第 3 章 里 引进 的 一 个 格 的 可 见 的 点 这 个 思想 . 
A(p) 的 一 个 点 全 是 可 见 的 (visible)( 也 就 是 从 原点 可 以 看 见 的 ), 如 果 了 不 是 0, 且 
在 0 与 7 之 间 的 线段 OT 上 没有 A(p) 的 点 . 用 f(p) 记 A(p) 的 属于 已 的 可 以 看 
见 的 点 的 个 数 , 并 证 明 下 面 的 引 理 . 


定理 459 当 p 一 0 时 有 
Pf(p) 一 7 


A(p) 的 异 于 O 点 且 其 坐标 满足 (24.10.2) 的 点 的 个 数 是 
(2[N/pl+1)°—1. 


从 而 对 所 有 p 都 有 
f(p)=9g(p)=0 (p>N) (24.10.6) 
以 及 
f(p) < glp) < 9N?/p? (24.10.7) 
成 立 . 


显然 , (oz, py) 是 A(p) 的 一 个 可 以 看 见 的 点 , 当 且 仅 当 z,y 互 素 . 更 一 般 地 , 如 
果 m 是 z 和 vy 的 最 大 公约 数 , 点 (pz, py) 是 A(mp) 的 一 个 可 以 看 见 的 点 , 但 是 对 
任何 整数 大 关 m, 它 都 不 是 A(kp) 的 一 个 可 以 看 见 的 点 . 这 样 就 有 
g(p) = 》 flmp). 
m=1 
根据 定理 270 得 到 国 
f(p) = > wm)g(mp)， 


该 定理 的 收 伍 性 条 件 显 然 是 满足 的 让 是 由 于 根据 (24.10.6) 可 知 , 对 mp > N 有 
f(mp) = g(mp) = 0. i 287 有 


A(m) 
而 -二 ma 
所 以 


Pf(P) — SA) (m2prg(mp) —V}. (24.10.8) 
而 = 说 


现在 设 < > 0. 根据 (24.10. 1), 存在 一 个 数 pi = pi(e), 使 得 只 要 mp < py, 就 有 
Im2p?g(mp) —V| < <. 
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再 次 根据 (24.10.7), 对 所 有 m 有 
|m2p2g(mp) —V| < 9N? + V. 
如 果 记 M = [pi/pl, 根据 (24.10.8) 有 


p2jf(p) 一 + (9N? +V) > 4 
| 苔 |< 光 m+( ) 2， 对 
a 9N2+Y 3 
0 ML 
如 果 = 足够 小 , 使 得 


M= [pi/p] > (9N? +V) /e. 
由 于 = 是 任意 的 , 就 立即 得 出 定理 459. 
现在 可 以 指出 , 定理 458 的 条 件 V < 1 可 以 放宽 , 如 果 我 们 的 结果 仅 限 于 某 种 
特殊 形式 的 区 域 的 话 . 称 一 个 有 界 区 域 P 是 星 形 区 域 (star region), 只 要 (i) O 属于 
已 , (i) P 有 一 个 由 (24.10.1) 所 定义 的 面积 Vi (ii) 如 果 7 是 PP 的 任意 一 个 点 , 那 
么 在 0 与 了 之 间 的 线段 OT7 上 的 每 个 点 也 都 是 P 的 点 . 每 个 包含 点 O 的 凸 区 域 
都 是 一 个 星 形 区 域 , 但 是 存在 不 是 凸 区 域 的 星 形 区 域 . 现在 可 以 证 明 : 
, 定理 460 ”如 果 已 是 一 个 星 形 区 域 , 它 关 于 O 为 对 称 , 且 面积 VV < 26(2) = 
37， 那么 就 存在 行列 式 为 1 的 一 个 格 , 它 (除了 O 以 外 ) 没有 其 他 的 点 在 已 中 . 
我 们 用 与 在 定理 458 中 同样 的 记号 以 及 论证 方法 . 如 果 定 理 460 不 成 立 , 那么 
就 存在 一 个 异 于 O 的 点 Tu, 它 属于 Au 和 P. 
如 果实 是 A (p-3) 的 一 个 不 可 见 的 点 , 则 有 m > 1, 其 中 mm 是 X。 和 wuX+ 
pY 的 最 大 公约 数 . 根据 (24.10.4), 有 p Xu, 所 以 p 1 mm. 从 而 有 中欧. 如 果 记 
Xu = mX!, = mYi, 则 数 X 和 wuX/ + py: 互 素 . 于 是 坐标 为 
Xs uvuXutpY 
VB V5 
的 点 开 属于 Au, 且 它 是 A (p-3) 的 一 个 可 见 的 点 . 但 是 7 位 于 OT, 上 , 从 而 也 
属于 星 形 区 域 P. 因此 , 如 果 T 是 不 可 见 的 , 可 以 用 一 个 可 见 的 点 来 代替 它 . 
现在 已 包含 了 个 点 


TD, D1, Tp (24.10.9) 
它们 是 Ap 3) 的 所 有 可 见 的 点 , 它们 都 不 相同 (与 以 前 一 样 ), 且 没 有 一 个 与 O 
重合 . 由 于 P 是 关于 O 对 称 的 , 所 以 P 也 包含 p 个 点 
五 ,元 ,. 3 (24.10.10) 
其 中 T 是 点 (-&&, 一 mw). 所 有 这 了 个 点 都 是 A(p- 1) 的 可 见 的 点 , 所 有 的 点 都 不 
相同 , 且 没 有 一 个 点 是 0. 现在 T, 和 TT, 不 可 能 重合 (因为 那样 的 话 每 一 个 点 都 会 
是 O 了 ). 此 外 , 如 果 w 关 v, 且 T, 和 TT, 重合 , 就 有 
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Xu 一 一 Xuo， WUXuv 十 py = 一 0Xo — pY,, 
(wu 一 v)Xu 三 0， Xu 三 0 或 者 u==v (mod 7p)， 

这 两 者 都 是 不 可 能 的 . 因此 (24.10.9) 和 (24.10.10) 中 列举 的 这 2p 个 点 均 不 相同 ， 
它们 全 都 是 A (p-3) 的 可 见 的 点 , 且 全 都 属于 P, 所 以 

f (p-3) >2p. (24.10.11) 
但 是 , 根据 定理 459 可 知 , 当 p 一 oo 时 根据 假设 有 

pf (p3) = OV/w <2， 
从 而 对 足够 大 的 p, (24.10.11) 是 错误 的 . 这 就 得 出 定理 460. 

上 面 给 出 的 定理 458 和 定理 460 的 证 明 可 以 立即 推广 到 n 维 . 在 定理 460 中 ， 

5(2) 要 用 Cn) 来 代替 . 


可 
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24.1 节 ，Minkowski 有 关 数 的 几何 的 著述 包含 在 他 的 书 Geometrie der Zahlen 和 Dio- 
phantische Approrimationen (这 几 本 书 已 经 在 3.10 节 的 附注 中 提 到 过 ) 以 及 他 的 Gesammelte 
Abhandlungen (Leipzig, 1911) 中 重新 印行 的 若干 篇 论文 之 中 . 基本 定理 首先 是 在 他 于 1891 
年 的 一 篇 论文 中 表述 并 给 出 证 明 的 (Gesammelte Abhandlungen, i，265)， 在 Koksma 的 书 
第 2 章 和 第 3 章 中 有 关于 这 个 论题 直到 1936 年 为 止 的 历史 以 及 文献 资料 的 非常 详尽 的 介绍 ， 
有 关 其 后 的 进展 的 综述 由 Davenport 在 Proc. International Congress Math. (Cambridge, 
Mass., 1950), 1 (1952), 166-174 的 一 篇 文章 中 给 出 . 整个 论题 的 更 加 新 近 的 介绍 由 Cassels， 
Geometry of numbers; Gruber 和 Lekkerkerker, Geometry of numbers(North Holland, Ams- 
terdam, 1987); 以 及 Erd5s, Gruber 和 Hammer, Lattice points(Longman Scientific, Harlow, 
1989) 给 出 . 

Siegel [Acta Math. 65 (1935), 307-323] 指出 了 , 如 果 V 是 不 包含 除了 O 以 外 的 格 点 的 
一 个 凸 的 对 称 区 域 RR 的 体积 , 那么 

2 =V+VY- DI, 
其 中 每 一 个 了 都 是 R 上 的 一 个 重 积分 . 这 个 公式 使 得 Minkowski 的 定理 变 得 显而易见 . 

Minkowski( Geometrie der Zahlen, 211-219) 证 明了 一 个 进一步 的 定理 , 这 个 定理 包含 并 
超越 了 基本 定理 . 我 们 假设 RR 是 凸 的 对 称 区 域 , 并 用 AR 来 表示 用 因子 入 对 RR 作 关于 O 点 
的 线性 放大 . 我 们 如 下 来 定义 Xi, 和 2,… , An: 和 1 是 使 得 AR 在 其 边界 上 有 一 个 格 点 忆 的 最 
小 的 和 ; Xa 是 使 得 AR 在 其 边界 上 有 一 个 格 点 忆 , 且 忆 不 与 O 以 及 忆 共 线 的 最 小 的 Ai 和 3 
是 使 得 AR 在 其 边界 上 有 一 个 格 点 忆 , 且 忆 不 与 O, 局 以 及 有 共 线 的 最 小 的 Xi; 如 此 等 等 . 
那么 就 有 

0< 和 和) 和 <)n 
(例如 , 如 果 和 1R 在 它 的 边界 上 有 第 二 个 不 与 O 以 及 PP 共 线 的 格 点 , 和 2 就 会 等 于 和 1); 且 有 
MN MV <2". 
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基本 定理 等 价 于 XV < 2". Davenport [Quarterly Journal of Math. (Oxford)，10 (1939), 
117-121] 对 这 个 更 一 般 的 定理 给 出 了 一 个 简短 的 证 明 . 也 见 Bambah, Woods 以 及 Zassenhaus 
(J. Australian Math. Soc. 5 (1965), 453-462) 以 及 Henk [Rend. Circ. Mat. Palermo (ID 
Vol 1, Suppl. 70 (2002) 377-384]. 

24.2 节 . 基本 定理 的 所 有 这 些 应 用 都 是 由 Minkowski 作出 的 . 

Siegel，Math.， Annalen，87 (1922)，36-38 给 出 了 定理 448 的 一 个 解析 的 证 明 : 也 见 
Mordell, 同一 杂志 , 103 (1930), 38-47. 

Haj6s，Math，Zeitschrift, 47 (1941), 427-467 证 明了 Minkowski 关于 定理 448 的 “边界 
情形 ”的 一 个 有 趣 的 猜想 . 假设 A = 1, 则 存在 整数 z1,z2,… , zn, 使 得 对 > = 1,2,…,n 有 
|ér| < 1. 可否 选取 诸 z 使 得 对 每 个 都 有 |&r| < 1? Minkowski 的 猜想 (现在 已 被 Haj6s 证 
明 ) 说 的 是 : 除了 当 & 可 以 通过 次 序 的 改变 以 及 么 模 变 换 化 为 型 

f=71 62=02T1+T2 ， 名 一 an171 十 an272 十 … 十 Zn 
这 种 情形 之 外 , 在 其 他 情形 这 都 是 正确 的 . 这 个 猜想 以 前 只 对 n < 7 获得 了 证 明 . 

定 二 次 型 的 最 小 值 的 第 一 个 一 般 性 的 结果 , 是 由 Hermite 在 1847 年 发 现 的 ( (Buvres, i， 
100 以 及 其 后 所 述 ): 这 些 结果 不 如 Minkowski 的 结果 那么 好 . 

24.3 节 ， 这 种 特点 的 第 一 个 证 明 是 由 Hurwitz，Gattinger Nachrichten (1897), 139-145 
发 现 的 , 而 Landau 在 Algebraische Zahien, 34-40 中 又 重新 给 出 了 这 个 结果 , 其 证 明 后 来 由 
Weber 和 Wellstein, Math. Annalen, 73 (1912), 275-285, Mordell, Journal London Math. 
Soc. 8 (1933), 179-182 以 及 Rado, 同一 杂志 . 9 (1934), 164-165 以 及 10(1933), 115 给 出 了 
简化 . 这 里 给 出 的 证 明 本 质 上 属于 Rado( 简 化 为 2 维 的 情形 ). 

24.5 节 . 定理 453 在 Gauss,D.4., 第 171 章 中 . 有 关 mn 个 变量 的 型 的 对 应 的 结果 只 对 于 
n < 8 是 已 知 的 : 见 Koksma, 24 以 及 Mordell, Journal London Math. Soc. 19 (1944), 3-6. 

24.6 节 . 定理 454 是 由 Korkine 和 Zolotareff, Math. Annalen 6 (1873), 366-389 (369) 首 
先 证 明 的 . 我 们 的 证 明 属 于 Davenport 教授 . 另 一 个 简单 的 证 明 见 Macbeath, Journal London 
Math. Soc， 22 (1947), 261-262. 在 定理 193 和 454 之 间 有 着 密切 的 联系 . 

定理 454 是 一 系列 定理 中 的 第 一 个 , 它们 主要 属于 Markoff, 在 Dickson, Studies 第 7 章 
中 对 此 有 一 个 系统 的 介绍 . 如 果 én 既 不 与 (24.6.2) 等 价 , 也 不 与 

(a) 8-$|A|(z? +2ry—y) 

等 价 , 那么 对 适当 的 z,y 有 


len| < 8-# |Al; 
如 果 它 不 等 价 于 (24.6.2), 也 不 等 价 于 (a) 或 者 
(b) (221)- 坪 |Al (5z2 + llzy — 5g2) ， 


那么 就 有 
ln| < 5 x (221) -二 |A|; 

如 此 等 等 . 这 些 不 等 式 右边 的 数 是 

(c) m(9m? — 4)-$, 
其 中 mm 是 “Markof 数 "1, 2, 5, 13, 29, … 中 的 一 个 ; 而 数 (c) 有 极限 寺 . 有 关 这 些 定理 的 其 
他 可 供 选 择 的 证 明 , 也 见 Cassels, Diophantine 4pprozimation 第 2 章 . 

用 有 理 数 逼近 一 个 无 理 数 5 有 一 组 类 似 的 定理 , 其 中 最 简单 的 一 个 结果 是 定理 193: 见 
11.8 节 至 11.10 节 以 及 Koksma, 31-33. 


本 章 附 注 411 


Davenport [Proc. London Math. Soc. (2) 44 (1938), 412-431 以 及 Journal London 
Math.Soc. 16 (1941), 98-101] 解决 了 与 n = 3 对 应 的 问题 . 我 们 可 以 使 得 
leaea| < $1Al, 
除非 有 
Eee ~ $I (e+ ora + bz， 

其 中 的 乘积 取 遍 03 + 6 一 29 一 1 = 0 的 根 0。Mordell 在 Journal London Math. Soc. 
17 (1942),107-115 以 及 后 来 发 表 在 Journal 以 及 Proceedings 上 的 一 系列 论文 中 , 对 于 有 
给 定 行列 式 的 一 般 的 二 元 三 次 型 的 最 小 值得 到 了 最 佳 不 等 式 , 并 且 指出 了 怎样 能 从 中 推导 出 
Davenport 的 结果 ; 而 这 正 是 Mordell, Mahler 以 及 Davenport 关于 非 凸 区 域 的 格 点 的 大 量 
研究 工作 的 出 发 点 . 

与 n> 3 对 应 的 问题 迄今 尚未 解决 . 

Minkowski [Gottinger Nachrichten (1904), 311-335; Gesammelte Abhandlungen, ii. 3- 
42] 对 于 |&1| + |2| 十 153| 发 现 了 最 佳 结果 , 也 就 是 


Il 二 le 十 leal < (四 9 


对 这 个 结果 尚 不 知 任何 简单 的 证 明 , 且 对 于 mn > 3 也 不 知道 对 应 的 结果 . 

定理 454 的 另 一 种 表述 是 : 如 果 Q (z,y) 是 行列 式 为 D 的 不 定 二 次 型 , 那么 存在 不 全 为 
零 的 整数 值 ro,yo, 使 得 |Q (zo,yo)| < 2V1D175. 自然 要 问 : 对 于 多 于 两 个 变量 的 二 次 型 会 发 
生 什么 ? 1929 年 , Oppenheim 猜想 : 如 果 Q 是 有 n > 3 个 变量 的 不 定型 , 且 不 与 一 个 整 型 成 
比例 , 那么 Q (z1,… ,zn) 可 以 在 不 全 为 零 的 整 变量 值 z1,… ,zn 处 取 到 任意 小 的 值 . 此 结论 
是 由 Margulis[Dynamical systems and ergodic theory (Warsaw, 1986), 399-409] 证 明 的 . 

24.7 节 至 24.8 节 ，Minkowski 在 Math. Annalen, 54 (1901), 91-124 (Gesammelte 
Abhandlungen, i，320-356 以 及 Diophantische Approrimationen， 42-7) 中 证 明了 定理 455. 
24.7 节 中 的 证 明 属于 Heibronn, 而 24.8 节 中 的 证 明 属于 Landau, Journal fir Math. 165 
(1931), 1-3: 这 两 个 证 明 尽管 形式 上 很 不 相同 , 实际 上 是 以 同样 的 思想 作为 基础 的 . Davenport 
[4cta Math. 80 (1948), 65-95] 解决 了 与 不 定 三 元 二 次 型 对 应 的 问题 . 

24.9 节 . 在 这 一 节 开头 提 到 的 那个 猜想 通常 归属 于 Minkowski, 不 过 Dyson [Annals of 
Math，49 (1948), 82-109] 注意 到 , 在 Minkowski 已 发 表 的 著作 中 都 没有 找到 与 这 个 猜想 有 
关 的 资料 ， 当 型 的 系数 是 有 理 数 时 ， 这 个 命题 是 容易 证 明 的 .Remak [Math. Zeitschrift, 17 
(1923)，1-34 以 及 18 (1923), 173-200] 对 于 n = 3 证 明了 这 个 猜想 的 正确 性 ，Dyson| 见 刚 
刚 提 及 的 那 篇 文章 ] 对 n = 4 证 明了 这 个 猜想 . Davenport [Journal Iondon Math. Soc. 14 
(1939), 47-51] 对 于 n = 3 给 出 了 一 个 简短 得 多 的 证 明 . 

Remak-Davenport-Dyson 的 方法 依赖 于 下 面 的 见解 : Minkowski 猜想 可 以 从 下 面 两 个 猜 
想 推 出 . 

猜想 I: 对 n 维 Euclid 空间 中 的 每 个 格 L， 存在 一 个 形 如 

aazz 十.… 十 anzR 和 1 
的 椭 球 , 在 其 边界 上 包含 开 的 m 个 线性 独立 的 点 , 且 在 其 内 部 没有 工 中 除了 O 以 外 的 点 . 

猜想 II: 设 工 是 n 维 Euclid 空间 中 的 一 个 行列 式 为 1 的 格 , S 是 中 心 在 O 点 的 一 个 球 ， 

在 这 个 球 的 边界 上 包含 工 的 n 个 线性 独立 的 点 ， 但 在 其 内 部 没有 工 中 除了 O 以 外 的 点 。 那么 ， 
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族 { (Vn73) 5 + 4 : 4 e 工 ) 覆 莽 整 个 空间 . 

Woods 在 三 篇 系列 论文 中 [Mathematika 12(1965)，138-142，143-150 以 及 J. Number 
Theory 4(1972), 157-180] 对 于 n = 4 时 的 猜想 II 给 出 一 个 简单 的 证 明 , 并 对 n = 5,6 证 明 
了 此 猜想 . 对 于 猜想 I, Bambah 与 Woods[J. Number Theory 12(1980), 27-48] 对 于 n= 4 给 
出 一 个 简单 的 证 明 . 大 约 在 同一 时 间 , Skubenko[Zap. Nauen. Sem. Leningrad. Otdel. Mat. 
Inst. Steklov. (LOMI) 33(1973), 6-36 以 及 Trudy Mat. Inst. Steklov 142(1976), 240-253] 对 
于 mn < 5 概略 叙述 了 一 个 证 明 . 按照 Skubenko 所 提供 的 路 线 , Bambah 与 Woods[J. Number 
Theory 12(1980)，27-48] 对 于 n = 5 的 情形 给 出 了 一 个 完整 的 证 明 .， 此 后 , McMullen[J. 
Amer，Math，Soc，18(2005), 711-734] 对 所 有 n 证 明了 猜想 I. 这 些 加 上 上 面 提 及 的 有 关 猜 
想 II 的 结果 , 就 表明 Minkowski 猜想 对 所 有 n < 6 得 到 了 证 明 . 对 n = 3 的 另 一 个 证 明 由 
Birch 和 Swinnerton-Dyer[Mathematika 3(1956), 25-39] 给 出 , 还 有 另 一 种 通过 矩阵 分 解 的 方 
法 由 Macbeath[Proc。 Glasgow Math. Assoc. 5(1961), 86-89] 以 及 其 后 在 Narzullaev 的 一 系 
列 论文 中 进行 过 探索 性 研究 . 然而 , Gruber(1976) 与 Ahmedov(1977) 曾经 指出 : 对 于 很 大 的 
n, 这 种 方法 不 会 取得 成 功 . 

Tchebotaref 的 定理 发 表 在 Bulletin Univ，Kasan (2) 94 (1934), 第 7 期 , 3-16; 其 证 明 
重新 发 表 在 Zentralblatt fiir Math 18 (1938), 110-111 中 . Mordell [Vierteljahrsschrift d. 
Naturforschenden Ges， in Ziirich, 85 (1940), 47-50] 指出 , 这 个 结果 也 许 还 可 以 稍 加 改进 , 也 
见 Davenport, Journal London Math. Soc. 21 (1946), 28-34. 

至 于 更 多 的 细节 , 包括 渐 近 结果 以 及 参考 文献 , 读者 可 以 参看 Gruber 与 Lekkerkerker 所 
著 Geometry of Numbers 一 书 , 以 及 Bambah, Dumir 与 Hans-Gill 的 文章 (Number Theory, 
15-41, Birkhauser, Basel 2000). 

关于 n = 2 时 的 Minkowski 猜想 (如 定理 455) 可 以 理解 成 一 个 非 齐 次 的 二 元 不 定 二 次 
型 问题 . 它 对 n 个 变量 的 不 定 二 次 型 的 推广 引起 了 包括 Bambah, Birch, Blaney, Davenport， 
Dumir, Foster, Hans-Gill, Madhu Raka, Watson 以 及 Woods 在 内 的 众多 研究 工作 者 的 兴趣 
特别 地 ,Watson(Proc，London Math，Soc. (3)12(1962), 564-576) 发 现 了 对 于 n > 21 的 最 
佳 结果 , 并 对 4 < n < 21 的 情形 作出 了 相应 的 猜测 . 这 个 猜想 后 来 被 Dumir, Hans-Gill 以 及 
Woods[J. Number Theory 4(1994), 190-197] 所 证 明 . 二 次 型 的 正 的 值 以 及 渐 近 不 等 式 也 得 到 
了 研究 , 并 得 出 了 类 似 的 结果 . 参考 文献 以 及 相关 的 结果 见 上 面 引 文中 提 到 的 Bambah, Dumir 
以 及 Hans-Gil 的 著述 . 

24.10 节 . Minkowski [Gesammelte Abhandlungen (Leipzig, 1911), i. 265, 270, 277] 首先 
对 定理 458 和 460 给 出 了 n 维 推广 的 猜想 , 并 在 其 后 对 mn 维 球 证 明了 后 者 [ 见 上 面 提 到 的 著作 ， 
这 95]. 一 般 性 的 定理 的 第 一 个 证 明 是 由 Hlawka [Math. Zeitschrift, 49 (1944), 285-312] 给 出 
的 . 我 们 的 证 明 属 于 Rogers [Annals of Math. 48 (1947), 994-1002 以 及 Nature 159 (1947)， 
104-105]， 关 于 Minkowski-Hlawka 定理 以 及 其 后 的 改进 的 介绍 , 也 见 Rogers，Packing and 
Covering 一 书 . 


第 25 章 椭圆 曲线 


25.1 同 余数 问题 


同 余数 (congruent number) 是 一 个 有 理 数 q, 它 是 一 个 所 有 边 长 均 为 有 理 数 的 
直角 三 角形 的 面积 . 我 们 注意 到 , 如 果 该 三 角形 边 长 为 a、b 和 c, 且 s 是 一 个 有 理 
数 , 那么 s29 也 是 一 个 同 余数 , 它 所 对 应 的 直角 三 角形 的 边 长 为 sa、sb 和 sc. 所 以 
我 们 只 需要 研究 什么 样 的 无 平方 因子 数 n 是 同 余数 就 足够 了 . 

如 果 取 c 作为 斜 边 之 长 , 那么 我 们 就 是 要 寻求 无 平方 因子 数 n, 使 得 存在 有 理 
数 a、b 和 c, 满足 

a2 十 好 =c2 以 及 Bab=n. (25.1.1) 
简单 的 代数 计算 表明 : 联 立 方程 (25.1.1) 的 正 的 解 与 经 由 变换 
ze+o) y= 22(e+9 a=Y p= 2nz c= + 
1 a ， 


得 到 的 方程 


Ea y y 


好 =z3 一 mn27 (25.1.2) 

的 正 的 解 一 一 对 应 . 故而 , n 是 一 个 同 余数 , 当 且 仅 当 (25.1.2) 有 正 有 理 数 解 x 和 y. 

方程 (25.1.2) 是 与 第 13 章 讨论 过 的 那些 方程 类 似 的 Diophantus 方程 的 一 个 

例子 . 这 种 类 型 的 方程 称 为 椭圆 曲线 (elliptic curve), 尽管 我 们 必须 注意 到 这 个 名 字 

取得 不 那么 妥 贴 , 这 是 因为 椭圆 曲线 和 椭圆 相互 之 间 儿 乎 没有 什么 关系 . 更 一 般 地 
来 说 , 椭圆 曲线 是 由 形 如 


E:y=7r+Ar+i+B (25.1.3) 
的 方程 所 得 出 来 的 , 其 中 一 个 进一步 的 要 求 是 : 判别 式 (discriminant) 
A=443+27B? (25.1.4) 


须 不 为 零 . 判别 式 所 需 满 足 的 这 一 条 件 确保 该 三 次 多 项 式 有 互 不 相同 的 ( 复 的 ) 根 ， 
且 巨 在 实 平面 上 的 轨迹 是 非 奇 异 的 . 为 方便 起 见 , 我 们 一 般 假设 系数 4 和 B 是 整 
数 . 用 已 (R) 来 记 (25.1.3) 的 实数 解 , 用 已 (Q) 来 记 它 的 有 理 数 解 等 等 , 都 是 很 方 
便 的 . 

椭圆 曲线 组 成 一 族 Diophantus 方程 . 它们 有 许多 极 具 魅力 的 性 质 , 在 本 章 中 我 
们 要 来 谈 及 其 中 的 某 些 性 质 .椭圆 曲线 为 数论 中 众多 的 定理 和 猜想 提供 了 判断 的 
基础 , 还 有 许多 的 数论 问题 (例如 同 余数 问题 ), 它们 的 解决 自然 而 然 地 引导 到 一 条 
或 者 多 条 椭圆 曲线 . 最 近 关于 椭圆 曲线 的 最 为 引 人 注目 的 应 用 是 Wiles 关于 Fermat 
大 定理 的 证 明 . 尽管 当 n > 4 时 , 绝对 可 以 肯定 Fermat 方程 z" +y" = z 本 身 不 
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是 一 条 椭圆 曲线 , 然而 Wiles 还 是 对 椭圆 曲线 作 了 大 范围 的 应 用 . 


25.2 ”椭圆 曲线 的 加 法 法 则 


在 研究 方程 (25.1.3) 的 解 时 , 通过 对 应 地 替换 (z,y) = (u-?X,u-3Y), 每 一 个 
非 零 的 数 v 都 给 出 一 个 等 价 的 方程 
Y?=X3+utAX+wuB. (25.2.1) 
我 们 称 (25.1.3) 和 (25.2.1) 定义 了 同 构 的 (isomorphic) 椭圆 曲线 . 如 果 A、B 和 
都 在 给 定 的 域 上 内 , 我 们 就 称 这 些 曲 线 在 上 上 是 同 构 的 (isomorphic over 上 ), 在 
此 情形 , 在 (25.1.3) 与 (25.2.1) 的 坐标 在 上 中 的 解 之 间 存 在 一 个 自然 的 双 射 . 
五 的 7 不 变量 (j invariant) 是 量 
443 4A3 
1B)= 4H A 
如 果 已 和 E' 是 同 构 的 , 则 有 j(E) = j(E'), 且 在 一 个 如 同 C 一 样 的 代数 的 封闭 
域 上 , 其 逆 也 为 真 . 而 在 如 同 Q 一 样 的 其 他 域 上 , 情形 要 略微 复杂 一 些 , 这 是 因为 
的 值 受 到 了 限制 . 根据 4 和 B 中 是 否 有 一 个 值 为 零 , 可 以 分 成 三 种 情形 . 


定理 461 设 忆 和 ' 是 由 方程 
E:y=73+Ar+B 以 及 EF:y=7T3+Az+B' 
所 给 出 的 椭圆 曲 线 , 系数 在 某 个 域 上 中 . 那么 ,已 和 忌 在 上 上 是 同 构 的 , 当 且 仅 当 
了 ( 百 ) =j(B'), 且 满 足下 列 诸 条 件 中 之 一 : 
(a) 4=A'=0 且 B/B' 在 kk 中 是 一 个 6 次 畴 ; 
(b) B=B'=0 且 A/A' 在 k 中 是 一 个 4 次 知 ; 
(c) 4BA'B' 关 0 且 4B'/A'B 在 中 是 一 个 平方 数 . 
首先 假设 4B 头 0, 故 有 j(E) 关 0 以 及 j(E) 关 1. 如 果 忆 和 E' 在 kk 上 是 同 
构 的 , 那么 关系 式 4' = wtA 和 B' = wu4B 立即 蕴含 j(B') =j(B), 故 4B' 关 0, 且 
4B' ALB a 
AB WwAB™ 


在 k 中 是 一 个 平方 数 . 
反之 , 假设 j(E) = j(E'), 且 对 某 个 we k, 有 
AB'/A'B = u?. 
则 关于 7 不 变量 的 假设 蕴含 着 
A3 27;j(E) 27j(E') _ A 


Bi 4—4j(E) 4-4j(E’)  B2 


0 A3B? (4B' 43B3 /AB'\’ 
A = NB = (篇) 4 (篇) > 


于 是 已 和 E' 在 上 上 是 同 构 的 . 4=0 和 B=0 的 情形 可 以 进行 类 似 处 理 . 
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使 得 椭圆 曲线 E 成 为 有 如 此 吸引 力 的 研究 对 象 的 一 个 性 质 是 : 存在 一 种 复合 
法 则 , 使 得 我 们 能 把 一 个 点 与 另 一 个 点 “ 相 加 *. 为 此 , 我 们 将 (25.1.3) 的 实数 解 
(z, y) 具体 表示 成 笛 卡 儿 平面 上 的 点 . 这 样 一 来 , 上 的 加 法 法 则 的 几何 描述 就 很 
简单 了 . 令 己 和 Q@ 是 已 上 不 同 的 点 , 而 工 是 经 过 已 和 Q 的 直线 . 那么 , 妃 是 由 
三 次 方程 (25.1.3) 所 给 出 的 这 一 事实 就 意味 着 工 与 巨 交 于 三 个 点 .? 这 些 点 中 的 两 
个 是 P 和 Q. 如 果 用 来 记 LN EE 中 的 第 三 个 点 , 那么 和 Q 的 和 就 定义 为 

P+Q= (RR 关于 z 轴 的 反射 点 ). 
为 了 将 P 与 自己 相 加 , 让 8 接近 于 P, 所 以 工 就 变 成 玉 在 点 已 处 的 切线 . E 上 
的 加 法 法 则 描述 在 图 11 中 . 


不 同 点 的 加 法 一 个 点 与 自己 相 加 
图 11 椭圆 曲线 上 的 加 法 法 则 


加 法 失效 的 一 种 情形 是 当 工 是 垂直 线 的 时 候 . 为 了 将 来 方便 起 见 , 我 们 定义 一 

个 点 了 = (z, y) 的 负 点 是 它 关 于 z 轴 的 反射 点 
-P= (z, —y). 
经 过 PP 和 -PP 的 直线 工 与 五 仅 在 这 两 点 相交 , 从 而 使 得 在 加 法 法 则 中 没有 第 三 
个 点 尽 可 以 利用 . 为 了 对 此 种 情形 加 以 修补 , 我 们 将 一 个 理想 化 的 点 O 引入 到 这 
个 平面 中 来 . 我 们 称 点 O 为 无 穷 远 点 (point at infinity), 它 有 如 下 性 质 : 无 穷 远 点 
位 于 每 一 条 垂直 线 上 , 但 不 在 其 他 任意 一 条 直线 上 . “此 外 , EB 在 O 点 的 切线 定义 
为 在 O 点 与 已 有 三 阶 相 切 . 那么 上 的 几何 加 法 法 则 就 对 任意 一 对 点 都 有 定义 . 
特别 地 , 涉及 点 O 的 特殊 规则 是 : 对 EE 上 所 有 点 已 均 有 
P+(-P)=O 以 及 P+O= 书 (25.2.2) 

现在 , 我 们 用 少量 的 解析 几何 以 及 微 积分 学 的 知识 来 推导 出 加 法 法 则 的 公式 . 
设 P = (zp,yp) 和 Q = (ze,yo) 是 曲线 BB 上 的 两 个 点 如果 已 = -Q, 那么 
P+Q= oO, 所 以 我 们 假设 已 光 -Q. 如 果 已 和 Q 是 不 同 的 点 , 我 们 就 用 


L:y=Mr+v 
来 记 通 过 P 和 Q 的 直线 , 而 当 它 们 重合 时 , 则 用 它 表示 巨 在 己 点 的 切线 . 显然 有 
A= 如 -好 以 及 v= 全 28 一 UP， 如 果 PQ， (25.2.3) 
TQ 一 ZP ZQ 一 ZIP 


四 @ 交点 必须 按照 相应 的 重 数 计算 , 有 一 些 特殊 情形 需要 马上 加 以 处 理 - 
加 熟悉 射影 平面 P2 的 读者 会 看 出 O 是 无 穷 远 直线 上 的 一 个 点 。 通 过 在 仿 射 平面 A2 上 对 每 个 方向 
(也 即 对 经 过 (0,0) 的 每 一 条 直线 ) 赋予 一 个 额外 的 点 , 即 可 构造 出 射影 平面 来 . 
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_ 3z$p+A |, _ -7z$ + Arp —2B 加 
入 十 2 以 及 v= | 如 果 P=Q. (25.2.4) 
我 们 通过 解 方程 
(Mr+v) =rz3+Ar+B (25.2.5) 


来 计算 巨 与 工 的 交点 . 与 工 的 交点 包含 点 PP 和 @, 所 以 三 次 方程 (25.2.5) 的 两 
个 根 是 zp 和 ze( 如 果 已 = @, 那么 zp 将 是 一 个 重 根 , 这 是 因为 KL 是 在 P 点 
的 切线 ). 设 R= (za,ya) 表示 巨 与 工 的 第 三 个 交点 , 方程 (25.2.5) 就 分 解 成 
Z3 Nr+(A—-2N)r+(B-P) (25.2.6) 
=(z 一 zP)(z 一 ze)(z 一 7ZR). 
比较 (25.2.6) 的 二 次 项 , 给 出 公式 
ZR= 和 NN -zp— ZrQ, (25.2.7) 
再 由 工 的 公式 给 出 对 应 关系 ya = Xza + 最 后 , 通过 关于 y 轴 的 反射 就 算出 P 
和 Q 的 和 是 
P+Q@= (zR, 一 yR) (25.2.8) 
为 了 以 后 的 应 用 ， 我 们 显 式 计算 出 加 倍 公 式 (duplication formula) 
3z2 十 4 了 一 24 交 一 8Bzp 十 42 
mp (于 + ) -op -村 
定理 462 设 忆 是 一 条 椭 圈 曲线. 上 面 所 描述 的 加 法 法 则 有 如 下 性 质 : 
(a) [单位 元 | 对 所 有 Pe E,P+O=O+P=P. 
(b) [ 北 元 对 所 有 PeE,P+(-P)=0O. 
(c)“[ 结 合 律 ] 对 所 有 PQ,REE, 有 (P+Q)+R=P+(Q+ 有 RR). 
(d) [交换 律 ] 对 所 有 P,Q EE, 有 P+Q=Q+P. 


根据 构造 可 知 , 单位 元 和 逆 元 公式 为 真 , 这 是 因为 我 们 把 O 置 于 每 一 条 垂直 线 
上 , 且 在 该 点 有 一 条 具有 三 阶 相 切 的 切线 . 交换 律 也 是 显然 的 , 这 是 因为 P+@ 是 
利用 经 过 P 和 Q 的 直线 来 计算 的 , 而 8 + 尸 则 是 利用 经 过 Q 和 PP 的 直线 来 计算 
的 , 它们 是 同一 条 直线 . 结合 律 的 证 明 更 加 困难 , 它 可 以 利用 加 法 公式 并 考虑 许多 
特殊 情形 , 通过 篇 幅 宛 长 的 代数 计算 加 以 证 明 ; 也 可 以 利用 代数 几何 或 者 复 分 析 方 
面 的 更 加 高 深 的 技巧 加 以 证 明 . 

定理 462 的 内 容 是 : 已 的 点 集 构成 一 个 以 O 为 单位 元 的 交换 群 . 重复 使 用 加 
法 以 及 负 元 , 使 我 们 可 以 用 任何 整数 m 来 与 的 点 “ 相 乘 ". 从 已 到 其 自身 的 这 
一 作用 称 为 用 m 相 乘 (multiplication-by-m) 映射 


(25.2.9) 


lm| 项 
gm : 巨 一 已 ，bm(P) =mP = (m 的 符号 ) (已 + 己 +… 十 万 ) (25.2.10) 
(习惯 上 , 我 们 也 定义 po (P) = O) 
定理 462 是 说 E 的 点 集 构成 一 个 交换 群 . 下 面 一 个 结果 说 的 是 : 如 果 取 坐标 
在 任意 域 中 的 点 , 则 有 同样 的 结论 成 立 . 
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定理 463 设 万 是 由 方程 (25.1.3) 给 出 的 一 条 椭圆 曲线 , 其 系数 A4 和 BB 在 
一 个 域 尺 中 , 又 令 
E(k)={(z,y) Ek :y=7+Art+B} UI{O}. 
那么 巨 (k) 中 两 个 点 的 和 与 差 仍 在 巨 (k) 中 , 从 而 已 (k) 是 一 个 交换 群 . 


证 明 便捷 而 简单 , 这 是 因为 对 EE 上 的 加 法 公式 粗略 审视 即 可 表明 : 如 果 4 和 
也 在 上 中 , 且 忆 和 @ 的 坐标 在 大 中 , 那么 己 土 Q 的 坐标 也 在 k 中. 加 法 公式 的 关 
键 特性 是 : 它们 全 都 由 有 理 函 数 给 出 , 无 论 何 时 都 无 需求 根 . 从 而 E(k) 关于 加 法 
和 减法 是 封闭 的 , 而 定理 462 说 的 是 : 加 法 法 则 具有 使 E(k) 成 为 交换 群 所 需要 的 
性 质 . 
如 果 大 是 一 个 有 算术 意义 的 域 , 例如 Q@、k(i) 或 者 有 限 域 Fn, 那么 Diophantus 
方程 
=7+Ar+B 
(其 中 z,y ek) 的 解 的 描述 可 以 用 对 于 群 (kk) 的 描述 来 实现 . 为 说 明 起 见 , 我 们 
对 四 条 曲线 
Bi:y=73+7, Eo:y=73—43+166 
Es:y=7-2, Ea:y=7+17 
上 具有 有 理 坐 标的 点 组 成 的 群 描述 如 下 (不 加 证 明 ): 曲线 El 没有 非 平 凡 的 有 理 
点 , 也 即  (Q) = {O}. 曲线 Eo。 有 有 限 多 个 有 理 点 . 更 确切 地 说 , BF2 (Q) 是 一 个 由 
7 个 元 素 
E, (Q) = {(3, +8), (—5, +16), (11, +32) , O} 
组 成 的 循环 群 . 相反 地 , 曲线 BE 和 Es 都 有 无 穷 多 个 有 理 点 . 群 Bs (Q) 是 一 个 由 
单个 点 已 = (3, 5) 自由 生成 的 群 , 其 含义 是 ，Es (Q) 中 的 每 个 点 都 有 nP 的 形式 
(对 于 唯一 一 个 ne Z). 类 似 地 , 点 已 = (-2,3) 和 Q = (2,5) 自由 生成 Es (Q), 其 含 
义 是 : Ba (Q) 中 的 每 个 点 都 有 mP + nQ 的 形式 (对 于 唯一 的 一 对 整数 m, n & 2Z). 
注意 , 有 关 i, Ez, Ea, Es 的 这 些 结论 中 没有 一 个 是 显而易见 的 . 
对 于 椭圆 曲线 上 的 二 阶 点 , 很 容易 刻画 出 它们 的 特征 . 
定理 464 。 椭圆 曲线 已 上 一 个 点 P= (z,y) 关口 是 一 个 二 阶 点 (也 即 满足 
2P = O), 当 且 仅 当 ! = 0. 
按照 加 法 法 则 的 几何 描述 , 点 P 的 阶 为 2, 当 且 仅 当 在 点 P 的 切线 是 垂直 
的 . 切线 工 在 点 已 = (z, 9) 处 的 斜率 满足 
2 型 =3z?+ 有 Ah, 
所 以 , 工 是 垂直 的 , 当 且 仅 当 y = 0. (注意 , 不 可 能 同时 有 y=0 和 3z?+A=0 成 
立 , 这 是 因为 y = 0 蕴含 z+ hz + B=0, 而 条 件 人 关 0 就 确保 73 十 Az 十 B=0 
和 它 的 导数 没有 公共 的 根 . ) 
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用 m 相 乘 映射 (25.2.10) 是 在 如 下 的 意义 下 用 有 理 函 数 来 定义 的 : zmp 和 ymp 
可 以 表示 成 Q(4, B, zp, yp) 的 元 素 . 例如 , 加 倍 公式 (25.2.9) 就 对 zzp 给 出 这 样 
一 个 表达 式 ， 用 有 理 函 数 定义 的 把 O 映射 成 O 的 映射 一 已 称 为 EE 的 自 同 
态 (endomorphism). 自 同 态 可 以 根据 法 则 

(G+)(P)= GP)+WP) 和 (Gy)(P)= $Y(P)) 
相 加 和 相 乘 (复合 ), 可 以 证 明 : 自 同 态 的 集合 End (5E) 对 于 这 些 运算 作成 一 个 环 .? 

对 于 (特征 为 0 的 域 上 ) 大 多 数 椭圆 曲线 来 说 , 仅 有 的 自 同 态 是 用 m 相 乘 映 
射 , 故而 对 这 些 曲线 有 End (E) = Z， 有 另外 的 自 同 态 存在 的 曲线 称 为 具有 复 乘 
法 (complex multiplication), 复 乘法 也 简写 为 CM. 这 种 曲线 的 例子 包括 

Es :y= 二 7T3 十 Ar， 它 有 自 同 态 由 (z,y) = (~-z, iy); 


以 及 曲线 

Ee :y=23 十 B， 它 有 自 同 态 pp (z, g) = (pz, Y) 
(这 里 与 在 第 12 章 中 一 样 , 有 i = VI 以 及 p = e#xi). 这 些 自 同 态 满足 

GP)=-P 以 及 Wt2(P)+9p(P)+P=0. 

可 以 证 明 : End (Es) 与 Gauss 整数 环 同 构 , 而 End (Ee) 则 是 k(p) 中 的 整数 环 . 这 
在 下 述 意 义 上 是 典型 的 事实 : 特征 为 0 的 域 上 一 条 CM 椭圆 曲线 的 自 同 态 环 永远 
是 一 个 虚 二 次 域 的 子 环 . 特别 地 , 自 同 态 的 复合 运算 是 可 交换 的 , 即 对 所 有 已 < 媚 
都 有 9(w(P)) =v (0(P)).® 


25.3 ”定义 椭圆 曲线 的 其 他 方程 


一 个 齐 次 多 项 式 方程 
F(XY2)= DD) AiXiYiZk=0 (25.3.1) 
iti+k=d 
是 非 奇异 的 (nonsingular), 如 果 联 立方 程 
POY, 2) -PW YD) =X 2) = 站 P(X,Y, 2) =0 


没有 异 于 X=Y = 2 =0 的 ( 复 ) 解 . “可 以 证 明 ， 任何 有 一 个 指定 的 非 平凡 解 
而 = (zo : yo : z0) 的 三 阶 非 奇 异 方程 (25.3.1) 在 下 述 意 义 下 是 一 条 椭圆 曲线 : 它 可 
以 通过 有 理 函 数 变 换 成 如 下 形式 之 方程 

+ary + asy = 23 + a27? 十 a47 十 a6， (25.3.2) 
其 中 点 Po 被 映射 成 位 于 无 穷 远 的 点 O. 此 外 , 如 果 大 是 一 个 包含 所 有 hij 且 包 含 
及 的 坐标 zo,yo, zo 的 域 , 那么 上 也 包含 新 的 系数 a1,… ,a6. 形 如 (25.3.2) 的 方程 
称 为 广义 Weierstrass 方程 (generalized Weierstrass equation). 


@ 证 明 中 最 困难 的 部 分 是 分 配 律 ， 也 即 证 明 ， 4 是 用 有 理 函数 定义 的 这 一 仅 有 的 事实 理 含 4 满足 


$(P+Q)= 9(P)+ 9(8). 
加 然而 应 该 注意 的 是 , 存在 定义 在 有 限 域 上 的 椭圆 曲线 , 其 自 同 态 环 是 非 交 换 的 . 
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下 面 的 例子 描述 了 这 个 一 般 性 的 原理 , 它 对 应 用 是 有 用 处 的 . 
定理 465 ”方程 


X3+Y3=A (25.3.3) 
的 非 零 解 通过 函数 
124 X-Y 
(XY) mm (于 入,304 半 地) (25.3.4) 
与 方程 
=73—43247 (25.3.5) 
的 解 (Z 关 0) 作成 双 射 . 其 逆 映 射 由 a 
6A 一 
2) 一 (Gre y, 304—y ) (25.3.6) 
给 出 . 


验证 映射 (25.3.4) 和 (25.3.6) 将 曲线 (25.3.3) 和 (25.3.4) 相互 变换 成 对 方 以 及 
这 两 个 映射 的 复合 是 恒 等 映 射 , 只 是 一 个 初等 的 计算 . 曲线 (25.3.3) 有 三 个 无 穷 远 
点 , 它们 对 应 于 齐 次 型 方程 X3 + Y3 = 4AZ3 中 置 Z = 0 的 情形 . 变换 (25.3.4) 使 
(25.3.4) 上 的 点 (1 : -1: 0) 与 (25.3.5) 上 唯一 的 无 穷 远 点 相对 应 . 
广义 Weierstrass 方 程 (25.3.2) 的 判别 式 (discriminant) 由 较为 复杂 的 表达 式 ? 
A =—asae +agasas + ataaa3 — 12ataza6 + afa? 
+8a3a2a3a4 + a3a3 + 36a3asa6 — 8a?a3a3 
—48a?a3a6 + 8a3aza3 — 30a?a3a4 + 72afaaa6 
+16a1a3a304 + 36a1a2a3 + 144aia2a3a6 一 96alasa3 
—16a3a3 — 64a3a6 + 16a3a3 + 72a2a3a4 + 2884a24a4a6 
—27a$ — 216a306 — 432a8 — 64a3 (25.3.7) 


给 出 . 花费 较 长 的 篇 幅 可 以 验证 : 曲线 是 非 奇异 的 , 当 且 仅 当 A # 0. 

保持 Weierstrass 方程 (25.3.2) 形式 不 变 的 最 一 般 的 变换 是 

z=Wr+r 和 =usy+u2sr'+tu #0) (25.3.8) 

变换 (25.3.8) 的 效果 是 将 判别 式 A 变换 成 A' = uA. 

在 研究 椭圆 曲线 (25.3.2) 上 的 整 点 或 者 有 理 点 时 , 对 方程 加 上 一 个 与 将 分 数 化 
为 最 简 分 数 相 类 似 的 最 小 性 条 件 常常 是 有 好 处 的 . 方程 (25.3.2) 称 为 是 一 个 (整体 ) 
最 小 Weierstrass 方程 (minimal Weierstrass equation), 如 果 对 所 有 的 变换 (25.3.8)( 其 
中 msteQ, 且 veQ") 判别 式 |A| 在 条 件 a1,… ,ae eZ 之 下 是 最 小 化 的 . 

如 果 大 的 特征 不 等 于 2 或 者 3, 则 代 换 

机 | ye 让 y 1 3 1 
T=7 330 YY a0 210 G10 303 


@ 敏锐 的 读者 会 注意 到 : 这 个 新 的 判别 式 (25.3.7) 是 老 的 判别 式 (25.1.4) 的 16 倍 , 这 个 多 出 来 的 倍 
数 仅 在 研讨 素数 P= 2 的 情形 时 才 有 重要 意义 . 在 此 情形 , 新 的 判别 式 更 加 合适 . 
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将 (25.3.2) 实 检 局 知 的 Weierstrass 型 (25.1.3), 其 中 


运 一 4 和 中 i 一 a 33 一 ai) 
1 8 1 
-86° 一 塘 otaz + 六 es 六 + 丰 cias+ 610203 
1 2 1 
于 号 + 了 02o4 一 06- 
25.4 有 限 阶 点 


点 PE 已 有 有 限 阶 (fnite order), 如 果 PP 的 某 个 正 整 倍数 mP 等 于 O. PP 的 
阶 是 满足 此 条 件 的 m 的 最 小 的 值 . 例如 , 定理 464 说 的 是 : P 的 阶 是 2, 当 且 仅 当 
yp = 0. 利用 椭圆 函数 的 理论 , 可 以 证 明 已 (C) 中 的 m 阶 点 作成 两 个 m 阶 循环 
群 的 乘积 , 在 这 一 节 里 , 我 们 要 证 明 Nagell 和 Lutz 的 一 个 精巧 的 定理 , 该 定理 对 
已 (Q) 中 的 有 限 阶 点 的 特征 进行 了 刻画 . 特别 地 , 仅 有 有 限 多 个 这 样 的 点 , 且 此 定 
理 给 出 了 寻求 所 有 这 种 点 的 一 个 有 效 的 方法 . 


定理 466 ” 设 已 是 由 整 系数 方程 (25.1.3) 给 出 的 一 条 椭圆 曲 线 , 又 令 PP = 
(Zz,y) E 万 (Q) 是 一 个 有 限 阶 点 . 那么 , PP 的 坐标 是 整数 , 而 且 要 么 Y = 0, 要么 V2| 人 A. 


通常 更 方便 的 是 , 通过 引进 坐标 变换 


z= w= (25.4.1) 
将 方程 (25.1.3) 中 的 “无 穷 远 点 ”移动 到 点 (0,0). 原来 椭圆 曲线 的 新 方程 是 
E:w=23+ Azw + Bw, (25.4.2) 


现在 点 O 就 是 (z,w) = (0,0)( 曲 线 上 满足 y = 0 的 三 个 点 , 也 即 二 阶 点 被 移 到 “无 
穷 远 ")， 我 们 观察 到 : 变换 (25.4.1) 把 直线 变 成 直线 ; 例如 ，(z,y) 平面 上 的 直线 
y = Mz 十 v 变 成 (>,w) 平面 上 的 直线 1 = 和 Az + zw 这 就 意味 着 , 我 们 可 以 利用 在 
(z,y) 平面 中 用 过 的 同样 的 程序 在 (z,w) 平面 中 将 上 的 两 个 点 相 加 . 现在 来 推 
导 (z,w) 平面 上 加 法 定律 的 显 式 公式 . 


定理 467 设 巨 是 由 (25.4.2) 给 出 的 一 条 椭圆 曲线 , 又 设 已 = (zpP,wp) 和 
= (z@,we) 是 马上 的 点 . 置 
苔 十 zpzQ 十 强 十 Auwp 


过 (25.4.3) 
1— Aza (wa +wp)—B (8 十 WPMQ 十 妨 ) 
B= wp — azp. 
那么 ,已 +@Q 的 z 坐标 由 公式 
2AaB + 3Ba?p 
ZP+Q 一 TT AGT TF Bas 十 zP 十 2Q. (25.4.4) 
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给 出 (如 果 zp = ze8 且 wp 关 Wwe, 则 a 形式 上 等 同 于 oo, 所 以 (25.4.4) 必须 解释 成 
Qa 一 2%0 以 及 8/a 一 一 zp, 在 此 情形 得 到 zp+@ = 一 zp”). 

定理 467 的 证 明 并 不 困难 , 但 要 求 掌握 一 定数 量 公式 的 代数 运算 . 首先 假设 
zp 关 zg， 则 经 过 P 和 @ 的 直线 w = az+B 有 斜率 


_ we— wp 
os 2@ 一 2P“ 
点 也 和 Q 两 者 均 满足 (25.4.2). 相 减 给 出 
wa 一 wp 二 ( 码 一 邓 ) + A (zews -zpw?)+B (ws — wy) (25.4.5) 


= ( 码 - 开 )+4ze (ww 一 wp)+A(zQ 一 zp) 吕 + 再 (一 她) ， 
(25.4.5) 中 的 每 一 项 要 么 能 被 wo - wpP 整除 , 要 么 能 被 ze - zp 整除 , 所 以 应 用 稍 
许 代数 知识 即 得 


Wo — WPp 弛 十 zpPzQ 十 约 十 Aw 


a= = (25.4.6) 
zzQ— ZzP 1— 4ze (we + wP) 一 B (w+wpwe+wy) 
类 似 地 , 如 果 已 = Q@, 则 切线 的 斜率 是 
i 3z3$ 十 Aw? 
= Wig 1—2Azpwp 3 (25.4.7) 


我 们 注意 到 , 如 果 作 代 换 (zg,we) = (zp,wp), 那么 (25.4.6) 就 变 得 与 (25.4.7) 相 
等 , 所 以 在 这 种 情形 也 可 以 利用 (25.4.6). 
直线 工 : w = az+ 6 与 曲线 玉 在 点 P 和 Q 以 及 第 三 个 点 R 相交 ， 将 
w 二 az 十 B 代入 (25.4.2) 给 出 一 个 三 次 方程 , 其 根 是 zp, ze 和 zaR( 带 有 适当 的 重 
数 ). 故而 存在 一 个 常数 C, 使 得 
z3+Az(az+P) +B(az+8)?— (az+p) 


=C (z— zp)(z— zQ) (2 ~ za). 
比较 z? 和 z3 的 系数 即 得 
24a6 + 3Boa?pB 
TP 0 RT T+Am + Bo 
点 PQ 和 RR 满足 P+Q+R=0, 从 而 P+Q= 一 R. 最 后 注意 , 在 (z,w) 平面 中 ， 
已 上 一 个 点 的 负 元 由 一 (z,w) = (~-z, 一 ww) 给 出 , 故而 P+ Q@ 的 z 坐标 是 -za. 

剩 下 要 处 理 的 是 zp = zg 以 及 wp 关 we 的 情形 .此 时 经 过 点 了 和 8 的 
直线 大 是 直线 z = zp, 而 且 , 只 要 B 尖 0, 直线 工 与 已 在 zw 平面 上 交 于 三 个 
点 .第 三 个 点 RR = (zR,wa) 必定 满足 za = zp, 这 是 因为 它 在 L 上 , 这 样 就 有 
zp+eg = z_R 二 一 ZR 二 一 zp. 这 就 完成 了 定理 467 的 证 明 . 

我 们 要 来 证 明 有 限 阶 点 有 整数 坐标 , 这 将 通过 证 明 不 存在 素数 整除 这 些 坐 标的 
分 母 来 实现 . 为 此 目的 , 我 们 固定 一 个 素数 p, 并 令 


@ 如 果 也 有 已 = 0, 则 公式 需 稍微 作 进一步 修改 , 我 们 把 它 留 给 读者 完成 . 
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ne 
容易 验证 : R, 关于 加 法 、 减法 以 及 乘法 都 是 封闭 的 , 所 以 Rp 是 Q 的 一 个 子 环 . 更 
长 远 地 来 讲 , 恰 如 同 在 Z 中 一 样 , 在 R。 中 可 以 定义 整除 性 . Rp 中 的 单位 ( 即 关 于 
乘法 有 逆 元 者 ) 正 是 那些 分 子 与 分 母 两 者 均 与 p 互 素 的 有 理 数 . 我 们 可 以 将 R, 的 
元 素 按照 模 p 来 化 简 , 在 5.2 节 和 5.3 节 中 讲述 的 同 余 式 理论 依然 成 立 . ” 
我 们 定义 一 个 非 零 整数 a 的 p 进 赋值 wp (a) (p adic valuation) 是 p 能 整除 a 的 
最 高 宕 ,通过 令 


vw (f) = (0) -wd) 
将 此 定义 推广 到 有 理 数 上 . 我 们 还 形式 上 地 令 ww (0) = co 大 于 每 个 实数 , 注意 : R， 
由 


Rp= {a€Q:v (a) >0} 


来 刻画 ， 
容易 验证 v, 有 下 列 性 质 :“ 
vp (aB) = vp (a) + vp (B), (25.4.8) 
vp (a + BP) > min {vp (a) ,vp (D)} . (25.4.9) 
此 外 , 在 赋值 不 相等 的 情形 , (25.4.9) 中 有 等 式 成 立 : 
wo) (a+ 6) = min{v, (0) ,vp (8)}. (25.4.10) 


定理 468 设 己 是 由 整 系数 方程 (25.1.3) 和 (25.4.2) 给 出 的 一 条 椭圆 曲 线 ， 
又 设 已 = (Z,y) = (z,w) 是 已 上 一 个 有 有 理 坐 标的 点 . 那么 
vp (7) <0Hvp(Yy) <0Hvp(z2) > 0 vp (wv) >0. 
如 果 这 些 等 价 条件 中 有 任何 一 个 为 真 , 则 有 
vp (2) = —2vp (2)， vp() =—3vp(z) 以 及 vp(w) = 3vp (2). 
定理 468 的 所 有 结论 都 是 将 基本 赋值 规则 (25.4.8), (25.4.9) 和 (25.4.10) 应 用 
到 定义 忆 的 方程 (25.1.3) 以 及 (25.4.2) 的 直接 推论 . 


定理 469 设 己 是 由 整 系数 方程 (25.4.2) 定义 的 一 条 椭圆 曲线 . 设 已 和 Q 
是 马 的 点 , 其 (2z,w) 坐标 在 Ro 中 , 又 假设 这 些 点 满足 


zp 三 z8 三 0 (modp*)( 对 某 个 上 > 1). (25.4.11) 
那么 , 它们 的 和 的 z 坐标 满足 
zp+Q = zp + 2Q (modp*). (25.4.12) 


特别 地 , (25.4.11) 蕴含 zp+g 三 0 (modp*). 
定理 468 和 (25.4.11) 告诉 我 们 : wp = wo = 0 (modp*). 我 们 首先 排除 定理 
467 中 的 例外 情形 . 假设 zp = zo, 从 (25.4.2) 在 Q 点 的 值 减 去 (25.4.2) 在 已 点 的 


QD Rp 是 局 部 环 (local ring) 的 一 个 例子 , 局 部 环 是 具有 单一 极 大 理想 的 环 . 
加 性 质 (25.4.8) 和 (25.4.9) 是 说 : 函数 vp : Q* 一 Z 是 高 散 的 冉 值 (discrete valuation). 
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值得 到 
(we — wp) (1 — Azp (we +wp) — B (ws +wpwe + ws)) = 0° 
第 2 个 因子 模 p 同 余 于 1, 故 有 we = wp. 
排除 了 zp = ze 以 及 wp # woe 的 情形 , 我 们 看 到 : 由 定理 467 的 (25.4.3) 所 
定义 的 量 a 和 6 满足 
Qa=0(modp*) 以 及 f=0 (modp™*). 
这 样 一 来 , 定理 467 的 (25.4.4) 给 出 
2AaB + 3Ba?B 
POT 1+ Aa? + Bas 
定理 469 对 于 证 明定 理 466 中 的 整 值 性 结论 提供 了 所 需要 的 工具 . 设 已 = 
(zp,yP) e 巨 (@) 是 一 个 有 限 阶 点 . 我 们 需要 证 明 : zp 和 yp 是 整数 . 如 果 yp = 0， 
则 由 定理 464 得 2P = O, 这 样 一 来 , 的 方程 (25.1.3) 表明 : zp 是 一 个 整数 , 证 明 
完毕 . 从 现在 起 我 们 假设 yp 六 0. 
如 车 不 然 , 假设 存在 一 个 素数 p, 它 整 除 zp 的 分 母 . 变换 到 (z,w) 坐标 , 定理 
469 告诉 我 们 : p|zp. 设 =v(zp) > 0, 则 有 p*|zp 以 及 pk+l zp. 重复 应 用 定理 
469 中 的 (25.4.12) 就 得 到 
znP 三 nzp (modp*)( 对 所 有 n > 1). (25.4.13) 
现在 , 我 们 利用 P 有 有 限 阶 的 这 一 假设 , 从 而 对 某 个 m > 1 有 mP = 0. 在 
(25.4.13) 中 设 n =m, 并 利用 zo = 0 这 一 事实 就 给 出 
0= zo = zmp=mzp (modp5k) . (25.4.14) 
如 果 p frm, 那么 (25.4.14) 与 假设 mk+l fzp 矛盾 , 这 就 证 明了 p 不 整除 zp 和 yp 
的 分 母 . 
剩 下 要 处 理 p 整除 m 的 情形 . 记 m= pm/, 置 P = m'P, 又 令 以 =v(zp)( 注 
意 : 对 n= m/ 根据 (25.4.13) 有 > 大 > 1). 由 于 P' 的 阶 为 p, 故而 同样 的 讨论 
得 到 


+zp+zoe 三 zp 十 ze (modp*). 


0= zo = 2pp' 三 DzpP (moazs) 
从 而 5K -1 整除 z, 这 仍 是 一 个 矛盾 . 这 就 完成 了 证 明 : 有 限 阶 点 的 (z,y) 坐标 是 
整数 . 
既然 知道 了 有 限 阶 点 有 整数 坐标 , 那么 定理 466 的 第 二 部 分 的 证 明 就 容易 了 . 
首先 , 定理 464 说 的 是 : 2P = O 当 且 仅 当 y = 0, 故我 们 可 以 假设 已 = (z,y) 的 阶 
是 m > 3. 于 是 P 和 2P 两 者 都 是 有 限 阶 点 , 从 而 由 前 面 的 结果 知道 : 它们 两 者 都 
有 整数 坐标 . 加 倍 公式 (25.2.9) 给 出 
攻 一 24z2 一 8BzpP 十 42 
47$ +4Arp +4B 


zap = (25.4.15) 


四 此 式 原 书 误 写 为 (wa wp) (1 - Azp (we + wp) 一 已 (网 +wwe+ w8)) = 0 
一 一 译 者 注 
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利用 标准 的 Euclid 算法 或 者 结 式 计算 即 得 恒等式 
(3z? + 44) (z4 — 2Az? ~ 8Bz + A?) 
— (3z3 -54z 一 27B) (za + Azr+ B) 


=443 十 27B2 = A. (25.4.16) 
将 (25.4.15) 和 (25.4.16) 与 基本 关系 式 y? = z3 + Az + B 合 起 来 , 就 给 出 
(4(37% +4A)z2p - (37% — 5Azp — 27B)) = A. (25.4.17) 


(25.4.17) 中 所 有 的 量 都 是 整数 , 这 就 证 明了 妃 | 人 A. 


25.5 ”有 理 点 组 成 的 群 


由 定理 466 可 以 有 效 地 确定 E(Q@) 中 的 有 限 阶 点 . 而 对 无 限 阶 点 的 刻画 则 要 
困难 得 多 . 关于 E (Q) 的 一 个 基本 定理 ( 它 属于 Mordell 并 经 Weil 加 以 推广 ) 说 的 
是 : 已 (Q) 中 每 个 点 都 可 以 表示 成 取 自 一 个 有 限 的 生成 元 集合 的 点 的 线性 组 合 , 这 
里 要 注意 的 是 : 加 法 总 是 通过 椭圆 曲线 EE 上 的 复合 运算 法 则 来 实现 的 . 


定理 470 设 已 是 由 有 理 系数 方程 (25.1.3) 给 出 的 一 条 椭圆 曲线 . 则 它 的 有 
理 点 群 已 (Q) 是 有 限 生成 的 . 

一 个 标准 的 代数 结论 说 的 是 : 每 个 有 限 生 成 的 Abel 群 是 一 个 有 限 群 与 一 个 自 
由 生成 群 的 直 和 . 故而 定理 470 蕴含 如 下 更 精确 的 命题 . 

定理 471 设 已 是 由 有 理 系数 方程 (25.1.3) 给 出 的 一 条 椭圆 曲线 . 则 EE(Q) 
中 存在 一 个 有 限 点 集 已 ，… ,局 ,使 得 每 个 点 PE EE(Q) 都 可 以 唯一 地 表示 成 

P=nP+nP+..…+nrP.+T 

的 形式 , 其 中 n1,… ,nr EZ, 而 T 是 一 个 有 限 阶 点 ， 非 负 整 数 7( 它 由 马 (Q) 唯一 
决定 ) 称 为 已 (Q) 的 秩 (rank). 

我 们 由 给 出 一 个 初等 的 引 理 开始 , 并 讨论 定理 470 中 秩 为 0 的 某 些 情形 , 然后 
我 们 来 叙述 此 定理 的 一 个 较 弱 的 形式 , 利用 它 经 由 与 Fermat 无 穷 递 降 法 类 似 的 方 
法 推导 出 整个 定理 . 

定理 472 设 已 是 由 有 理 系数 方程 (25.1.3) 给 出 的 一 条 椭圆 曲线 , 又 设 已 = 
(z,y) 是 马 的 一 个 有 有 理 坐 标的 点 . 那么 , 已 的 坐标 可 以 表 为 如 下 形式 

P= (全 二 )， gcd(awd = (6,d) =1. 
定理 472 是 定理 468 的 推论 , 不 过 我 们 要 给 出 一 个 简短 的 直接 证 明 . 将 P = 

和， :) 的 坐标 记 为 分 母 是 正 数 的 最 简 分 数 , 并 代入 (25.1.3) 中 得 到 


(一 个 与 v 互 素 的 数 ) (一 个 与 v 互 素 的 数 ) 
放 本 u3 P 


rs, 
TS 
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从 而 如 = 好, 比较 "和 v 的 素 因 子 分 解 , 可 以 看 出 , 存在 一 个 整数 d, 使 得 v = ad3 
且 w=a. 

我 们 在 第 13 章 里 研究 过 的 某 些 Diophantus 方程 是 椭圆 曲线 . 下 面 两 个 定理 对 
那些 结果 作 了 重新 表述 , 从 而 对 定理 470 中 几 种 秩 为 0 的 情形 给 出 证 明 . 


定理 473 椭圆 曲 线 忆 :yy? = z3 +z 的 秩 为 0 它 的 有 理 点 群 EE(Q) = 
{(0,0) ,O} 是 一 个 二 阶 循环 群 . 

设 P= (a/d?,b/d) e 巨 (Q). 那么 

b=a3t+adt=al(a?+d4), (25.5.1) 
gcd(a,d) = 1 这 一 事实 比 含 (25.5.1) 中 之 诸 因 子 是 平方 数 , 比方 说 有 
a=W 以 及 +d4=v2. 

消去 a 得 到 ws + dd = v2, 而 定理 226 给 出 udv = 0. 假设 d 关 0, 且 w=0 则 将 使 
得 有 w= d = 0, 故 仅 有 的 解 是 v = 0. 从 而 有 a= 0 以 及 P= (0,0). 


定理 474 对 于 BE {16, 一 144, 一 432,3 888} 中 的 每 一 个 值 , 椭圆 曲线 
Esp:y=7+B 
的 秩 都 是 0, 也 就 是 说 , EB (Q) 是 有 限 的 . 


定理 465 给 出 从 曲线 
COA: XS+Y3=A 
到 曲线 已 4sza 的 一 个 映射 除了 至 多 几 个 例外 , 这 个 映射 使 得 有 理 点 集 C4 (Q) 
对 等 于 有 理 点 集 E_43242 (Q). 
与 定理 472 证 明 中 类 似 的 讨论 表明 : C4 (Q) 中 每 个 有 理 点 都 有 (a/c,b/c) 的 形 
式 , 其 中 的 分 数 取 最 简 形式 . 于 是 
a3+b = 4c3. 
定理 228 对 4 = 1 以 及 定理 232 对 4 = 3 告诉 我 们 
C1(Q)={(1,0),(0,D)} 以 及 C3(Q)=%, 
由 此 即 推出 巨 _s32 (Q) 和 Es sss (Q@) 都 是 有 限 的 . 
验证 如 下 结论 不 过 是 一 个 代数 练习 : 下 面 的 公式 给 出 从 Ba 到 已 rs 的 一 个 
有 良好 定义 的 映射 ( 它 在 Es (Q) 上 至 多 是 3 比 1 的 )? 
Ep:yY = +B— EF2p:y =7—27B8, 
(2,9) 一 (za 十 4B)/z2a(z3 — 8B)/2°). 
取 也 = 16 给 出 Ei6 (Q@) 一 已 saz(Q), 所 以 Pie(Q) 是 有 限 的 , 类似 地 , 取 B = 一 144 
表明 , B_144 (Q@) 是 有 限 的 . 


@ 此 映射 在 复 的 点 Ep (C) 一 已 _27B (C) 上 恰好 是 3 比 1 的 . 椭圆 曲线 之 间 由 有 理 函 数 定义 的 映射 
称 为 同 种 (isogeny). 
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现在 来 继续 讨论 定理 470 的 证 明 , 传统 上 它 被 分 成 两 部 分 . 对 于 第 一 部 分 我 们 
予以 陈述 而 不 加 证 明 , 因为 它 所 需要 的 工具 超出 了 我 们 的 范围 .? 


定理 475 设 马 是 由 有 理 系数 方程 (25.1.3) 给 出 的 一 条 椭圆 曲线 . 那么 , 商 
群 已 (Q)/2 已 (Q) 是 有 限 的 , 也 就 是 说 , 存在 一 个 有 限 点 集 Q1,… ,Qk e 巨 (Q), 使 
得 已 (Q) 中 每 个 点 @ 都 可 以 表示 为 如 下 形式 

Q=Qi+2Q 

(对 某 个 1<igk 以 及 某 个 Q' EE(Q)). 

定理 470 证 明 的 第 二 部 分 是 递 降 法 的 论证 , 它 与 Fermat 的 精神 非常 类 似 . 对 
于 一 个 适当 的 有 理 数 v 作 形 如 z = wz' 以 及 y = way' 的 变量 替换 , 我 们 就 可 以 假 
设 定义 五 的 方程 (25.1.3) 有 整 系数 . 

为 递 降 法 之 需要 , 我 们 将 用 高 度 函数 来 度量 E(Q) 中 点 的 算术 大 小 . 一 个 有 理 
数 te Q 的 高 度 (height) 定义 为 : 对 t= 和 e Q( 其 中 ged (a,) = 


HO =H(F)=max{lel, bl)}, 


而 一 个 点 已 = (zp,yP) € E(Q) 的 高 度 则 定义 为 : 当头 O 时 有 
H(P)= H(zp) 
以 及 五 (O) = 1. 显然 , 高 度 小 于 任何 给 定 界限 的 有 理 数 仅 有 有 限 多 个 ,对 (Q) 中 
的 点 也 有 类 似 结论 , 这 是 因为 每 个 有 理 的 z- 坐标 至 多 给 出 两 个 有 理 的 y- 坐标 . 
执行 递 降 法 的 关键 在 于 弄 清楚 群 法 则 对 于 点 的 高 度 的 作用 效果 . 
定理 476 设 马 是 由 整 系数 方程 (25.1.3) 给 出 的 一 条 椭圆 曲线 . 那么 ,存在 
常数 cl 以 及 ca > 0, 使 得 
对 所 有 PQeEE(Q) 有 H(P+Q) < cH (PH (QO), (25.5.2) 
对 所 有 PeE(Q) 有 H(2P) > c2H (P). (25.5.3) 
高 度 函 数 满 足 H > 1, 所 以 , 如 果 P = O 或 者 Q = O, 那么 (25.5.2) 和 (25.5.3) 
两 者 对 cl = cz = 1 都 成 立 . 类 似 地 , 如 果 P+Q = O, 那么 (25.5.2) 对 cl = 1 成 立 . 
我 们 来 考虑 剩 下 的 情形 . 
利用 定理 472, 我 们 记 


b 
P= (zp,yPr)= (器 各 ) 以 及 Q = (ze:ye) = 人 
假设 Ps 了 @, 则 加 法 公式 (25.2.3), (25.2.7) 和 (25.2.8) 给 出 


2 
| 
如果 (25.1.3) 中 的 三 次 方程 za + Az 十 BB 有 一 个 有 理 根 , 那么 定理 470 就 能 有 一 个 初等 (然而 元 
长 的 ) 的 证 明 , 例如 , 可 以 在 Silverman-Tate 著 的 Rational Points on Elliptic Curves 一 书 第 3 章 

中 找到 这 个 证 明 . 
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_ (Zrr@+A) (zp+ zo)+2B— 2ypyo 
(zp — z@)” 
(apao + Ad$d®) (apd2 + aQd?) +2Bd$dé — 2bpdpbada 
(ar 三 一 ag) 
如 果 一 个 有 理 数 的 分 子 与 分 母 之 间 有 化 简 相 消 , 则 它 的 高 度 只 会 减 小 , 所 以 (25.5.4) 
以 及 三 角 不 等 式 就 给 出 
H(zp+Q) < comax {lapl? ,lapl laedpl} x max {lagl* ,ldal’, lbadol} (25.5.5) 
(显然 可 以 取 cs = 4+214|+21B|). 接 下 来 注意 , 由 于 P 和 Q@ 都 是 曲线 上 的 点 , 故 
而 它们 的 坐标 满足 
友 = 吵 +4ap 鸣 +Bd2 以 及 哆 =a8+Aagdy + Bdg. 


(25.5.4) 


从 而 有 
lop] < camax {lap|y?， ldpP} (25.5.6) 
以 及 
lbel < camax {al ,Idol } 
(显然 可 取 cs = 1+14|+|B|). 将 (25.5.6) 代入 (25.5.5) 即 得 
H (p+q) < cactmax {lapf ,ldpl} max{laeP ,lae 人 = (PP 三 (O)， 
这 就 完成 了 当 PQ 时 (25.5.2) 的 证 明 . 对 于 已 = Q@ 的 情形 , 证 明 与 此 相似 [要 利 
用 加 售 公式 (25.2.9)], 读者 应 该 有 把 握 自 己 完成 它 . 
现在 转 而 讨论 下 界 (25.5.3)， 如 果 多 项 式 z3 + 4z + B 有 有 理 根 , 那么 我 们 首 
先 断 定 正常 数 c2 满足 
ca < min{ 感 (64:5<Q 且 所 +45+ 忆 = 0}. (25.5.7) 
此 时 , 定理 464 告诉 我 们 : 如 果 2P = O, 则 (25.5.3) 为 真 , 所 以 可 以 假设 2P # 0. 
为 简化 记号 , 我 们 记 
zp= 把 
是 一 个 最 简 分 数 . 定义 多 项 式 
F(X,2)= X4—2AX?2? — 8BXZ3 + A224, 
G(X,2) =4X32 +4AXZ3 +4BZ4, 
并 利用 它们 来 将 加 倍 公式 (25.2.9) 齐 次 化 . 从 而 2P 的 z 坐标 就 由 


x2p = A 9 (25.5.8) 


给 出 . Euclid 算法 或 者 结 式 理论 告诉 我 们 如 何 从 F 和 G 中 消去 区 或 者 2 得 到 一 
个 关系 式 , 参见 (25.4.16). 显然 , 如 果 定 义 多 项 式 
fi(X,2) = 12X22 +16423， (25.5.9) 
g1(X,2) = 3X3 一 54X22 -27 万 Za， (25.5.10) 
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fo(X,2) =4(443 +27B?) X3 — 442BX?Z 
十 44 (343 十 22B2?X) Z2 +12B (A3+8B?) 23, (25.5.11) 
g2(X,2) =ABX3 + A(5A3 +32B?) XZ 
+2B (1343+96B?) XZ?—3A?(A3+8B?) 23, (25.5.12) 
然后 , 再 用 一 个 初等 但 却 宛 长 的 计算 验证 两 个 形式 恒等式 
fi(X,2) F(X,2)+91(X,2)G(X,2) =4A27， (25.5.13) 
fo(X,Z) F(X,2)+92(X,2)G(X,2) = 4AXT. (25.5.14) 
这 里 与 通常 一 样 , A = 443 +27B? 头 0 表示 的 判别 式 . 
将 铸 =a 以 及 2Z=5 代 入 (25.5.13) 和 (25.5.14) 即 得 
fi(a,d) F(a,6) + 91 (0,6)G (0,6) = 4A0, (25.5.15) 
fo(a,6) F(a,6) +92(a,6)G (a,d) =4Aa7. (25.5.16) 
由 (25.5.15) 和 (25.5.16) 以 及 gcd (a, 6) = 1 这 一 事实 可 以 看 出 
gcd (F (a,6),G (a,6))|4A. 
于 是 在 (25.5.8) 的 分 子 与 分 母 之 间 至 多 能 消去 4A 的 一 个 因子 , 所 以 
max {F (0,6),G (a, 5)} 


H(z2p) > Ai (25.5.17) 
恒等式 (25.5.15) 与 (25.5.16) 也 能 给 出 估计 式 
|4A67| <2max {|fi (as 0)|, lg (as 6))} (25.5.18) 


x max {|F (a, 5)|, |G (a, 0)|}, 
|4A67| <2max {|f2 (a, 6)|, |g2 (a 5)|} 
x max {|F (a, 6)| ,|G (a, 60)|}. (25.5.19) 
观察 请 ,gu f2 以 及 gz 的 显 式 表达 式 (25.5.9)~(25.5.12), 我 们 看 出 有 
max {|fi (a, 5)|, lg1 (o, 0)| ,|f2 (a, 6)|, 192 (0, 5))} 
<es max { al ,6 ， (25.5.20) 
其 中 cs 只 由 4 和 B 来 决定 . 将 (25.5.18), (25.5.19) 以 及 (25.5.20) 组 合 起 来 即 得 
41Almax{lal ,16I}7 < 2cs max{flal ;15 :max {|F (a,0)|, IG (a, 6 上， (25.5.21) 
这 样 一 来 , (25.5.17) 和 (25.5.21) 就 蕴含 
H(z2p) > (2cs)—! max {lal, 16|}’ > caH (zp)’, 
其 中 可 以 取 满 足 (25.5.7) 的 任何 正 数 ca < (2cs)-!. 这 就 完成 了 (25.5.3) 的 证 明 . 
定理 476 将 巨 上 点 的 和 与 它们 高 度 的 乘积 联系 起 来 , 从 这 个 意义 上 说 , 这 个 定 
理 表述 成 乘积 的 形式 . 利用 对 数 高 度 (logarithmic height) 
h(P)=1gH(P) 
对 它 重 新 改写 是 很 方便 的 . 按照 这 一 记号 , 定理 476 中 的 两 个 不 等 式 变 为 
h(P+Q) < 2h(P)+2h(Q)+ C1( 对 所 有 P,Q € E(Q)), (25.5.22) 
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hh(2P) > 4h(P) - Cz( 对 所 有 Pe E(Q))， (25.5.23) 
其 中 Ci 和 Cs 是 只 与 有 关 的 非 负 常数 . 
现在 要 来 证 明 : 存在 一 个 由 高 度 有 界 的 点 组 成 的 集合 5 Cc E(Q), 使 得 E(Q) 
中 每 个 点 都 是 9 中 点 的 线性 组 合 . 这 就 草 含 了 已 (Q) 是 有 限 生 成 的 (定理 470), 这 
是 因为 高 度 有 界 的 点 集 是 有 限 的 . 
定理 475 告诉 我 们 : 存在 一 个 有 限 点 集 Q1,… , Qk e 互 (Q), 使 得 E(Q) 中 每 
个 点 与 某 个 8; 只 相差 2E (Q@) 中 的 一 个 点 . 令 
Ca = Bmax {h (Q;) :1<j<+ 
其 中 Cl 和 C2 分 别 是 在 (25.5.22) 以 及 (25.5.23) 中 出 现 的 常数 , 用 
S={REE(Q):h(R) < 2C3+1} (25.5.25) 
来 定义 有 限 点 集 5 c EE (Q). 特别 请 注意 , 81,… ,Qk 在 5 中 . 
设 Be EB(Q) 是 已 (Q) 中 任意 一 个 非 零 的 点 . 我 们 用 归纳 的 方法 定义 E(Q) 
中 一 列 指数 j0, 和 1,j2,… 和 一 列 点 PB, 只, 己 ,…, 它们 满足 
P=2P+Qn, P=2P+Q, P=2P+Qi. (25.5.26) 
相连 接 的 P 和 jj 的 选择 不 一 定 是 唯一 的 , 但 是 定理 475 确保 在 每 一 步 都 至 少 有 一 
种 选择 . 我 们 首先 应 用 (25.5.23), 然后 再 利用 (25.5.22) 来 证 明 : Pi 的 高 度 减 小 得 很 
快 . 从 而 


42, (25.5.24) 


h(P) < 3(h(2P) + C2) = 3(h(B1 — 0;) + C02) 
sa 1) +2h (Qn) + C1 + C2) 
<3 h(Pi-i) + Cs, (25.5.27) 


其 中 Cs 由 (25.5.24) 定义 , 我 们 还 用 到 了 (~Q) =h(Q) 这 一 事实 , 这 是 因为 h(@) 
只 与 zg 有 关 . 
我 们 来 应 用 (25.5.27), 从 已 开始 回溯 到 局， he 


Hr) Cs 和 去 4(P) F208 


1 
(Py) < A(B)+ (1 二 二 + 二 pr 


这 样 一 来 , 如 果 选 取 满足 2* > h( 己 ) 的 mw 则 点 P。 在 由 (25.5.25) 所 定义 的 集合 5 
之 中 . 最 后 , 在 方程 序列 (25.5.26) 中 用 倒退 代 换 即 可 证 明 


n 
Po =2"°Ps + 21Qji 
i=1 


所 以 原点 Po 是 S 中 点 的 一 个 线性 组 合 . 这 就 证 明了 : 有 限 集合 S 是 群 (Q) 的 一 
个 生成 集 . 
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25.6 ”关于 模 p 的 点 群 


研究 系数 在 其 他 域 中 (例如 : 由 p 个 元 素 组 成 的 域 , 这 样 的 域 记 为 F,?) 的 椭 
圆 曲线 是 富有 教 益 的 , 曲线 上 modp 的 点 
已 Fp) = {(z,y) EF2 :y=73+ Ar+B(modp)} LU{O} 
可 以 用 通常 的 加 法 公式 (25.2.2)~(25.2.8) 相互 相 加 成 为 另 一 个 点 , 且 它们 满足 定理 
462 中 所 描述 的 通常 的 性 质 . 
我 们 可 以 用 Lengendre 符号 (6.5 节 ) 计算 EB(F,) 中 的 点 数 , 其 中 要 用 到 如 下 
事实 : 同 余 式 六 三 a(modp) 有 1 二 (3 个 解 . 从 而 


p-1 


3+Ar+B A /zs+Ar+B 
#E (Fp) =1+ (+ (T+)) - 下定 (王公 + 
( 3 了 > 二 


=0 
我 们 可 以 期 竺 (e+ 人 ta) 取 值 +1 和 -1 的 可 能 性 近似 相等 , 故而 #B (F,) 
近似 等 于 p+1 这 一 合理 论证 之 正确 性 可 以 表述 成 一 个 属于 Hasse 的 定理 . 


定理 477* 设 p 是 一 个 素数 , 妃 是 系数 在 卫 个 元 素 的 有 限 域 F, 中 的 一 条 机 
圆 曲 线 . 那么 , 巨 中 坐标 在 Fp 中 的 点 的 个 数 满足 估计 式 
|#E(Fr) — (p+ 1)| < 2VP. 
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椭圆 曲线 常 有 无 穷 多 个 具有 有 理 坐 标的 点 , 这 是 因为 两 个 有 理 点 之 和 仍 是 一 个 
有 理 点 . 而 对 于 有 整数 坐标 的 点 , 情形 则 大 不 相同 , 因为 对 加 法 公式 (25.2.2)~(25.2.8) 
中 所 用 到 的 有 理 函 数 仔细 研究 将 会 明了 : 整 点 之 和 未 必 是 一 个 整 点 . 

这 一 领域 的 主要 定理 ( 它 属于 Siegel) 是 说 : 椭圆 曲线 仅 有 有 限 多 个 整 点 . 我 
们 首先 来 对 Siegel 定理 的 三 种 初等 情形 加 以 证 明 , 然后 继续 用 一 个 例子 来 展示 ( 椭 
圆 ) 曲线 上 的 整 点 与 Diophantus 逼近 (第 11 章 ) 的 理论 之 间 的 紧密 联系 , 最 后 再 
以 Siegel 结果 的 完整 表述 作为 结束 . 


定理 478 ”方程 
y=73+7 (25.7.1) 
没有 整数 解 .” 
@ 为 简单 起 见 , 假设 p 是 一 个 奇 素数 为 了 对 F 在 或 者 其 他 特征 为 2 的 域 上 的 棋 加 曲线 进行 研究 , 如 


果 有 必要 的 话 , 要 利用 推广 的 Weierstrass 方程 (25.3.2), 与 25.3 节 中 讨论 过 的 判别 式 (25.3.7) 相 


比 , 在 这 里 相应 有 一 个 更 为 复杂 的 表达 式 . 
加 事实 上 , 方程 (25.7.1) 没有 有 理 数 解 , 但 是 其 证 明 需 要 不 同 的 方法 , 而 且 困 难得 多 . 
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假设 (z,y) 是 (25.7.1) 的 一 组 整数 解 . 注意 : zx 不 可 能 是 偶数 , 因为 形 如 8k +7 

的 数 不 可 能 是 平方 数 . 将 (25.7.1) 重新 写成 
好 +1=z3+8=(z+2)(z2 一 2z+4). (25.7.2) 
由 于 z 是 奇数 , 我 们 有 
7z2—27+4= (7—1)?+3=3(mod4), 
所 以 存在 某 个 素数 p = 3 (mod4), 它 整除 z? - 2z + 4. 这 样 一 来 , (25.7.2) 就 蕴含 
y=-1(modp), 

这 与 定理 82 矛盾 . 从 而 (25.7.1) 没有 整数 解 . 


定理 479 方程 


妇 =z3 一 2 (25.7.3) 
仅 有 的 整数 解 是 (Z,y) = (3, 士 5). 


我 们 在 二 次 域 (V=3) 的 整数 环 中 运作 , 根据 定理 238, 这 个 环 是 由 形 如 
a+bvV-2 

(a,b e Z) 的 数组 成 之 集合 . 域 k(V=3) 是 一 个 Euclid 域 (定理 246), 所 以 它 的 元 
素 可 以 唯一 分 解 成 素 因 子 之 积 , 且 它 仅 有 的 单位 是 士 1( 定 理 240). 

现在 假设 (z,y) 是 (25.7.3) 的 一 组 有 理 整数 解 . 首先 注意 : > 和 y 必定 都 是 奇 
数 , 这 是 因为 , 如 果 2|z, 则 有 

Y=-2(mod8), 

而 这 是 不 可 能 的 . 

在 k(V-3) 的 整数 环 中 有 分 解 式 

z= +2= 人 + VD 所- V3), (25.7.4) 

y+V 了 2 和 yy 一 V23 的 任何 公 因子 都 必须 整除 它们 的 和 2y 以 及 它们 的 差 2V=2. 
然而 (25.7.4) 中 没有 哪个 因子 能 被 V=2 整除 , 这 是 因为 y 是 奇数 , 因此 它们 没有 
公共 的 素 因 子 . 从 而 (25.7.4) 蕴含 : 每 一 个 因子 在 人 (V=2) 的 整数 环 中 都 是 一 个 立 
方 数 , 比方 说 有 


+V-5= 6 以 及 y-V-23=m. (25.7.5) 
从 (25.7.5) 的 第 一 式 中 减 去 第 二 式 得 到 
2V-3=63 -P=(€—" (6 +én+). (25.7.6) 


(25.7.5) 中 两 式 互 为 复 共 思 , 所 以 , 如 果 记 上 = a+bV-3, 则 7 = a 一 bV-2, 故 
(25.7.6) 就 变 成 
2V-3 = 2bV-2 (3a? 一 202) . 
于 是 b=1 且 a= 土 1, 这 就 得 出 y= 十 5 以 及 z= 3. 
定理 480 ” 设 和 4 是 一 个 非 零 整数 . 那么 , 方程 
z3 十 =4 
的 每 个 整数 解 都 满足 T? 十 y? < 214l|. 
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定理 480 的 初等 证 明 依赖 于 以 下 事实 : 三 次 型 za + 妈 可 以 因子 分 解 成 
T+ =(T+Y) (7 -zy+y) =4. 
由 于 z+y 关 0, 我 人 有 |z+y|>1, 所 以 
14| >|z2? - zy 十 刀 | > (z2 +32) . 
对 于 形 如 
zs 十 23 一 4 
的 方程 , 自然 会 试图 再 次 用 定理 480 的 证 明 , 对 它 i 
(z+ Yay) (z2 — Yary + Yay’) = 
在 此 情形 , 域 (W2) 中 的 整数 满足 基本 定理 ， 看 却 有 天 区 个 单位 存在 这 使 我 们 
不 能 成 功 地 给 出 一 个 初等 的 证 明 . 一 般 来 说 , 椭圆 曲线 上 整 点 的 存在 性 与 Diophan- 
tus 逼近 的 理论 密切 相关 . 


定理 481 设 d 是 一 个 整数 , 它 不 是 完全 立方 数 ; 又 设 A 是 一 个 非 零 整 数 . 那 
么 ,方程 
73 二 dy3=A4 (25.7.7) 
仅 有 有 限 多 组 整数 解 . 
为 了 证 明定 理 481, 我 们 需要 Diophantus 逼近 论 中 一 个 比 定理 191 更 强 的 结 
果 . 在 以 下 述 Roth 定理 作为 其 最 佳 结果 之 前 , 这 一 类 的 估计 式 是 由 Thue, Siegel, 
Gelfond 以 及 Dyson 所 证 明 的 (参见 第 11 章 附 注 ). 
定理 482* 设 是 一 个 至 少 2 次 的 代数 数 (定义 见 11.5 节 ). 那么 , 对 每 个 
E > 0, 存在 一 个 正 的 常数 C, 它 只 与 5 和 = 有 关 , 使 得 对 所 有 写成 最 简 分 数 形式 的 
有 理 数 a/b( 其 中 b>0) 有 
a C 
| -4|> Er- 
定理 482( 即 使 是 它 的 一 个 较 弱 的 形式 , 其 中 的 指数 取 严格 小 于 次 数 的 任 
何 值 ) 的 证 明 会 离 题 过 远 . 所 以 我 们 将 满足 于 用 定理 482 来 证 明定 理 481. 
为 简化 记号 , 令 5 = Ya, 设 p= (-1+V- 司 是 一 个 三 次 单位 根 (与 在 第 12 
章 中 一 样 ). 又 用 -y 代替 y, 则 方程 (25.7.7) 可 以 完全 分 解 成 
23— dy = (7— 6y)(z— py) (z — p?6y) = A. 
用 9%? 来 除 , 即 得 
CY MN < 全 
ED C2 Gas) 


zy 不 柯 能 扩 汪 复 数 p5 和 5 中 的 任何 一 个 的 史 我们 有 
3 -p62 mo = ya 


对 了 一 06 也 有 类 似 的 结论 . 于 是 (25.7.8) 导出 估计 式 
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三 


Vas\)” 
y er 
从 而 存在 一 个 常数 C'( 它 与 z 和 y 无 关 ), 使 得 
C jz ， 
> |=— Yal. 


ww ly 
现在 取 = = 并 对 代数 数 Wa 应 用 定理 482, 则 给 出 对 应 的 下 界 
= val > 95. (25.7.10) 
将 (25.7.9) 与 (25.7.10) 组 合 起 来 , 即 得 
(C'/C) > lyl, 

这 表明 y 只 取 有 限 多 个 值 . 最 后 , 方程 rz + 2y? = 4 表明: y 的 每 一 个 值 只 给 出 有 
限 多 个 z 的 值 . 

Siegel 曾经 用 与 定理 481 的 证 明 类 似 但 复杂 得 多 的 方法 证 明了 : 对 所 有 椭圆 曲 
线 有 一 个 类 似 的 结果 成 立 . 


定理 483* 设 羽 是 由 一 个 有 理 系数 方程 所 给 出 的 椭圆 的 线 . 那么 , 忆 仅 有 有 
限 多 个 具有 整数 坐标 的 点 . 特别 地 , 方程 
=7+Ar+B 
(其 中 4 BEZ 且 443+27B2 头 0) 仅 有 有 限 多 组 整数 解 . 


Siegel 对 于 定理 483 的 证 明 得 到 一 个 更 强 的 结果 , 此 结果 实际 上 说 的 是 : 其 有 
理 点 坐标 的 分 子 与 分 母 有 差不多 同样 的 大 小 . 


定理 484* 设 已 是 由 一 个 有 理 系数 方程 所 给 出 的 椭 园 曲线 , 而 P,P, PP,… E 

互 (Q) 是 一 列 不 同 的 有 理 点 . 将 PP 的 rz- 坐标 写成 一 个 分 数 TP = Qi/Bi. 那么 
lim Elo 1. 
imoo lg |B:| 


25.8 ”椭圆 曲线 的 工 - 级 数 


设 巨 是 由 一 个 极 小 Weierstrass 方程 (25.3.2) 所 给 出 的 椭圆 曲线 . 对 每 个 素数 
p, 将 (25.3.2) 的 系数 modp 进行 化 简 , 只 要 p /A, 我 们 就 得 到 一 条 在 有 限 域 F。 上 
定义 的 椭圆 曲线 ,. 定理 477 告诉 我 们 : 量 
ap =p+1—#E(F,) (25.8.1) 
满足 lap| < 2V5( 如 果 plA, 我 们 仍然 用 (25.8.1) 来 定义 up， 在 此 情形 可 以 证 明 
ap € {-1,0,1}). 


OD 如 果 略 去 素数 p 二 2 和 p = 3, 那么 只 需要 取 满足 A,B € Z 且 gcd (43, B?) 无 12 次 宪 因 子 的 方 
程 (25.1.3) 就 足够 了 . 


14| 
3 之 
jul 


(25.7.9) 
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将 椭圆 曲线 modp 的 所 有 信息 都 构 合 形成 一 个 生成 函数 是 很 方便 的 的 
工 级 数 (L-series) 是 无 穷 乘积 


1 1 
L(E,s)= II re II Ta (25.8.2) 
定义 工 - 级 数 的 乘积 (25.8.2) 可 以 正式 地 展开 成 一 个 Dirichlet 级 数 
L(E,s)= 5 各， (25.8.3) 
n>1 
这 里 用 到 几何 级 数 
1 只 吃 1 全 CN 
r+) 
定理 485*” 工 级 数 工人 ( 互 ,s) 的 系数 an 有 下 列 性 质 : 
amn 二 aman( 对 所 有 互 素 的 m 和 站)， (25.8.4) 
Qapapk 二 apk+l 十 Papk-!( 对 所 有 素数 轩 pk, 其 中 大 > 1)， (25.8.5) 
lan| < d(n)Vn( 对 所 有 n> 1) (25.8.6) 


(其 中 d(n) 是 n 的 因子 个 数 , 见 16.7 节 ). 


(25.8.4) 和 (25.8.5) 的 证 明 是 形式 演算 . 首先 , 将 (25.8.2) 与 (25.8.3) 进行 比较 ， 
即 看 出 
L(E,s)=I] > (25.8.7) 


因此 , 如 果 将 n 分 解 成 n == pp 多 … pk, 那么 
an = afiaks...akt. 
特别 地 , 如 果 gcd (m,n) = 1 则 amn = aman- 
其 次 , 对 每 个 素数 p /A, 作 因 式 分 解 
1—apX +pX?= (1—apX)(1— BpX) (ap, Pp € ©). (25.8.8) 
而 对 p|A, 则 令 ap = ap 以 及 B, = 0, 这 样 一 来 , 在 所 有 情形 下 , (25.8.2) 中 的 p 一 


子 都 等 于 
1 1 ap 记 
i-app™ 1-Pp™s (Ss) a 


去 Taip. (25.8.9) 


(对 于 plA, 约定 取 0? = 1). 
将 (25.8.9) 与 (25.8.7) 进行 比较 , 即 得 


ap = >》 oi = oe (25.8.10) 
p’ ee pip ap— Pp 
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利用 (25.8.10) 以 及 关系 式 anBo = p[ 根 据 (25.8.8)], 我 们 算得 
axk+1 :党 ak+2 一 Bret? Soage (os — Bk) 


opapx = (Qp + Bp) (2 ps SS 
= Qps+i Rs 
我 们 用 定理 477 来 验证 (25.8.6), 定理 477 告诉 我 们 : |ap| < 2V5. 这 就 蕴含 二 
次 多 项 式 (25.8.8) 的 根 是 复 共 轿 的 , 从 而 ap 和 6, 是 复 共 轿 的 , 它们 的 乘积 等 于 p. 
于 是 它们 满足 
lap| = |Bp| = VF. (25.8.11) 
对 (25.8.10) 应 用 (25.8.11) 给 出 
lapr| < > lasBi| = 2 pk/2 = (十 1)pk/2 = d (p*) pk/2. 


1 了 一 大 i+j=k 

这 样 一 来 , 由 an 的 积 性 (25.8.4) 以 及 d (n) 的 积 性 (根据 定理 273) 就 推 得 |an| < 
d (n) Vn. 

定理 486* ”由 (25.8.2) 和 (25.8.3) 定义 的 工 级 数 L( 忆 ,s) 视 为 变量 s 的 函数 
时 ,对 所 有 Re(s) > 了 绝对 收敛 , 且 在 该 区 域内 定义 一 个 取 值 不 为 零 的 全 统 函数 . 

定理 485 中 的 估计 式 (25.8.6) 是 说 : L(E,s) 的 Dirichlet 系数 满足 |an| < 

(n)Vn. 定理 315 告诉 我 们 : 除数 函数 的 和 是 相当 小 的 , 对 任何 5 > 0， 
d(n) = 0 (ns). 


d(n ny? 1 
Sn -全 3 


n>1 


记 o = Re(s), 并 利用 
兄 
n>1 
来 估计 Dirichlet 级 数 (25.8.3). 由 此 可 知 , Dirichlet 级 数 对 Re (s) > 3 十 6 是 绝对 
收敛 的 , 又 因 为 5 是 任意 的 , 故 工 (B,s) 对 Re (s) > 3 定义 了 一 个 全 纯 函数 最 后 ， 
(Es) 在 区 域 Re(s) > 2 取 值 不 为 零 由 它 的 乘积 展开 式 (25.8.2) 得 出 . 

虽然 定义 L(B,s) 的 级 数 (25.8.2) 只 对 Re (s) > 3 收敛 , 但 是 它 所 定义 的 函数 


与 RiemannC- 函数 很 类 似 : 从 一 定 意义 上 来 说 , 它 也 有 一 个 解析 延 拓 , 且 满足 一 个 
函数 方程 . 下 一 个 定理 代表 了 现代 数论 的 一 项 最 高 成 就 , 然而 它 的 证 明 大 大 超出 了 
本 书 的 范畴 . 
定理 487* 工 级 数 了 (已 ,s) 可 以 解析 延 拓 到 整个 复 平面 此外, 存在 一 个 整 
数 NE, 称 之 为 已 的 前 导 子 (conductor), 它 整 除 判别 式 A, 使 得 函数 
€(E,s) 一 NE (2x) *T (s)L(E,s) 


an 
ns 


满足 函数 方程 
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€(E,2— s) = +é€ (E,s) 
(对 所 有 s < C). 


椭圆 曲线 的 工 级 数 是 通过 纯 局 部 的 (modp) 信息 建立 起 来 的 . Birch 和 Swinn- 
erton-Dyer 的 一 个 猜想 预言 L (EE, s) 包含 相当 数量 有 关 椭 圆 曲 线 上 有 理 点 的 整体 
信息 . 例如 , 他 们 猜想 : L(E,s) 在 s = 1 的 零点 的 阶 等 于 其 有 理 点 群 (Q) 的 
秩 , 特别 地 , 当 且 仅 当 巨 (Q) 含有 无 穷 多 个 点 时 , 工 (已 ,1) 取 值 为 零 . 关于 Birch 和 
Swinnerton-Dyer 猜想 所 做 出 的 少许 进展 (如 下 述 定理 所 描述 的 ), 需要 庞大 而 完整 
的 数学 工具 才能 给 出 其 证 明 . 


定理 488* ”如果 工 (,1) 了 0, 那么 E(Q) 的 秩 为 零 ; 如 果 工 (已 1) = 0 而 
一 ( 忆 1) 关 0, 那么 妃 (Q) 的 秩 为 1. 


25.9 ”有 限 阶 点 与 模 曲线 


在 本 章 第 4 节 中 我 们 已 经 看 到 : 任何 特殊 的 椭圆 曲线 只 有 有 限 多 个 具有 有 理 
坐标 的 有 限 阶 点 . 在 本 节 里 , 我 们 将 改变 视角 , 力求 对 具有 一 个 阶 为 定数 的 有 限 阶 
点 的 所 有 椭圆 曲线 进行 分 类 . 例如 , 对 于 一 个 给 定 的 整数 N > 1, 我 们 的 目的 是 要 
在 一 种 自然 的 等 价 关系 之 下 来 描述 序 偶 的 集合 

{(, P) :已 是 一 条 椭圆 曲线 , 而 已 则 是 妃 上 一 个 阶 恰 为 N 的 点 }， (25.9.1) 
在 这 个 自然 等 价 关系 下 , 任何 两 个 序 偶 (i, P) 和 (Es, P) 被 看 成 是 等 同 的 , 如 果 
存在 一 个 同 构 $: Bi 一 Bz, 满足 % (局 ) = 忆 . 这 就 是 被 称 之 为 模 问题 的 一 个 例子 . 

例如 , 若 N = 1, 那么 , 我 们 只 是 希望 对 同 构 的 椭圆 曲线 进行 分 类 . 我 们 已 经 知 
道 如 何 利用 j 一 不 变量 来 做 这 件 事 , 这 是 因为 , 两 条 曲线 EF 和 Es 是 同 构 的 , 当 且 
仅 当 它 们 的 j- 不 变量 j (EB) 和 j (Es) 相等 , 参见 定理 461. 

定理 489 设 妃 是 由 系数 在 一 个 域 上 中 的 方程 (25.1.3) 所 给 出 的 椭圆 曲线 ， 
而 PEE(k) 是 坐标 在 类 中 且 满足 2 已 夭 O 以 及 3 已 尖 加 的 一 个 点 . 那么 , 存在 一 
个 坐标 变换 (25.3.8)( 其 中 47,s,t E 上 ), 它 将 巨 变换 成 以 下 形式 之 方程 


(wt+l)ryt+vwy= r+vr, P= (0,0). (25.9.2) 
椭圆 曲线 (25.9.2) 的 判别 式 是 
A= -v3 (w+3w3 + 8vw? + 3w? — 20vw+w+160 —v). (25.9.3) 
w 和 w 的 值 是 由 巨 和 PP 唯一 决定 的 . 
证 明 ”我 们 从 变换 


zhz+zZP 以 及 ym y+YyPp 
开始 , 它 把 PP 移动 到 点 (0,0), 并 将 E 表示 为 形式 
+AY= 7 + Br?+ Oz. 
假设 2P 头 O 告诉 我 们 41 关 0( 参 见 定理 464), 所 以 代 换 
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ym yt+(Ci/A)z 
将 已 表 为 形式 
V+ 4azy + B2y = 73 + Caz2. (25.9.4) 
注意 : (25.9.4) 的 判别 式 不 为 零 昔 含 Ba 关 0. 此 外 , 由 于 2P = (一 Ca, A2Cz -- Bo)， 
我 们 看 出 
3P=O 台 2P=-- 已 夕 zzp=zp 人 驴 C2=0. 
于 是 , 我 们 的 假设 3P O 列 含 C2 尖 0, 故 可 取代 换 
zo (Ba/Ca)2z 以 及 (Ba/C2)39. 
它 将 EE 变换 成 所 希望 的 形式 (25.9.2), 其 中 w = A2C2/B2 一 1, 而 v= C3/B3. 
(25.9.2) 的 判别 式 的 公式 直接 从 一 般 的 判别 式 公式 (25.3.7) 得 出 . 
为 了 看 出 w 和 vw 是 唯一 决定 的 , 我 们 观察 什么 样 的 变量 代 换 (25.3.8) 能 保持 方 
程 (25.9.2) 的 形式 , 同时 又 使 点 (0,0) 保持 不 变 . 假设 (0,0) 不 变 就 意味 着 在 (25.3.8) 
中 有 "=t=0, 接 下 来 , 代 换 z 一 w?z 和 y 一 wu3y +u?sz, 就 将 (25.9.2) 变换 成 
+u lw+1l+2s) ry+u vy 
=73 +u ?2(v+s + (w+1)s) r+u- vsz. (25.9.5) 
将 (25.9.2) 与 (25.9.5) 中 z 这 一 项 作 比 较 即 表明 s = 0( 注 意 : v 关 0, 这 是 因为 
人 A #0), 然后 , 再 比较 y 和 z? 这 两 项 即 得 ws = w? = 1, 所 以 u = 1. 因此 , 只 有 恒 
等 变换 才能 既 保持 方程 (25.9.2) 不 变 , 又 能 保持 点 (0,0) 不 变 , 从 而 w 和 w 是 由 刀 
和 P 唯一 决定 的 . 口 
现在 证 明 : 求解 模 问题 (25.9.1) 等 价 于 描述 某 个 多 项 式 方程 的 解 . 换言之 , 由 
椭圆 曲线 巨 和 NN 阶 点 PP 作成 的 序 偶 (已 , P) 之 集合 可 以 很 自然 地 用 一 个 多 项 式 方 
程 Vw (W,V) = 0 的 解 参 数 化 . 


定理 490 ”对 w 和 w 使 得 判别 式 (25.9.3) 不 为 零 的 任何 给 定 的 值 , 设 Bw,s 是 
椭圆 曲线 
Buv:y +(wW+1l) ry +vy = 73 十 vz2， (25.9.6) 
又 邻 Pov = (0,0) € Bww. 又 设 NN >4 是 一 个 整数 . 
(a) 存在 一 个 整 系数 非 零 多 项 式 亚 N (W,V) 有 如 下 性 质 : Pu 是 一 个 NN 阶 点 ， 
当 且 仅 当 亚 N (TY) = 0. 
(b) 设 妃 是 由 系数 在 一 个 域 上 中 的 方程 所 给 出 的 任意 椭圆 曲线 , 而 Q € E(k) 
是 一 个 阶 恰 为 N 的 点 . 那么 , 存在 一 个 变量 变换 (25.3.8)( 其 中 以 7,s,t E 上 ), 它 将 
马 变换 成 (25.9.6) 的 形式 , 并 将 @ 变换 成 已 = (0,0). 曲线 巨 和 点 Q 唯一 确定 也 
和 vw. 
证 明 ”(a) 我 们 把 Ew.v 当 作 两 个 变量 的 有 理 函 数 域 Q(W,V) 上 的 椭圆 曲线 
来 处 理 . 这 样 一 来 ， 
Pwv = (0,0) € Ew,v 
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的 倍数 的 坐标 就 是 Q [WV] 中 多 项 式 的 商 . 更 确切 地 说 , 由 于 环 Q [WV] 有 唯一 分 
解 性 , 用 与 在 定理 472 中 类 似 的 方法 可 以 证 明 : 如 果 NPwv 六 0, 那么 我 们 可 以 将 
NPwv 写成 
_ /gx(WV) Qn(WW) 
A (NS By J ) 
(其 中 yw, Bx, 0wZ € [WV]). 多 项 式 yy (W.V) 在 (W,V) = (ww) 处 取 值 为 夫 
当 且 仅 当 Pv e Biwy 是 一 个 N 阶 点 , 故 剩 下 要 证 明 NPwv 六 0. 


人 Vi-VW -VW ?+VIW-V3 
es (te) 
根据 4Pwv 的 这 个 公式 , 我 们 可 以 看 出 , 对 于 整数 w 和 v 的 大 多 数 取 值 来 说 , 点 
4Pwv 的 坐标 都 是 非 整 数值 的 分 数 . 例如, 如果 |w| > 1 且 ged (2,v) = 1 就 属于 
这 一 情形 , 由 定理 466 推出 , 对 w 和 wv 的 这 样 的 整数 值 , 点 4Pw,v 不 是 有 限 阶 点 ， 
从 而 对 所 有 n > 1 有 nPw.v 了 O. 这 就 蕴含 : 当 我 们 把 W 和 V 作为 不 定 元 处 理 
时 , 对 所 有 > 1 有 mnPwv 承 0, 因为 如 车 不 然 , 当 我 们 用 特殊 值 替代 W 和 Y 时 ， 
Pwv € Ew,v 就 有 有 限 阶 . 
(b) 这 是 定理 489 的 一 个 特例 , 在 其 中 , 我 们 是 从 一 个 阶 为 N > 4 的 点 开始 的 . 
在 此 , 对 N 的 一 些 较 小 的 值 给 出 多 项 式 Vy (WV): 
ys (W,V)= Wo—V, 
we (WV)=W?—W+V, 
wr (WV)=W3— VW+V?, 
We (WV)= VW3+ W3— 3VW? +2V2W, 
WV)= WS WitVWI+W3— 3VW?+3V2W — V3. 
多 项 式 VW 和 we 关于 V 是 线性 的 , 故 可 以 从 方程 yy (W,V) = 0 中 消去 V, 从 而 
对 具有 一 个 5 阶 点 或 者 6 阶 点 的 椭圆 曲线 生成 一 个 通用 的 单 参数 族 . 例如 , 在 同 构 
下 , 每 一 条 有 一 个 6 阶 点 P 的 椭圆 曲线 可 以 表 为 如 下 形式 
+v+tD)ry+ (ww)y= r+ (ww)r, P=(0,0). 
也 有 可 能 在 N = 7, 8 以 及 9 的 情形 将 Vw (W,V) = 0 的 解 参数 化 . 例如 , 利用 参数 
Z =V/W, 可 以 将 曲线 焉 (只 Y) = 0 参数 化 . 再 令 厂 = 2G-22 以 及 双 =22 一 2Z3， 
则 具有 一 个 7 阶 点 的 每 条 椭圆 曲线 都 可 以 表示 为 形 如 
+(l+z—2) ry+ (2 2)y=7 + (2 — zr, P=(0,0). 
然而 , 当 N 的 值 增加 时 , 不 再 可 能 只 用 单独 一 个 参数 来 刻画 Vy (W,V) =0 的 
解 . 模 曲线 (modular curve)Xi (N) 被 定义 成 用 方程 了 
Xi1(N) = {(w,v) : Vy (w,v) = 0} 


@ X1 (N) 的 这 一 定义 并 不 很 准确 ,虽然 它 对 我 们 的 目的 来 说 已 经 足够 了 ， 一 般 来 说 , 方程 vy = 0 
有 奇 点 ， 且 丢失 了 “无 穷 远 点 ". Xi (N) 的 正确 的 定义 是 : 它 是 曲线 亚 w = 0 的 紧 致 化 的 去 
奇异 化 (desingularization of the compactification). 
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给 出 的 平面 曲线 . 当 N 增加 时 , Xi (N) 的 增加 的 复杂 程度 可 以 通过 研究 Xi (N) 的 
有 复数 坐标 的 点 (也 即 方程 Vw = 0 的 复数 解 ) 来 度量 . 对 N < 10 以 及 N = 12, 复 
的 点 Xi (N) (C) 形成 一 个 球 (有 0 个 洞 的 环 面 ),? 正 是 在 这 些 情形 下 , Xi (N) 可 以 
用 单独 一 个 参数 来 参数 化 . 曲线 Xi (11) 和 Xi (13) 显示 它们 都 是 椭圆 曲线 , 所 以 
它们 的 复 点 都 是 一 个 洞 的 环 面 . 当 NN 增加 时 , 复 点 Xi (N) (C) 构成 一 个 有 gn 个 
洞 的 环 面 , 其 中 的 亏 格 gw 与 N 一 同 趋向 于 无 穷 . 对 取 素 数值 的 N, 亏 格 gw 接近 
对 WT 
Mazur 利用 模 曲线 证 明了 椭圆 曲线 上 有 限 阶 有 理 点 有 如 下 的 强 一 致 有 界 性 . 


定理 491* 设 已 是 由 一 个 有 理 系数 方程 给 出 的 椭圆 曲线 , 而 已 < 已 (Q) 是 
一 个 阶 恰 为 N 的 点 . 那么 , 或 者 N < 10, 或 者 NN = 12. 


为 了 证 明定 理 491, 我 们 要 证 明 : 如 果 N = 11 或 者 N > 13, 则 Vw (w,v)=0 关 
于 有 理 数 w 和 v 的 仅 有 的 解 是 使 得 判别 式 (25.9.3) 为 零 的 解 . 由 于 这 样 的 解 (ww) 
没有 实际 的 椭圆 曲线 与 之 对 应 , 定理 491 就 可 以 从 定理 490 推出 . Vw (w,v) = 0 没 
有 非 平凡 有 理解 的 证 明 需 要 对 曲线 Xi (N) 进行 详细 的 分 析 , 而 且 需 要 现代 代数 几 
何 的 高 深 工具 . 


25.10 ”椭圆 曲线 与 Fermat 大 定理 
Fermat 大 定理 已 经 在 第 13 章 里 有 所 提 及 , 它 是 由 Fermat 在 17 世纪 提出 并 
由 Andrew Wiles 在 20 世纪 予以 证 明 的 . 
定理 492* 设 n>3 是 一 个 整数 . 那么 ,方程 


an 十 如 一 cn 
关于 a,b,c 没有 非 零 整数 解 . 
显然 , 只 要 对 n = 4 以 及 n = pl(p 是 奇 素数 ) 证 明定 理 492 就 够 了 , 又 因为 定 
理 226 和 228 分 别 覆盖 了 n = 4 和 n = 3 的 情形 , 故 只 要 证 明 方程 
a? 十 四 二 oP( 其 中 p>5 是 素数 ) (25.10.1) 
没有 非 零 整 数 解 就 行 了 . 用 任意 公 因 子 相 除 , 可 以 进一步 假设 a,b 和 c 是 两 两 互 素 
的 


设 w=a/c 以 及 v= b/c, Fermat 大 定理 就 化 为 如 下 命题 : 方程 
w+wp=1 (25.10.2) 

没有 非 零 有 理 数 解 v 和 v. 这 个 方程 定义 了 一 条 曲线 , 但 它 肯定 不 是 椭圆 曲线 .所 
以 , 我 们 不 直接 处 理 (25.10.2), 而 是 利用 对 (25.10.1) 假设 的 解 来 定义 一 条 椭圆 曲线 
OD 例如 ，Xa (5) (C) 是 集合 {(uw,u) & C2? : 由 一， = 0} 的 紧 致 化 ,这 个 集合 是 复 平面 C 的 一 个 复制 

曲 , 而 C 的 (一 点 ) 紧 至 化 是 一 个 二 维 的 球 . 
四 紧 下 化 的 Fermat 曲线 p+? 一 1 的 复 点 构成 一 个 有 四 一 总 四 一 全 个 油 的 环 面 ,所 以 仅 当 n=3 

时 Fermat 曲线 才 是 椭 贺 曲线- 
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FEobc:Y2 一 X(X+ap)(X 一 加) . 
利用 本 章 第 3 节 里 的 一 般 性 的 判别 式 公 式 5 3.7), 我 们 求 得 Ease 的 判别 式 为 ? 
Aubc = 16a2pb2p (ap 十 加 )2 = 16 (abc)2P . {25.10.3) 
判别 式 (本 质 上 ) 是 一 个 完全 2p 次 宕 的 椭圆 曲线 的 确 是 一 个 怪物 ! Fermat 大 定理 
的 证 明 就 在 于 证 明 这 样 的 曲线 不 可 能 存在 , 并 归结 为 证 明 以 下 两 个 命题 : 

。 椭圆 曲线 Es,。 不 是 模 的 . 

。 椭 圆 曲 线 已 sc 是 模 的 . 

对 于 椭圆 曲线 是 模 的 这 一 概念 之 含义 有 若干 个 等 价 的 定义 , 然而 , 令 人 遗憾 的 
是 , 单纯 作为 定义 而 言 , 它们 并 不 十 分 明晰 . 为 了 保持 本 书 之 范围 , 我 们 给 出 一 个 纯 
代数 的 定义 , 但 是 要 注意 其 根本 动力 在 于 模 形 式 以 及 工 - 级 数 的 解析 理论 . 

对 每 个 N > 1, 我 们 在 本 章 第 9 节 中 定义 了 模 曲 线 Xi (N), 它 的 点 对 由 椭圆 曲 
线 C 和 NN 阶 点 PP 组 成 的 序 偶 (C, P) 进行 分 类 (我 们 称 椭圆 曲线 C, 是 为 了 将 它 
与 互 加 以 区 分 ), 现在 称 椭圆 曲线 巨 是 神 的 (modular)?, 如 果 互 可 以 被 某 条 模 曲 线 
覆盖 , 也 就 是 说 , 如 果 存 在 一 个 由 有 理 函 数 所 定义 的 覆盖 映射 

Xi (N) 一 E. (25.10.4) 
使 得 覆盖 映射 (25.10.4) 存在 的 最 小 的 N 称 为 BE 的 前 导 子 (conductor). 

Frey 曾经 猜想 到 由 假定 存在 的 Fermat 方程 的 解 所 产生 的 椭圆 曲线 Bos 不 
应 该 是 模 的 , 在 这 之 后 , Serre 描述 了 一 个 “水 平 降低 的 ”猜想 , 它 蕴含 如 下 结论 : 如 
果 Esc 是 模 的 , 那么 它 的 特殊 形式 的 判别 式 (25.10.3) 就 会 使 前 导 子 整除 4. 但 是 ， 
对 于 N < 4, Xi (N) 的 复 点 是 球 (有 0 个 洞 的 环 面 ), 而 球 不 可 能 连续 地 映射 到 一 
条 椭圆 曲线 (有 一 个 洞 的 环 面 ) 的 复 点 上 . 随后 , Ribet 证 明了 Serre 的 猜想 , 这 表 
明 Frey 的 直觉 是 正确 的 : 椭圆 曲线 Es 不 是 模 的 . 

我 们 尚 不 清楚 它 会 令 人 惊讶 的 原因 . Xi (N) 的 点 解决 了 与 椭圆 曲线 有 关 的 一 
个 分 类 问题 , 但 事先 未 经 研究 , 是 没有 理由 期 待 任何 特殊 的 椭圆 曲线 能 容 有 来 自 某 
个 Xi (N) 的 覆盖 映射 . 不 过 , Eichler, Shimura, Taniyama 以 及 Weil 早先 的 工作 揭 
示 出 : 由 有 理 系数 方程 给 出 的 每 一 条 椭圆 曲线 都 应 该 是 模 的 . 

于 是 , 证 明 Fermat 大 定理 的 最 后 一 步 就 是 要 证 明 : 所 有 (或 者 至 少 是 大 多 数 ) 
椭圆 曲线 都 是 模 的 . 这 一 步 是 由 Wiels 完成 的 (在 证 明 中 的 一 步 他 得 到 了 Taylor 的 
帮助 ), 他 证 明了 : 每 一 条 半 稳 定 椭圆 曲线 都 是 模 的 .由 于 曲线 Es,e( 如 果 它 们 存 
在 的 话 ) 应 是 半 稳 定 的 , 这 就 完成 了 Fermat 大 定理 的 证 明 . 在 Wiles 工作 的 基础 
上 , 接 下 来 由 Breuil Conrad, Diamond 以 及 Taylor 完成 了 整个 模 性 猜想 的 证 明 , 这 
一 证 明 远 远 超出 了 本 书 研究 的 范畴 . 


定理 493” ”由 有 理 系数 方程 给 出 的 每 一 条 椭圆 曲线 都 是 模 的 . 
@ 经 过 一 个 简单 的 变量 替换 ， 判别 式 025. 3.7) 直接 变 成 (abc)??. 
@ 也 称 这 样 的 巨 是 模 椭圆 曲线 . 一 一 译 者 注 
图 除了 对 于 2 和 3 的 英 些 特殊 条 件 之 外 ， 如 果 gcd (A, B) = 1, 那么 椭圆 曲线 Y? = X3 十 AX 十 吾 
就 是 半 稳 定 的 . 
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25.1 节 . 具有 有 理 面积 的 有 理 直 角 三 角形 的 某 些 情形 在 古 希腊 就 被 研究 过 , 但 是 , 对 同 余 
数 作 系统 的 研究 是 始 于 10 世纪 的 阿拉 伯 学 者 . 阿拉 伯 数 学 家 喜欢 采用 等 价 的 特征 化 方法 ( 希 
腊 人 对 此 也 有 了 解 ): n 是 一 个 同 余数 , 当 且 仅 当 存在 一 个 有 理 数 zx, 使 得 rz? +m 与 z? 一 n 都 
是 有 理 数 的 平方 . 关于 同 余数 的 数学 历史 方面 更 多 的 信息 , 参见 Dickson 所 著 Historyii, 第 16 
章 . 

关于 椭圆 曲线 有 大 量 的 文献 ,包括 许多 专门 研究 其 数论 性 质 的 教科 书 . 有 关 本 章 中 那些 未 
给 出 证 明 的 定理 (25.8 节 至 25.10 节 中 的 定理 除外 ) 的 证 明 以 及 众多 其 他 的 基本 资料 , 读者 可 
以 参考 Cassels, Knapp, Koblitz, Lang, Silverman 以 及 Silverman-Tate 的 著作 . 

25.2 节 . “椭圆 曲线 ”这 一 名 称 源 于 计算 椭圆 弧 长 时 所 出 现 的 积分 ， 经 过 代数 替换 之 后 ， 
这 种 积分 取 | RR(z)dz/Vz3 二 AT 十 B 之 形式 (其 中 的 已 (z) 是 某 个 有 理 函 数 )、 这 些 椭 辆 积 
分 (elliptic integral) 可 以 视 为 在 曲线 (Riemann 曲面 )y? = Zz， 二 Az 十 B 上 的 积分 | R(z) dz/y, 
故 得 名 椭圆 曲线 . 

椭圆 曲线 上 的 加 倍 公式 以 及 复合 法 则 (用 代数 方法 表述 ) 的 特殊 例子 可 以 追溯 到 Diophan- 
tus, 但 是 , 看 起 来 Newton( Mathematical Papers, iv，1674-1684，Carmb，Univ，Press，1971， 
110-115) 是 第 一 个 对 它 用 切线 进行 几何 描述 之 人 ， 有 关 复 合法 则 的 一 个 很 好 的 历史 综述 由 
Schappacher, Sém. Théor. Nomb. Paris 1988-1989, Progr. Math. 91 (1990), 159-184 给 出 . 

椭圆 曲线 上 的 加 法 满足 结合 律 的 证 明 (定理 462(c)) 可 以 在 早先 所 列 出 的 标准 文稿 中 找 
到 . 

定理 463 是 由 Poincaré, Jour，Math，Pures Appil. 7(1901) 首先 发 现 的 . 

具有 复 乘法 的 椭圆 曲线 有 许多 一 般 的 椭圆 曲线 所 不 具有 的 特殊 的 性 质 . 特别 地 , 如 果 这 样 

-条 曲线 已 的 自 同 态 环 是 说 二 次 域 k 的 一 个 子 环 , 那么 , Abel, Jacobi, Kronecker 等 人 证 明 
了 : 已 中 有 限 阶 点 的 坐标 可 以 用 来 生成 上 的 Abel 扩张 , 这 种 扩张 是 Q 的 分 圆 扩张 (也 即 为 Q 
的 由 单位 根 生成 的 扩张 ) 的 自然 类 似 物 . 特别 地 , k(j(E)) 是 的 Hilbert 类 域 (Hilbert class 
field), 即 的 极 大 非 分 歧 Abel 扩张 . 

25.3 节 ， 除 了 素数 2 和 3 以 外 , 在 其 他 情形 都 容易 作出 极 小 Weierstrass 方程 。Tate 
[Lecture Notes in Math. (Springer), 476(1975), 33-52] 的 一 个 算法 处 理 了 所 有 的 素数 . 

25.4 节 ， 定 理 466 由 Nagell( Wid Akad. Skrifter Oslo 1, 1(1935)) 与 Lutz(J. Reine 
Angew，Math. 177(1937), 237-247) 分 别 独立 地 给 出 证 明 , 我 们 所 给 的 证 明 系 遵循 Tate1961 
年 在 Haverford 所 作 的 讲座 ,它们 收录 在 Silverman-Tate 所 著 Rational points on elliptic 
curves 一 书 中 . 

定理 469 的 一 个 现代 表述 是 说 : p 一 进 点 群 E(Qp) 有 一 个 由 子 群 Ex (Qp) = {(z,w) € 
巨 (Qp) : vp (z) > 上}( 对 卡 二 1,2,…) 所 给 出 的 小子 (fltration)， 此外, 映射 已 一 zp 导出 一 
个 同 构 Ek (Qp) /Ek+1 (Qp) 一 p*Z/p*+1Z. 作为 p 一 进 Lie 群 , 群 Bi (Qp) 和 pZ 是 同 构 的 
(通过 映射 已 二 jp (zp)), 其 中 如 (T) e Qn [IT]] 是 某 个 p- 进 收敛 的 等级 数 . 

关于 有 限 阶 点 的 一 致 界限 , 也 见 定 理 491 以 及 25.9 节 的 附注 . 


Q MathSciNet 列 出 了 差不多 2000 页 标题 中 含有 “椭圆 曲线 ”一 词 的 论文 . 
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25.5 节 . 定理 470 属于 Mordell, Proc. Camb. Philos.，Soc., 21 (1922), 179-192. 并 由 
Weil [4cta Math.52(1928), 281-315] 推广 到 数 域 以 及 Abel 簇 (椭圆 曲线 的 高 维 类 似 物 ) 中 
去 , 故而 称 之 为 Mordell-Weil 定理 . 定理 475, 或 者 更 一 般 地 , 商 E(Q) /mE(Q)( 对 m> 1) 
的 有 限 性 , 称 为 “ 弱 ”"Mordell-Weil 定理 . 有 限 生成 的 Abel 群 的 构造 定理 是 熟知 的 , 它 可 以 在 
任何 一 部 基础 代数 教材 中 找到 . 

猜想 有 使 得 EE (Q) 有 任意 大 秩 的 椭 贺 曲线 存在 . 已 知 最 大 的 一 个 例子 是 一 条 秩 至 少 为 28 
的 椭圆 曲线 , 它 是 由 Elkies 在 2006 年 5 月 发 现 的 ( 见 Elkies 的 综述 文章 arxiv.org/abs/0709. 
2908). 

有 点 儿 出 人 意料 的 是 ,对 于 椭圆 曲线 上 有 理 点 群 的 计算 仍然 没有 得 到 证 明 的 算法 ， 定 理 
475 的 所 有 已 知 的 证 明 都 是 在 下 述 意义 下 非 实效 的 : 它们 不 能 提供 一 种 算法 来 构造 一 组 合适 的 
点 Q1,… ,Qu 使 之 覆盖 有 限 商 群 EE(Q) /2E (Q) 中 所 有 的 剩余 类 . 如 果 这 样 的 点 是 已 知 的 ， 
那么 定理 470 的 证 明 中 其 余 的 部 分 就 是 有 实效 的 , 这 是 因为 定理 476 中 的 常数 很 容易 地 作成 
有 实效 的 . 还 有 一 种 算法 , 它 属于 Manin [Russian Math. Surveys, (6) 26 (1971), 7-78], 只 
要 各 种 标准 的 (但 却 是 深刻 的 ) 猜想 成 立 , 此 算法 即 为 有 实效 的 . 实际 上 , 有 一 些 强大 的 计算 机 
程序 , 例如 像 Cremona 的 mwrank(www.maths.nott.ac.uk/personal/jec/mwrank/) 这 样 的 程 
序 , 如 果 忆 的 系数 不 太 大 , 它们 通常 就 能 算出 巨 (Q) 的 生成 元 . 

定理 476 启发 我 们 , 高 度 函数 h : EE(Q@) 一 [0, ce) 与 一 个 二 次 型 相像 . Néron [Ann. of 
Math，(2) 82 (1965), 249-331] 与 Tate( 未 发 表 ) 证 明了 : 极限 h(P) = im n-?h(nP) 存 
在 , 它 与 h 相差 O (1), 且 是 E(Q) 上 的 一 个 二 次 型 ， 它 在 E(Q) @ R 上 的 扩张 是 非 退化 
的 ， 函 数 六 称 为 标准 高 度 (canonical height) 或 Néron-Tate 高 度 (NEron-Tate height), 它 有 
许多 应 用 ， 例 如 , Néron( 见 上 述 引文 ) 证 明了 : 当 了 一 co 时 , #{PEE(Q):h(P)<T}~ 
Ce 二 TIM2rankE(Q) . 

25.6 节 ， 定 理 477 属于 Hasse, Vorliufige Mitteilung, Nachr. Ges. Wiss. Gottingen 
J, Math.-Phys. KL. Fachgr. I Math. 42(1933), 253-262. Weil [Bull. Amer. Math. Soc. 
55(1949), 497-508] 给 出 了 到 任意 维 数 的 鳞 上 的 大 范围 推广 , 它 被 Deligne [IHES Publ. Math. 
43(1974), 273-307] 所 证 明 . 

当 了 很 大 时 计算 # 妃 (gz) 是 一 个 有 意义 的 计算 问题 . 第 一 个 多 项 式 时 间 的 算法 属于 Schoof 
[Math，Comp. 44 (1985), 483-494], 利用 它 , 他 还 给 出 了 计算 Fw 中 平方 根 的 第 一 个 多 项 式 时 
间 的 算法 .一 种 更 为 实用 的 形式 (尽管 不 可 证 明 是 多 项 式 时 间 的 ) 由 Elkies 与 Atkins 设计 出 
来 , 现在 称 之 为 SEA 算法 [J. Théor，Nombres Bordeauz, 7(1995), 219-254]. 当 9 是 一 个 小 
素数 的 很 大 的 宕 次 时 , Satoh [J Ramanwjan Math. Soc. 15(2000), 247-270] 利用 上 同调 的 思 
想 给 出 一 个 更 快 的 算法 来 计算 # 忆 (Fa), 其 中 g 是 一 个 很 小 的 素数 的 较 大 的 赛 级 这 样 的 点 计 
数 算法 对 密码 学 有 应 用 . 

给 定 巨 (F,) 中 两 个 点 已 和 Q@, 使 8 是 忆 的 信 数 , 确定 满足 8 = mP 的 整数 m 这 一 问题 
称 为 椭圆 曲线 离散 算法 问题 (elliptic curve discrete logarithm problem), 简 记 为 ECDLP. 求解 
ECDLP 的 已 知 最 快 的 算法 是 撞击 算法 (collision algorithm), 它 需 要 O (VP) 步 . 这 些 指数 时 间 
的 算法 可 以 和 低 于 指数 时 间 的 指标 演算 法 加 以 对 比 , 后 者 可 以 对 B; 在 O (erte oa ) 
步 之 内 解决 类 似 的 问题 . 由 于 缺乏 有 效率 的 算法 来 解 ECDLP, 这 就 使 得 Koblitz [Math. Comp. 
48 (1977), 203-209] 与 V. Miller [Lecture Notes in Comput. Sci. (Springer), 218(1986), 
417-426] 独立 地 建议 利用 椭圆 曲线 来 构造 公 钥 密码 协议 . 因此 ， 是 否 存在 更 快 的 算法 来 求解 
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ECDLP, 除了 ECDLP 所 能 产生 的 任何 纯粹 内 在 的 数学 意义 之 外 , 还 具有 巨大 的 实际 意义 和 
金融 方面 的 重要 性 . 

25.7 节 . 定理 478 属于 V. A. Lebesgue(1869), 而 定理 479 则 属于 Fermat. 

定理 483 属于 Siegel [J. London Math. Soc，1(1926)，66-68 以 及 Collected Works, 
Springer, 1966, 209-266], 他 给 出 两 个 不 同 的 证 明 , 但 没有 一 个 证 明 对 于 解 的 大 小 给 出 了 有 实 
效 的 界 . 这 一 缺陷 由 Baker(J. London Math. Soc. 43(1968), 1-9) 加 以 弥补 , 他 对 对 数 线性 型 
作出 的 估计 [Mathematika 13(1966), 204-216; 14(1967), 102-107; 14(1967), 220-228] 提供 了 
有 实效 的 Diophantus 逼近 估计 , 它 可 以 用 来 对 椭圆 曲线 上 的 整 点 证 明 有 实效 的 界 . 以 Vojta 
[Ann，of Math，133(1991)，509-548] 的 工作 为 基础 ，Faltings [Ann. of Math. 133(1991)， 
549-576] 通过 证 明 Abel 簇 的 仿 射 子 徐 仅 有 有 限 多 个 整 点 推广 了 Siegel 的 定理 . 

通过 消去 有 理 的 分 母 来 作出 具有 任意 多 个 整数 解 的 Weierstrass 方程 (25.1.3) 是 很 平常 
的 事 . Silverman [J. London Math. Soc. 28(1983), 1-7] 用 此 方法 证 明了 : 如 果 存 在 一 条 椭圆 
曲线 , 其 有 理 点 群 B(Q@) 的 秩 为 r, 那么 就 存在 无 穷 多 个 Weierstrass 方程 (25.1.3), 它们 都 
有 > (gmax{l4l,|BI)e+2 个 整数 解 . 

Lang( Blliptic Curves: Diophantine Analysis, Springer, 1978, 第 140 页 ) 猜想 : 极 小 
Weierstrass 方程 上 的 整 点 个 数 以 一 个 仅 与 有 理 点 群 的 秩 有 关 的 数 为 界 . 对 于 具有 整 j 一 不 变量 
的 椭圆 曲线 , 这 一 猜想 已 被 Silverman [J. Reine Angew. Math. 378 (1987), 60-100] 证 明 , 如 果 
以 Masser 与 Oesterlé( 见 第 13 章 附 注 ) 的 abc- 猜想 为 条 件 , 则 Hindry 与 Silverman( Invent. 
Math. 93 (1988), 419-450) 对 所 有 椭圆 曲线 证 明了 这 一 猜想 . 

25.8 节 ， 由 (25.8.1) 所 定义 的 量 ap 称 为 Frobenius 迹 (trace of Frobenius), 因为 它 是 
Galois 群 Gal (@/Q@) 中 的 p- 赛 Frobenius 映射 的 迹 , 这 一 映射 作为 一 个 线性 映射 作用 在 巨 
中 的 1- 赛 阶 点 群 上 , 其 中 ! 是 不 同 于 p 的 任意 一 个 素数 . 

Sato 与 Tate 的 一 个 猜想 (相互 独立 地 提出 ) 描述 了 ar 的 变化 , 即 当 p 变化 时 ap( 从 而 
# 忆 (Fb)) 的 变化 . 定理 477 是 说 : 存在 一 个 角度 0<9。< 辽 , 使 得 cosbp 一 az/2VF Sato-Tate 


狂想 断言 : 对 0< a < 8 < 3, {p: a<0s<[} 入 表 角 入 有 册 前 济 诺 好 守 af sin? (t) dt. 
在 其 早期 与 Clozel 和 M. Harris 的 合作 研究 (IHES Publ，Math，2006 年 提交 ) 以 及 与 M. 


Harris 和 Sheppard-Barron 的 合作 研究 (4nn。 of Math， 待 发 表 ) 的 基础 上 ,Taylor(IHES 
Publ，Math. 2006 年 提交 ) 对 于 j 不 变量 不 是 整数 的 椭 贺 曲线 证 明了 Sato-Tate 猜想 . 
定理 487 由 Deuring [Nachr. Akad. Wiss. Géttingen. Math. -Phys. Kl. Math, -Phys. 
-Chem.，Abt.，(1953), 85-94] 对 具有 复 乘 法 的 椭圆 曲线 给 出 证 明 , Wiles [Ann. of Math.141 
(1995), 443-551] 则 在 Taylor [Ann，of Math.141(1995), 553-572] 的 帮助 下 对 尘 稳定 的 椭圆 
曲线 (粗略 地 说 , 是 由 满足 gcd (4, B) = 1 的 方程 (25.1.3) 所 给 出 的 曲线 ) 给 出 了 证 明 , 而 在 
完全 一 般 的 情形 ， 则 是 由 Breuil, B. Conrad, Diamond 以 及 Taylor [J. Amer. Math. Soc. 
14(2001), 843-939] 给 出 了 证 明 . 见 25.10 节 以 及 有 关 它 与 Fermat 大 定理 的 关系 之 注释 . 
ords-1L (EB,s) = rankE (Q) 这 一 猜想 及 其 一 种 精确 形式 ( 它 描述 了 工 (E,s) 在 s=1 处 
的 首 项 Taylor 系数 ) 是 由 Birch 与 Swinnerton-Dyer [J. Reine Angew. Math. 218(1965)， 
79-108] 提出 的 . Coates 与 Wiles [Invent. Math. 39(1997), 223-251] 较 早 时 期 的 部 分 结果 表 
明 : 如 果 马 有 复 乘法 , 且 L(E,1) 关 0, 那么 EE(Q) 是 有 限 的 . 定理 488 是 Gross 与 Zagier 
[Invent，Math. 84(1986), 225-320] 的 工作 以 及 Kolyvagin [lzv. Akad. Nauk SSSR Ser Mat. 
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52(1988)，522-540，670-671] 的 工作 , 与 Wiles 等 人 关于 模 性 猜想 的 证 明 (本 质 上 就 是 定理 
487) 组 合 在 一 起 的 综合 结果 . Birch 与 Swinnerton-Dyer 猜想 是 Clay 数学 研究 所 提出 的 七 
个 千年 问题 之 一 (www.claymath.org/millennium/). Gross 与 Zagier( 上 述 引文 ) 进一步 指出 : 
如 果 工 (E,1) =0 且 忆 (E,1) 关 0, 那么 L'(E,1) =rQh(P), 其 中 reQ,Q 是 一 个 椭 贺 积分 
的 值 , 而 名 (P) 是 利用 属于 Heegner 的 方法 构造 出 来 的 点 已 s EE(Q) 的 标准 高 度 . 

Birch-Swinnerton-Dyer 猜想 的 一 个 较 弱 的 形式 蕴含 以 下 结论 ， 每 个 整数 m = 5,6,7 
(mod8) 都 是 同 余数 。 假设 同样 的 较 弱 形式 的 Birch-Swinnerton-Dyer 猜想 为 真 ， 则 Tun- 
nell [Invent，Math，72(1983), 323-334] 证 明了 : 如 果 m 是 一 个 无 平方 因子 的 奇 整数 , 且 
2z2 +%2 + 8z2 = m 的 整数 解 之 个 数 两 倍 于 2z? 十 y? + 32z? = mm 的 整数 解 之 个 数 , 则 m 是 
一 个 同 余数 . 他 还 证 明了 : 其 逆 无 条 件 地 成 立 , 且 类 似 的 结论 对 于 无 平方 因子 的 偶 整数 也 成 立 

25.9 节 . 模 曲 线 和 模 函 数 的 解析 理论 从 19 世纪 [例如 参见 Kiepert, Math. Ann. 32(1888)， 
1-135 以 及 37 (1890), 368-398] 开始 直至 今天 都 一 直 被 广泛 深入 地 研究 着 . 我 们 采用 的 是 纯 
代数 的 方法 , 不 过 读者 应 该 注意 到 , 在 这 样 做 的 时 候 , 我 们 失去 了 这 一 理论 中 的 许多 东西 . 

定理 491 的 历史 是 相当 有 趣 的 , Beppo Levi [Atti Accad. Sci. Torino 42(1906), 739-764 
以 及 43(1908), 99-120, 413-434, 672-681] 计算 了 各 种 模 曲 线 Xi (N) 的 方程 并 证 明了 : 对 于 
N = 14, 16 以 及 20, Xi (N) 没有 非 平凡 的 有 理 点 , 由 此 证 明了 : 不 存在 有 这 些 阶 有 理 点 的 椭 
圆 曲 线 . N 取 素 数值 的 情形 更 加 困难 ,Billing 与 Mahler [J. London Math. Soc. 15(1940)， 
32-43] 处 理 了 N = 11 的 情形 , Ogg[Invent，Math. 12(1971), 105-111] 处 理 了 N = 17 的 情 
形 , 而 Mazur 与 Tate[Jnuent，Math. 22(1973), 41-49] 则 处 理 了 N = 13 的 情形 . 此 后 Mazur 
还 在 IHES Publ，Math. 47(1978), 33-186 中 证 明了 一 个 一 般 性 的 结果 (定理 491). 

Mazur 定理 被 Kamienny [Invent，Math，109(1992), 221-229] 推广 到 了 二 次 数 域 , 被 
Kamienny 与 Mazur 推广 到 了 次 数 至 多 为 8 的 数 域 , 被 Abramovich. Merel [Invent,，Math. 
124(1996), 437-449] 推广 到 了 次 数 至 多 为 14 的 数 域 , 此 后 他 还 对 所 有 数 域 证 明了 一 致 有 界 
性 ，Merel 的 定理 是 说 : B (k) 中 的 有 限 阶 点 的 阶 以 一 个 常数 为 界 , 这 个 常数 只 与 该 数 域 的 

25.10 节 , 在 Frey, Hellegouarch, Kubert 以 及 其 他 人 有 关 Fermat 曲线 以 及 模 曲 线 的 早 
期 工作 之 后 ,Frey [Ann，Univ，Sarav，Ser，Math，1(1986), iv+40| 猜测 ab,。 曲 线 不 是 
模 的 .Serre [Duke Math，J. 54(1987), 179-230] 叙述 了 有 关 模 表示 的 一 个 猜想 ,此 猜想 药 含 
Frey 的 猜想 . 此 后 Ribet[Invent，Math. 100(1990), 431-476] 证 明了 Serre 的 猜想 , 由 此 即 表 
明 已 sse 不 是 模 的 . 

尽管 它们 有 引 人 注 目的 不 同 表述 , 但 是 关于 工 -- 级 数 的 解析 延 拓 的 定理 487 与 关于 椭 贺 
曲线 模 性 的 定理 493 仍然 通过 模 形式 的 理论 相互 紧密 地 联系 在 一 起 . Eichler [Arch. Math. 
5(1954), 355-366], Shimura [J. Math. Soc. Japan 10(1958), 1-28] 以 及 Weil [Math. Ann. 
168(1967), 149-156] 的 工作 表明 : 在 某 种 技术 条 件 之 下 , 这 两 个 定理 是 等 价 的 . 于是， 关于 定 
理 487 的 证 明 的 历史 (在 25.8 节 的 附注 之 中 有 相关 描述 ) 同样 也 是 定理 493 的 证 明 的 历史 

不 过 , 简单 地 从 技术 上 来 说 , 有 关 Fermat 大 定理 的 证 明之 概略 介绍 可 参见 Stevens 所 著 
Modular forms and Fermat’s last theorem, Springer, 1997 一 书 第 1 页 至 第 15 页 . 而 对 于 富 
有 进取 心 的 读者 , 这 部 有 教学 价值 的 会 议 文集 中 剩 下 的 550 多 页 则 对 诸多 片断 提供 了 进一步 
的 细节 , 它们 被 严谨 地 收集 在 一 起 就 构成 了 这 个 有 350 年 历史 的 问题 的 证 明 . 
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附 录 


(1) pn 的 另 一 个 公式 . 我 们 可 以 利用 定理 80 来 写 下 一 个 关于 x(z) 的 公式 , 从 
而 得 到 一 个 关于 pn 的 公式 . 这 些 公式 并 不 带 有 22.3 节 所 描写 的 那些 缺点 . 在 理论 
上 , 它们 可 以 用 来 计算 x(n) 和 pn, 但 是 其 代价 是 比 用 Eratosthenes 第 法 需要 多 得 
多 的 计算 量 ; 的 确 , 除了 对 较 小 的 n 之 外 , 用 它 来 作 计算 是 令 人 望而却步 的 . 由 定 
理 80 推出 
(i—2)!=a(mod;), (i > 5), 
其 中 a = 1 或 者 0, 由 7 是 素数 还 是 合 数 来 确定 . 因此 , 我 们 有 
-2+2 {6-9 2)1 3 [2 到 ]} (n> 5)， 
而 x(1) = 0,r(2) = 1 且 x(3) = = (4) =2. 
现在 , 我 们 记 
Je 加 =0 fnn=3 (+e) ez 
所 以 f(z,y) = 1 或 者 0, 由 z > ! 还 是 > <y 来 确定 . 那么 , f(n,x(j)) = 0 或 者 1 
就 要 由 m < x(j) 还 是 n > r(7) 来 确定 , 也 就 是 根据 ; > pn 还 是 j < pn 来 确定 . 但 
是 根据 定理 418 有 pn < 2". ,从 而 


1 tm 


这 就 是 我 们 关于 pn 的 公式 

关于 各 种 素数 公式 , 有 大 量 的 文献 . 例如 , 见 Dudley [American Math. Monthly 
76 (1969), 23-28], Golomb [同一 杂志 , 81 (1974), 752-754] 以 及 Gandhi 对 后 一 篇 论 
文 的 评论 [Math，Rev， 50 (1975), 963], 它 给 出 了 进一步 的 参考 文献 . 

(2) 定理 22 的 一 个 推广 ， 定 理 22 可 以 推广 到 大 量变 量 的 情形 ， 我们 假设 
Pi(z1,… ,Tk) 和 Qi(zl ,zh) 是 整 系数 多 项 式 ， a1,… ,am 是 正 整数 , 且 


F = F(zh ,zk) = Bre )ar 


如 果 下 对 z1,… ,Zk 的 所 有 本 可 能 的 非 负 值 都 只 取 素 数值 ， 那么 下 必定 是 一 个 常数 . 
另 一 方面 Davis, Matijasevic, Putnam 以 及 Robinson 已 经 指出 了 如 何 来 构造 一 个 多 
项 式 R(z1,… ,zk), 它 对 z1,… ,zk 的 非 负 整数 值 所 取 到 的 所 有 正 的 值 都 是 素数 ， 
且 对 于 它们 来 说 , 这 些 正 值 的 范围 恰好 就 是 素数 , 但 是 它们 的 所 有 的 负 值 都 是 合 数 . 
对 于 = 42, R 的 次 数 不 必 高 于 5. 到 目前 为 止 对 于 & 所 找到 的 最 小 的 值 是 10， 
此 时 RR 的 次 数 是 15905. 关于 最 后 这 个 结果 , 见 Matijasevic, Zapiski nauen, Sem. 
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Leningrad. Otd. Mat， Inst. Steklov 68 (1977), 62-82 (原文 为 俄 文 , 英文 摘要 ). 关于 
整个 问题 以 及 全 部 文献 的 介绍 , 见 Jones, Sato, Wada 以 及 Wiens, American Math. 
Monthly 83 (1876), 449-465. 

(3) 关于 素数 的 未 解决 的 问题 . 除了 纠正 一 个 微小 的 错误 以 外 , 2.8 节 中 所 列举 
的 未 解决 的 问题 与 本 书 第 1 版 (1938 年 ) 中 所 列举 的 未 解决 问题 是 完全 一 样 的 . 在 
这 70 年 间 , 这 些 猜想 中 没有 一 个 被 证 明 或 者 被 否定 . 不 过 , 对 于 它们 的 证 明 还 是 有 
一 些 重要 的 进展 , 在 这 里 , 我 们 来 对 其 中 的 某 些 进展 加 以 介绍 . 

Goldbach 在 1742 年 写 给 Euler 的 一 封 信 中 陈述 了 他 的 “定理 "(2.8 节 中 提 到 
这 个 结论 ): 每 个 偶数 n > 3 都 是 两 个 素数 之 和 . Vinogradov 于 1937 年 证 明了 : 每 
个 充分 大 的 奇数 都 是 三 个 素数 之 和 . Estermann 的 Introduction 给 出 了 Vinogradov 
的 证 明 ， 设 E(z) 表示 在 小 于 z 的 偶数 中 不 能 表示 成 两 个 素数 之 和 的 偶数 的 个 
数 . Estermann, van der Corput 和 Chudakov 证 明了 E(z) = o(z), Montgomery 和 
Vaughan[Acta Arith. 27 (1975), 353-370] 将 此 结果 改进 为 E(z) = O(zl-5)( 对 一 个 
适当 的 5 > 0)， 也 见 参考 文献 中 最 后 一 篇 论文 . Ramaré[Ann. Scoula Norm. Sup. 
Pisa CL. Sci，(4) 22(1995), 645-706] 证 明了 : 每 个 正 整数 是 至 多 6 个 素数 之 和 . 
2007 年 , 有 人 验证 了 Goldbach 猜想 对 于 n < 5 x 1017 为 真 (Oliveira e Silva, 见 
http://www.ieeta.pt/tos/goldbach.htm]l). 

我 们 用 肋 来 表示 任何 一 个 是 素数 或 者 至 多 是 两 个 素数 之 积 的 数 "， 陈 景 泣 
证 明了 : 每 个 充分 大 的 偶数 是 一 个 素数 和 一 个 忆 之 和 [最 简单 的 证 明 见 Ross, 了 
London Math. Soc. (2) 10 (1975), 500-506] 且 存 在 无 穷 多 个 素数 p, 使 得 p 十 2 是 一 
个 已. 在 n? 与 (n+1)? 之 间 存 在 一 个 已 [陈景润 , 中 国 科学 18(1975), 611-627], 且 
在 n 一 ne 与 n 之 间 有 一 个 素数 存在 , 其 中 9 = 0.525[Baker, Harman 和 Pintz, Proc. 
London Math，Soc. (3) 83 (2001), 532-562]. 这 一 段 里 提 到 的 所 有 的 结果 都 是 用 现 
代 短 法 得 到 的 ; 关于 第 法 的 一 个 初等 的 说 明 见 Halberstam 和 Roth 所 著 书 的 第 4 
章 , 有 关 筛 法 的 更 完整 的 处 理 见 Halberstam 和 Richert 的 书 . 

Friedlander 以 及 Iwaniec[Ann. of Math. (2) 148 (1998), 945-1040] 证 明了 : 存 
在 无 穷 多 个 形 如 a?+b 的 素数 . 类 似 地 , Heath-Brown[Acta Math. 186 (2001), 1-84] 
证 明了 : 存在 无 穷 多 个 形 如 a3 + 253 的 素数 . 后 面 这 个 结果 还 被 Heath-Brown 和 
Moroz[Proc. London Math，Soc. (3) 84 (2002), 257-288] 推广 到 了 任意 的 二 元 三 次 
型 中 .这 种 类 型 的 结果 给 出 了 现在 已 知 的 最 为 罕见 的 包含 有 无 穷 多 个 素数 的 多 项 
式 数 列 . 对 于 形 如 4a3 + 275? 的 素数 能 有 一 个 类 似 的 结果 将 是 非常 有 意义 的 , 因为 
这 就 会 表明 : 有 无 穷 多 个 判别 式 为 素数 的 整 系数 三 次 多 项 式 存在 . 这 也 就 将 破解 如 
下 的 未 解决 的 猜想 : 存在 无 穷 多 条 在 有 理 数 上 定义 的 不 同 构 的 椭圆 曲线 , 它们 的 前 
导 子 (conductor) 均 为 素数 . 


。 @ 这 样 的 数 现在 通常 称 为 一 个 下 素数 ,一 一 主 者 注 
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由 素数 定理 推出 : 对 于 接近 zx 的 数 , 相 邻 素数 之 间 的 平均 间隙 大 小 渐 近 等 于 
lgz. 然而 , 已 知 有 小 得 多 或 者 大 得 多 的 间隙 出 现 . 另 一 方面 , Goldston, Pintz 以 及 
Yildirim( 在 2007 年 发 表 的 论文 中 ) 证 明了 
liminf Pet1 一 Pn ~ 0, 
no lgpn 
甚至 还 证 明了 有 ey 
Min Tp gl < oo 
在 另 一 方向 上 , Pintz|J. Number Theory 63 (1997), 286-301] 证 明了 : 存在 无 穷 多 个 
素数 , 使 得 
Prt pn > 2(e + O(1))lgpn ene Ceepn) 
(其 中 y 是 Euler 常数 ). 
目前 ,有关 素数 的 一 个 最 为 令 人 惊叹 的 结果 属于 Green 和 Tao (Annals of Math.， 
待 发 表 ), 它 说 的 是 : 素数 包含 有 任意 长 的 算术 级 数 . 现在 (2007 年 ) 已 知 的 最 长 的 
这 样 的 级 数 有 23 项 , 且 由 素数 
56 211 383 760 397 + 44 546 738 095 860k (k= 0,2,... ,22) 


组 成 , 这 是 由 Frind, Underwood 和 Jobling 发 现 的 . 
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这 里 给 出 的 参考 材料 均 注 明了 它们 的 定义 所 在 的 章节 号 , 其 中 包含 了 经 常 按照 
标准 意义 出 现 的 符号 , 但 不 包括 像 5.6 节 中 的 符号 5(m,n) 这 样 的 只 在 特殊 的 章节 
中 才 使 用 的 符号 . 

表 中 所 列 的 符号 有 时 也 暂时 用 作 其 他 目的 , 比如 像 3.11 节 以 及 其 他 地 方 所 用 
的 符号 7. 


一 般 性 的 解析 符号 

O,o ~, <, 二 ,| 有 ,4( 未 指定 的 常数 ) 1.6 节 
min(z,y), max(T,Y) 5.1 节 

e(7) = e2rir 5.6 节 

四 6.11 节 

(2),z 11.3 节 

[a, a1,… ,an]( 连 分 数 ) 10.1 节 

pn, qn( 浙 近 分 数 ) 10.2 节 

Oo 10.5 节 , 10.9 节 
gn 10.7 节 , 10.9 节 


整除 性 、 同 余 式 等 的 符号 


bla,b Na 1.1 节 
(a,b), (a, b,... ,k) 2.9 节 
{a,b} 5.1 节 
Zz=a (mod m), Z a (mod m) 5.2 节 
f(z)=g(7) (mod m) 7.2 节 
g(z)|f(z) (mod m) 3 
} (mod m), 2 (mod mm) 7.8 节 
K(D) 12.2 节 
k(i) 12.2 节 
k(p) 12.2 节 
k(D) 14.1 节 


Bla,B fa,a=B (mod7Y)[ 在 kGi) 以 及 其 他 的 域 中 ] 12.6 节 ,12.9 节 ,14.4 节 ,15.2 节 
< (单位 ) 12.4 节 , 12.6 节 , 14.4 节 
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Na ( 范 数 ) 12.6 节 , 12.9 节 , 14.4 节 
Tl, Tf), 5.1 节 
p plm 
aRp,aNp, 人) 6.5 节 
特殊 的 数 和 函数 
T(z) 1.5 节 
pn 1.5 节 
有 (Fermat 数 ) 2.4 节 
Mn(Mersenne 数 ) 2.5 节 
Gn(Farey 数列 ) 3.1 节 
7(Euler 常数 ) 4.2 节 , 18.2 节 
pm) 5.5 节 
cal(n) 5.6 节 
p(n) 16.3 节 
d(n), oxr(n), a(n) 16.7 节 
r(n), di(n), da(n) 16.9 节 
x(n) 16.9 节 
C(s) 17.2 节 
A(n) 17.7 节 
p(n) 19.2 节 
g(k), G(K) 20.1 节 
v(k) 21.7 节 
P(k,j) 21.9 节 
D(z), V(r) 22.1 节 
U(z) 22.1 节 
w(n), A(n) 22.10 节 
术 语 


我 们 对 少量 的 词汇 和 术语 增加 一 些 参考 的 资料 , 对 于 这 些 资料 , 读者 寻找 起 来 
可 能 会 有 困难 , 因为 它们 不 在 章节 的 标题 中 出 现 . 

n 的 标准 分 解 式 1.2 节 

同 阶 的 量 1.6 节 
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渐 近 等 价 于 , 渐 近 与 1.6 节 
几乎 所 有 (整数 ) 1.6 节 
几乎 所 有 (实数 ) 9.10 节 
无 平方 因子 2.6 节 , 17.8 节 
最 大 公约 数 2.9 节 
么 模 变换 3.6 节 
最 小 公 倍 数 5.1 节 
互 素 5.1 节 
积 性 函数 5.5 节 
本 原单 位 根 5.6 节 
a 属于 d (mod m) 6.8 节 
m 的 原 根 6.8 节 
最 小 剩余 (mod m) 6.11 节 
Euclid 数 11.5 节 
Euclid 作 图 ? 11.5 节 
代数 数 域 14.1 节 
单 域 14.7 节 
Euclid 域 14.7 节 
无 平方 因子 

数 的 线性 独立 性 23.4 节 


人 @ 即 尺 规 作 图 . 一 一 译 者 注 


Baker 贝克 

Bauer 鲍 尔 
Bellman ”贝尔 曼 
Bernoulli 伯 努 利 
Bernstein ” 伯 恩 斯 坦 
Binet 比 内 
Bochner 博 纳 赫 
Bohr 玻 尔 

Borel 波 莱 尔 
Cantor 康 托 尔 
Cassels ” 卡 塞 尔 斯 
Catalan ” 卡 塔 兰 
Cauchy 柯 西 
Chen ”陈景润 
Coxeter 麦克 斯 特 
Dickson ”迪克 森 
Diophantus ” 丢 番 图 
Dirichlet ” 狄 利克 雷 
Eisenstein ” 艾 森 斯 坦 
Enneper ” 爱 涅 勃 
Erastosthenes ” 埃 拉 托 色 尼 
Erdés 爱 尔 特 希 
Euclid 欧 几 里 得 
Eudoxus 欧 多 克 索 斯 
Euler 殉 拉 

Farey 法 里 
Fermat 费 马 
Fibonacci ” 斐 波 那 契 
Fuchs 富 克 斯 
Gauss 高 斯 
Gegenbauer ” 盖 根 鲍 尔 
Goldbach ” 哥 德 巴赫 
Gupta 古 普 塔 
Hadamard ”阿达 马 


常见 人 名 对 照 表 


Hamilton ”哈密 顿 
Hardy 哈代 

Hasse 险 塞 
Hausdorf 豪 斯 多 夫 
Heath 希 思 

Hecke 赫 克 

Hermite 埃 尔 米 特 
Hilbert 希 尔 伯 特 
H6lder 赫 尔 德 
Hurwitz ” 赫 尔 维 蒋 
Jacobi 雅 可 比 
Jensen 入 森 

Jones 琼斯 
Kloosterman ” 克 卢 斯 特 曼 
Kronecker ” 克 罗 内 克 
Kummer ” 库 默 尔 
Lagrange 拉 格 朗 日 
Lambert ” 兰 伯 特 
Landau 兰 道 
Lebesgue 勒 贝 格 
Leech 利 奇 
Legendre 勒 让 德 
Lehmer ” 莱 默 尔 
Leibniz ” 莱 布 尼 茨 
Liouville 刘 维 尔 
Lipschitz 利 普 希 世 
Littlewood ” 李 特 尔 伍德 
Lucas 卢 卡 斯 
Maclaurin 麦克 劳 林 
Mersenne 梅森 
Minkowski 闵可夫 斯 基 
Mé6bius 麦 比 乌 斯 
Montgomery 蒙哥马利 
Mordell 莫 德 尔 
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Moser 上 默 泽 尔 

Napier 纳 皮 尔 

von Neumann 冯 ， 诺 伊 曼 
Nevanlinna 奈 旺 林 纳 
Newton 牛顿 

Pearson ”皮尔 还 
Perron 佩 龙 

Plato 柏拉图 

P6lya 波 利 亚 
Pythagoras ” 毕 达 哥 拉 斯 
Rademacher 拉 铸 马赫 
Rado 拉 多 
Ramanujan ” 拉 马 努 金 
Riemann 歼 曼 

Riesz 里 斯 

Robinson 和 鲁 宾 逊 
Roth 罗 特 

Schmidt 施 密 特 
Schur 舒 尔 

Selberg ” 塞 尔 贝 格 


Siegel 西 格 尔 

Sierpiiiski ” 谢 尔 品 斯 基 
Skolem ”斯 科 朗 

Smith 史密斯 

Taylor 泰勒 

Theodorus ” 泰 奥 多 森 
Toeplitz ” 特 普 利 欧 
Uspensky 乌 斯 潘 斯 基 
Vieta 韦 达 

van der Waerden ” 范 德 瓦 尔 登 
Waring 华 林 

Weber 韦伯 

Weil 韦 伊 

Weyl 外 尔 

Whitehead ”怀特 黑 德 (怀特 海 ) 
Whittaker 惠 特 克 

Wilson ”威尔逊 

Zermelo 策 梅 洛 

Zeuthen 塞 乌 腾 
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说 明 ， 一些 有 特殊 含义 的 符号 或 者 容易 产生 混淆 的 符号 放 在 了 最 前 面 . 


一 [ 蔓 旬 | 

一 [ 欧 向 升 
逻辑 等 价 于 ] 
同 余 于 ] 
Oo~,<,>,< 6 


[二 数 部 分 77 
[oo,…,aN][ 连 分 数 ] 141 
(z) 168 

z 168 

[a, 6][ 格 的 基底 ] 244 
{p}lp 的 倍数 组 成 的 类 ] 245 


本 原 多 项 式 221, 222 
本 原 方程 221,222 
逼近 7, 9, 174, 434 
最 佳 通 近 ”162, 175 
允 近 的 阶 ”170, 189 
快速 通 近 175 
有 理 数 逼近 实数 137 
简单 逼近 ”182 
联 立 过 近 182, 189 
闭 集 403 
Cn (m)[Ramanujan 和 ] 
闭 区 域 31, 35, 415 
标准 型 3 
不 变量 412 
部 分 商 “137, 145, 170 


超越 数 。 171, 174, 234, 256, 445 


稠密 “129, 400, 412 

代数 方程 ”38, 171, 348 
代数 数 171, 174, 443 
代数 数 域 220, 443 

代数 整数 191, 221, 222 
单位 ”27, 196, 224, 239, 443 
单位 根 63, 443 

音域 223, 234, 443 
导出 集 129, 398, 403 
点 格 , 参见 格 27, 415 


对 数 积 分 , 参见 li 10 

多 项 式 17, 182, 436 

对 数 高 度 426 

二 次 代数 数 221, 222 

非 剩余 69, 82, 105 
互 例 律 79, 81 

二 次 剩余 54, 82, 319 

二 次 型 171, 420, 434 

二 次 域 ”220, 232, 349 

二 次 整数 191, 192 

反 转 公式 252, 253, 269 
非 奇异 的 ”416 

复 乘法 416 

范 数 196, 225, 442 
非 齐 次 线性 型 ”423 

分 划 292, 298, 308, 316 
分 图 域 247 

格 2, 34, 80, 415, 425, 445 
广义 Weierstrass 方程 416 


[关于 乘积 的 素 因子 的 ] Euclid 第 一 定理 3 


[关于 Fn 的 素性 的 ]Fermat 猜想 
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[关于 V3 的 无 理性 的 ]Pythagoras 定理 38 


[关于 和 宕 和 的 ]Euler 猜想 351 


[关于 模 p 的 同 余 式 的 ]Fermat 定理 64, 90 
[关于 模 p2 剩余 的 ]Eisenstein 定理 
[关于 偶 / 奇 分 划 的 ]Euler 定理 ”305 
[关于 算术 级 数 中 素数 的 ]Dirichlet 定理 13 

[关于 无 穷 多 个 素数 存在 的 ]Euclid 第 二 定理 4 


合 数 2, 17, 437 

互 素 的 数 52, 53, 74, 104 
化 圆 为 方 ”186 

黄金 分 割 43 
积 性 函数 ”63, 257, 443 
基 222, 244 
集合 的 测度 “128, 172 
集合 论 189 

阶 ”189, 280, 383 

加 性 数论 ”213, 275, 292 
紧 致 化 的 去 奇异 化 ”436 
进 研 值 ”420 

局 部 环 420 


112, 114 
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开 区 域 31, 32, 415 

可 数 集 129 

理想 218, 245, 327 

立方 数 ”85, 338, 358 
离散 的 赋值 ”420 

连 分 数 ”29, 148, 170, 177, 441 
连续 统 的 Farey 分 割 ”29 
零 集 ”129, 133, 181 


模 [ 数 的 集合 ] 19, 22, 27, 193, 244 


模 [ 同 余 式 的 模 ] 48, 73 

模 曲线 436 

内 点 31 

平均 阶 ”282, 287, 380 

齐 次 线性 型 ”415, 423, 426 

奇异 级 数 355 

判别 式 411, 417 

缺失 的 数字 
整数 7, 222, 437 
小 数 431, 122, 365 

容 斥 定理 259 

三 次 型 的 最 小 值 434 

三 元 素数 组 “5, 10 

第 法 4, 6, 437 

生成 函数 ”48, 52, 393 

剩余 47, 72, 112, 393, 443 

剩余 类 48, 52, 393 

数 的 几何 414, 426, 434 

数论 8, 213, 329 
加 性 数论 213, 275, 292 
积 性 数论 275 

四 次 域 247 

四 元 数 “19, 325, 335 

素数 1, 12, 79, 242, 437 
素数 的 问题 15 
算术 级 数 中 的 素数 ”12 
素数 的 平均 分 布 4 
素数 猜想 18, 437 
素数 定理 9, 291, 395 
素数 对 ”257, 396 
素 因子 “13, 251, 393 

素 因 子 分 解 ”225 

椭圆 曲线 411 

算法 143, 193, 326 
连 分 数 算法 “143, 145, 153 
Euclid 算法 “143, 200, 326 


算术 基本 定理 3, 20, 40, 198, 403 


同 余 式 ”49, 94, 100, 112, 441 
同 构 的 ”412 

同 余数 ”411 

凸 区 域 31, 415, 434 

椭圆 函数 ”260, 303, 329 
完全 集 131, 398, 403 

完全 剩余 系 ”48, 53, 237 
完全 数 “16, 256, 257 

伪 素 数 74, 85 


无 理 数 37, 148, 155, 180, 234, 434 


无 平方 因子 “16, 288, 443 

无 穷 递 降 法 ”208, 210 

线性 同 余 式 ”50, 100, 104 

相伴 元 94, 183, 189, 324, 349 

向 量 27, 406, 424 

小 数 , 十 进 制 小 数 “118, 134 

行列 式 414, 423, 431 

乏 模 变换 ”28, 420, 443 

一 致 分 布 411, 412, 413 

有 理 数 “19, 180, 434 

有 理 整 数 “1, 221, 349 

有 限 阶 ”418 

余数 “19, 123, 145 

域 31, 240, 247, 349, 443 

原 根 59, 90, 247, 443 

圆 整 数 ”379, 380 

整除 性 ”122, 123, 441 

整 多 项 式 86, 88, 112 

整数 1, 217, 233, 349, 443 
整数 部 分 29, 137, 142 
整数 的 表示 328 

正规 阶 377, 378, 380 

正规 数 21, 131, 135 

正则 素数 218 

正 整数 1, 208, 436 

指数 2, 90, 318 

中 国 剩余 定 理 101, 114 

组 合 方法 ， 偶 分 划 和 奇 分 划 305 

组 合 证 明 298, 314 

最 大 公约 数 。”20, 200, 443 

最 佳 不 等 式 419, 421, 434 

最 小 公 倍数 “47, 354, 443 

自 同 态 416 


Bachet 问题 116 
Bauer 同 余 式 99, 103, 106 
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Bernoulli 数 95, 97, 262 

Bertrand 假设 33, 365 

Borel-Bernstein 定理 ”168 

Cantor 三 分 点 集 131 

Carmichael 数 74, 85 

Catalan 猜想 219 

Diophantus 方程 ”205, 215, 351 
Dirichlet 抽 层 原理 168, 189 

Dirichlet 除数 问题 291 

Dirichlet 级 数 ”261, 265, 277 

Dirichlet 问题 397 

Durfee 正方 形 299 

dk (n)[ 表 示 成 个 因子 的 表 法 个 数 ]】 273 
d(n)[ 因 子 的 个 数 ] 255, 281, 283, 285, 380 
Eratosthenes 第 法 4, 6, 436 

Euclid 数 171, 189, 443 

Buclid 算法 145, 200, 326 

Euclid 域 228, 232, 443 

Euclid 作 图 法 58, 171, 443 
Euler-Maclaurin 求 和 公式 96 

Euler 常数 , 参见 y 38, 283, 442 

Euler 函数 , 参见 p(m) 52, 53 

Euler 恒等式 ”298, 303, 304, 314 

e 182, 185, 190 

Farey 点 30 

Farey 分 割 ”29, 30 

Farey 弧 30 

Fermat-Euler 定理 64, 236 

Fermat 大 定理 75, 206, 351 

Fermat 数 , 参见 Fn 13, 14, 442 
Fibonacci 数 158, 160, 240 

Fibonacci 素数 160 

Fn[Fermat 数 ] 13, 442 

Gauss 和 , 参见 S(m,n) 54, 63 

Gauss 引 理 76, 77, 78 
Gauss 整数 ,参见 k(i) 
Goldbach 猜想 437 
G(k)[ 表 示 出 所 有 足够 大 的 整数 所 需 的 上 次 宕 的 个 
数 | 343, 344 

g()[ 表 示 出 所 有 数 所 需 的 上 次 守 的 个 数 ] 
Jacobi 恒等式 ”302, 303 
Kloosterman 和 , 参见 S(w,v,n) 56, 62, 63 
Kronecker 定理 ”25, 42, 111, 397, 405, 412 
大 (1)[ 有 理 数 域 | 191 

k(V3) 225 

k(V5) 239 


191, 192, 322 


344, 356 


k(V2+ V3) 247 

k(Vm) 221, 222, 223 

k(p) 191, 192, 204, 220, 443 

(i)[Gauss 整数 ] 199 

k(V2+i) 247 

K(e 竺 )[ 分 贺 域 ] 247 

Lagrange 定理 320 

Lambert 级 数 276 

Legendre 符号 70, 85, 335 

Leudesdorf 定理 108 

Liouville 定理 “173 Liouville 数 173 
Lucas 数列 158 

In 1, 277, 440 

工 级 数 432 

[对 数 积分 ] 10 

Markoff 数 434 

Mersenne 数 14, 84, 241, 442 

Mertens 定理 372, 373 

Minkowski 定理 ”23, 31, 74, 423, 432, 436 
M6bius 反 转 公式 253 
M(z)lk(n) 对 n 到 z 的 求 和 ] 
Nim 博弈 ”125, 126, 136 

Pell 方程 234 

Prouhet-Tarry 问题 347, 358 
Pythagoras 数组 ”205 
P(k,j)[Prouhet-Tarry 数 ] 347 

pn[ 第 n 个 素数 ] 5, 11, 365, 436 
p(n)[ 分 划 的 个 数 ] 292, 306 

Q(z)[ 不 超过 z 的 无 平方 因子 数 的 个 数 ] 288 
e@k(n)[n 没有 大 次 里 因子 的 指标 ] 273 
4g(n)[n 没有 平方 因子 的 指标 ] 273 
Ramanujan 和 55, 62, 253 

Ramanujan 连 分 数 312, 313 

Riemann 5 函数 262 

Rogers-Ramanujan 恒等式 ”308, 309, 315 
T(n) [表示 为 两 个 平方 数 之 和 的 表 法 个 数 ] 289 
Selberg 定理 381 
S(m,n)[Gauss 和 ] 54, 63 
S(u,v, n)[Kloosterman 和 ] 
S(p,q)[ 非 Gauss 和 |] 80 
Tchebotaref 定理 426, 427, 434 
Tchebychef 定理 9, 395 

t(m)[ 小 于 mm 且 与 m 互 素 的 数 之 集合 ] 
von Staudt 定理 95, 96, 97 

v(k)[ 表 示 所 有 整数 的 带 符号 的 上 次 罕 的 最 少 个 数 ] 
345 


8, 281, 291, 383 


56, 63 


105 
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Waring 问题 316, 354, 359 
Wilson 定理 70, 92, 114 
Wolstenholme 定理 ”94 


7T[Euler 常数 | 442 

5(s)[Riemann 5 函数 ] 263, 277 

3(z)[ 不 超过 z 的 素数 p 的 对 数 Inp 之 和 ] 361 
入 (n)[ 素 因子 个 数 的 奇偶 性 ] 273 

A(n)[ 如 果 n 是 p 的 军 , 则 取 值 为 Inp] 271 
k(n)[M6bius 函数 ] 250, 259 

x 45, 182, 190 

"(x)[ 不 超过 z 的 素数 个 数 ] 6, 12, 436 


kz)[ 乘 积 不 超过 z 的 上 个 不 同 素数 之 积 的 个 数 ] 
396 

o(n)[ 因 子 之 和 ] 285 

ok(n)[ 因 子 的 上 次 舌 之 和 ] 255 
Tk(z)[ 其 积 不 超过 z 的 kk 个 素数 的 乘积 之 个 数 ] 
390 

g(m)[Euler 函数 ] 53 

ua%(z)[A 的 和 函数 ] 361 

w(n)[ 不 同 素 因子 的 个 数 ] 273 
9(n)[ 素 因子 的 总 数 ] 371 

Sn[Farey 级 数 ] 65, 97, 391 
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为 了 方便 读者 了 解 本 书 所 涉及 的 某 些 重要 问题 的 现代 发 展 , 我 们 写 了 一 个 简短 
的 附录 , 并 增加 了 一 些 新 的 文献 . 希望 能 对 感 兴趣 的 读者 有 所 帮助 . 


第 1 章 


(1) 目前 (到 2007 年 2 月 底 为 止 ) 已 知 最 大 的 一 对 挛 生 素数 是 
2 003 663 613 x 2195 000 + 1, 

它们 中 的 每 个 数 都 有 58 711 位 数字 , 是 2007 年 1 月 15 日 由 Twin Internet Prime 
Search and PrimeGrid 发 现 的 . 

(2) 在 P. Ribenboim 的 The New Book of Prime Number Records, New York, 
Springer-Verlag, 1996 一 书 中 给 出 如 下 的 结果 : 

定理 设 整 数 郊 > 2, 那么 和 n 十 2 同 为 素数 的 充分 必要 条 件 是 

4[(n—1)!+1]+n=0 (modn(n+2)). 
而 S. M. Ruiz 发 现 了 下 面 有 趣 的 结果 - 


定理 n 和 n+2 同 为 素数 的 充分 必要 条 件 是 ， 对 于 a>0 有 


(mm 


i=1 i=1 


这 里 |z| 表示 不 超过 z 的 最 大 整数 . 


第 2 章 与 第 5 章 


(1) Buclid 早 就 知道 正三 边 形 、 四 边 形 以 及 正 五 边 形 的 尺 规 作 图 方法 ， 正 十 
七 边 形 的 第 一 个 作 图 方法 是 在 大 约 1800 年 时 由 Erchinger 给 出 的 . 1832 年 , F. J. 
Richelot 和 Schwendenwein 找到 了 正 257 边 形 的 尺 规 作 图 法 . J. Hermes 花 了 10 年 
时 间 , 在 1900 年 左右 找到 了 正 65 537 边 形 的 尺 规 作 图 法 , 第 二 次 世界 大 战 后 , 他 的 
手稿 被 存放 在 哥 廷 根 大 学 的 数学 研究 所 里 .一般 的 正 多 边 形 的 尺 规 作 图 问题 是 由 
Gauss 从 理论 上 最 终 彻底 解决 的 , 他 于 1796 年 证 明了 以 下 著名 的 定理 . 

定理 设 n>3 是 一 个 正 整数 , 那么 , 当 且 仅 当 n 有 下 述 形 状 时 , 正 n 边 形 可 
以 用 圆规 与 直 尺 作出 : 

n=2"p1…pr, 

其 中 n 的 每 个 奇 素 因子 pi (1 < i < 7) 都 是 所 谓 的 Fermat 素数 , 而 m 是 一 个 自然 
数 . 
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(2) 关于 Fermat 数 瓦 = 22" + 1, Fermat 本 人 于 1650 年 曾 猜 想 : 对 所 有 整数 
n > 0, F, 都 是 素数 . 1844 年 F. G. Eisenstein 曾经 提出 证 明 有 无 穷 多 个 Fermat 素 
数 这 一 问题 . 取 n = 0, 1, 2, 3, 4 得 到 的 前 5 个 Fermat 数 3, 5, 17, 257 和 65 537 
的 确 都 是 素数 . 但 是 Euler 于 1732 年 指出 : 第 六 个 Fermat 数 五 不 是 素数 , 因为 
Euler 证 明了 有 641|Fs. 实际 上 有 分 解 式 Fs = 641 x 6 700 417 成 立 . 从 此 以 后 , 再 
也 没有 发 现 新 的 Fermat 素数 . 近年 来 人 们 倾向 于 猜想 : 只 有 有 限 多 个 Fermat 数 
是 素数 . 

关于 Fermat 数 的 素性 判定 以 及 分 解 , 由 于 高 速 计算 机 的 出 现 , 近年 来 取得 了 
较 大 的 进展 . 目前 已 知 的 结果 如 下 : 

中 到 目前 为 止 (2006 年 ) 已 知 为 合 数 的 Fermat 数 是 五 , (5 < n < 32). 其 中 

(i) 对 于  - 1 给 出 了 完全 的 因子 分 解 (在 1732 年 至 1988 年 之 间 完 成 ). 

人 已 知 三 2 的 5 个 素 因子 , 剩 下 一 个 因子 是 一 个 有 1 187 位 的 合 数 . 已 知 五 3 
的 4 个 素 因子 , 剩 下 一 个 因子 是 一 个 有 2 391 位 的 合 数 . 已 知 4, Fz0, Fz, Ps 都 
是 合 数 , 但 目前 (到 2003 年 为 止 ) 还 不 知道 它们 的 任何 素 因子 . 


第 2 章 与 第 6 章 


Mersenne 数 是 形 如 Mn = 2" 一 1 的 数 . 根据 本 书 定理 18 可 知 , 只 有 当 n =p 
是 素数 时 ，Mn = Mp = 2? - 1 才 有 可 能 是 素数 . 这 样 的 素数 称 为 Mersenne 素数 . 
Mersenne 素数 与 偶 完全 数 的 联系 可 以 由 Euclid 与 Euler 的 一 个 著名 的 定理 给 出 
(参见 本 书 16.8 节 定 理 276 和 定理 277). 人 们 猜想 有 无 穷 多 个 Mersenne 素数 , 从 
而 有 无 穷 多 个 偶 完全 数 . 但 是 到 目前 为 止 , 这 个 猜想 还 无 法 得 到 证 明 或 者 否定 . 目 
前 已 知 有 44 个 Mersenne 素数 [从 第 35 个 开始 是 用 G. Woltman 所 组 织 并 提倡 
的 一 种 互联 网 软件 搜索 方法 利用 全 世界 数学 爱好 者 和 志愿 者 的 计算 机 的 帮助 发 现 
的 , 这 个 计划 简称 为 GIMPS (Great Internet Mersenne Prime Search). 其 中 的 第 一 
个 Mersenne 素数 是 M2 = 2? 一 1 = 3, 目前 最 后 面 的 9 个 (也 就 是 第 39 个 到 第 47 
个 )Mersenne 素数 分 别 是 

Mi3 466 gl17， Mao 996 011, M24 036 583， M25 964 951， M30 402 457， 
Ma2 582 657, Ma7 156 667, Ma2 643 801, M43 112 609， 

它们 分 别 有 4 053 946, 6 320 430, 7 235 733, 7 816 230, 9 152 052, 9 808 358, 
11 185 272, 12 837 064 和 12 978 189 位 数字 . 其 中 目前 最 大 的 第 47 个 Mersenne 素 
数 Mas 112 eoe 是 2008 年 8 月 23 日 由 Edson Smith 借助 于 互联 网 搜索 Mersenne 
素数 软件 GIMPS 发 现 的 , 而 第 46 个 Mersenne 素数 M42 els sol 则 是 于 2009 年 
6 月 12 日 由 0dd Magnar Strindmo 借助 同一 软件 发 现 的 . 但 最 后 7 个 Mersenne 
素数 (第 41 个 到 第 47 个 ) 所 在 范围 内 的 数 尚未 完全 搜索 殉 尽 ， 故而 这 几 个 素数 在 
Mersenne 素数 数列 中 的 确切 标号 是 否 正确 尚 需 进一步 验证 . 
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第 7 章 


有 关 Bernoulli 多 项 式 和 Bernoulli 数 的 性 质 的 更 多 的 介绍 , 可 以 参看 H. Rade- 
macher 的 专著 Topics in Analytic Number Theory，Springer-Verlag，1973 的 第 
1 章 . 


第 8 章 


孙子 定理 (国外 的 数学 教科 书 或 专著 中 一 般 称 之 为 “中 国 余数 定理 *) 最 早出 现 
在 中 国 古代 重要 的 数学 著作 《孙子 算 经 》 之 中 的 “ 物 不 知 其 数 ” 一 问 . 《孙子 算 经 》 
是 中 国 古 代 最 著名 的 算 经 十 书 之 一 , 共有 三 卷 . 孙子 是 中 国 古代 一 位 数学 家 , 生 卒 
年 代 不 详 , 据 考 证 ,《 孙 子 算 经 》 一 书 大 约 成 书 在 公元 三 世纪 左右 . 这 个 定理 在 现代 
数学 中 仍 有 重要 的 应 用 . 


第 13 章 


(1) 有 关 Fermat 大 定理 的 若干 重要 发 展 及 其 完全 解决 : 

四 Fermat 大 定理 可 以 表述 成 下 述 形式 : 对 每 个 自然 数 n > 3, 除了 平凡 的 
点 (0, 土 1) 以 及 ( 土 1,0) 以 外 , 在 Fermat 曲线 zm + yr = 1 上 没有 有 理 点 ， 20 世 
纪 , 许多 数学 家 用 代数 几何 这 个 高 深 的 数学 工具 研究 了 与 之 相关 的 问题 . 1983 年 ， 
德国 数学 家 G. Faltings, Endichkeitssitze fiir abelsche Varietiten iiber Zahlk6rpern, 
Invent，Math., 73 (1983), 349-366 证 明了 Mordell 猜想 , 由 此 立即 推出 : 对 每 个 自 
然 数 n > 3, 在 Fermat 曲线 z" ++y" = 1 上 最 多 只 有 有 限 多 个 有 理 点 . 

四 ] Fermat 大 定理 的 证 明 可 以 化 为 对 所 有 素数 指数 情形 zz + yz = z 的 证 明 . 
而 这 又 可 以 分 为 以 下 两 种 情形 : 情形 I (zyz,p) = 1; 情形 II plz，1985 年 , D. R. 
Heath-Brown, Fermat's last theorem for “almost all” exponents, Bull. London Math. 
Soc., 17 (1985), 15-16 则 利用 Mordell 猜想 证 明了 : Fermat 大 定理 对 几乎 所 有 的 素 
数 指数 p 成 立 . 同一 年 L. M. Adleman, 外 . Foury 以 及 D. R. Heath-Brown, The first 
case of Fermat's last theorem, Invent. Math., 79 (1985), 409-416 又 用 解析 数论 方法 
证 明了 : 情形 I 对 无 穷 多 个 素数 p 成 立 . 

[3] 1993 年 6 月 在 英国 剑桥 Newton 数学 科学 研究 所 举办 的 关于 Iwasawa 理 
论 、 自 守 形式 和 p-adic 表示 的 研讨 会 上 , 出 生 于 英国 、 来 自 美国 Princeton 大 学 
的 数学 家 A. Wiles 作 了 题 为 “椭圆 曲线 、 模 形式 和 Galois 表示 ”的 三 次 系列 报告 ， 
在 报告 中 他 宣布 : 对 于 前 导 子 (conductor) 是 无 平方 因子 数 的 半 稳 定 椭 圆 曲 线 独 有 
Taniyama-Shimura 猜想 成 立 . 由 此 , 他 立即 推出 有 Fermat 大 定理 成 立 . 他 的 这 篇 
长 达 200 页 的 论文 投 给 Invent. Math. 杂志 , 并 被 分 配给 六 位 数学 家 审阅 , 不 久 , 来 
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自 美国 Princeton 大 学 的 审 稿 人 N. Katz 就 发 现 了 文章 中 存在 一 个 严重 的 问题 . 直 
到 1994 年 底 , A. Wiles 在 另 一 位 审 稿 人 、 也 是 他 以 前 的 一 位 学 生 R. Taylor 的 帮 
助 下 , 彻底 弥补 了 发 现 的 漏洞 . 并 于 当年 10 月 25 日 将 关于 Fermat 大 定理 的 完整 
无 误 的 证 明 的 两 份 手稿 寄 送 杂志 Ann，Math.， 并 于 1995 年 获 审 通过 在 该 杂志 上 
发 表 (参见 下 面 的 引文 ). 顺便 说 一 句 , 1908 年 一 位 德国 实业 家 Paul Wolfskehl 去 世 
时 , 在 他 的 遗嘱 里 为 第 一 个 证 明了 Fermat 大 定理 的 人 设立 了 著名 的 Wolfskehl 奖 
(请 注意 , 该 奖项 不 授予 推翻 了 Fermat 大 定理 的 人 ), 1908 年 的 奖金 总 额 为 10 万 马 
克 , 这 个 奖项 的 截止 日 期 为 2007 年 9 月 13 日 . 1997 年 6 月 27 日 , A. Wiles 被 授 
予 Wolfskehl 奖 , 奖金 为 5 万 美元 . 而 在 此 之 前 的 1996 年 3 月 , 为 了 表彰 A. Wiles 
和 R. P. Langlands 分 别 在 建立 和 推动 Langlands 纲领 这 一 宏伟 计划 方面 做 出 的 贡 
献 , 授予 他 们 两 人 分 享 10 万 美元 的 Wolf 奖 . 

关于 Fermat 大 定理 的 完整 的 证 明 , 参见 : 
1] A. Wiles, Modular Elliptic-Curves and Fermat's Last Theorem, Ann. Math., 
141 (1995), 443-551. 
2] R. Taylor and A. Wiles, Ring-Theoretic Properties of Certain Hecke Algebras, 
Ann. Math. 141 (1995), 553-572. 
关于 Fermat 大 定理 的 历史 以 及 解决 过 程 中 趣闻 逸事 的 通俗 介绍 , 参见 : 
3] Fermat 大 定理 一 一 一 个 困惑 了 世间 智者 358 年 的 谜 , ( 英 ) 西蒙 ， 辛 格 
(Simon Singh) 著 , 薛 密 译 , 上 海 译文 出 版 社 , 2005 年 . 
(2) 有 关 Catalan 猜想 的 历史 、 若干 重要 发 展 及 其 完全 解决 的 几 点 补充 : 
1] 实际 上 , 远 在 Catalan 提出 他 的 猜想 之 前 , Leviben Gerson(1288-1344) 就 已 
经 注意 到 2 和 3 的 寡 相 差 为 1 的 仅 有 结果 是 3? 和 23. 
2] Langevin 利用 Tijdeman 的 结果 推出 : 如 果 n 和 +1 是 两 个 窜 ， 那么 必 有 

n < exp (exp (exp (exp (730)))) . 

1991 年 , Aaltonen 和 Inkeri 证 明了 : 如 果 z? 一 y? = 1 有 满足 z,y > 2 的 解 , 则 
必 有 z,y > 10500. 

1999 年 , Mignotte 证 明了 : 如 果 Catalan 方程 有 非 平 凡 解 存在 , 则 必 有 

p<1.21x10%, 9 < 1.31 x 1018. 

[3] 2002 年 4 月 8 日 , P Mihailescu 将 他 关于 这 一 猜想 的 证 明 的 论文 寄 送 给 
了 若干 数学 家 , 他 的 证 明 获得 了 数学 家 们 广泛 的 确认 , 参见 P. Mihailescu, A Class 
Number Free Criterion for Catalan's Conjecture, J. Number Theory, 99 (2003), 225- 
231 以 及 Primary Cyclotomic Units and a Proof of Catalan s Conjecture, J. reine 
Angew，Math. 572 (2004), 167-195. 至 此 , 这 一 延续 了 150 年 之 久 的 猜想 也 获得 了 
完全 的 解决 . 2003 年 9 月 29 日 , J. Daems 在 他 的 学 位 论文 中 对 素数 曙 的 Catalan 
方程 没有 非 平凡 解 这 一 结果 给 出 了 一 个 用 分 圆 域 的 证 明 , 参见 A Cyclotomic Proof 
of Catalan's Conjecture, Sept. 29, 2003, 该 文 可 在 下 述 网 页 上 找到 : 
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http://www.math.leidenuniv.nl/”jdaems/scriptie/Catalan.pdf. 
(3) 有 关 等 寡 和 的 Euler 猜想 的 历史 及 最 新 进展 
13.7 节 中 所 讨论 的 不 定 方程 
2Z3 十 十 妈 一 要 
2 Euler 猜想 的 一 个 特例 , 而 Euler 猜想 则 是 Fermat 大 定理 的 一 个 推 


有 关 等 昨 和 的 Euler 猜想 : 对 于 任何 正 整数 n > 3, 不 定 方程 
二 72 十:… 十 TR 
当 上 <n 时 没有 正 整 数 解 . 

册 Euler 猜想 的 第 一 个 反例 是 由 L. J. Lander 和 T. R. Parkin 在 1967 年 给 出 

的 : 

275 十 845 + 1105 + 1335 = 1445， 
参见 L. J. Lander 和 T. R. Parkin, A Counterexample to Euler's Sum of Powers 
Conjecture, Math. Comput. 21 (1967) 101-103. 

1988 年 美国 的 Science News 等 全 国 性 报刊 报道 了 N. Elkies, Math. Comput. 51 
(1988), 825-835 的 重要 发 现 : 对 于 等 舌 和 的 Euler 猜想 n = 4 的 情形 存在 无 穷 多 个 
反例 , 这 些 反例 来 自 Dem'jamenko 对 于 方程 z4 一 yt = zs 十 刀 给 出 的 参数 解 中 由 
wu 二 一 5/8 所 给 出 的 (一 条 ) 椭圆 曲线 , 这 组 解 中 的 第 一 个 解 是 

2 682 4404 + 15 365 6394 十 18 796 7604 = 20 615 6734. 
而 与 v = -9/20 所 对 应 的 最 小 解 
95 8004 + 217 5194 + 414 5604 = 422 4814 
则 是 后 来 由 R. Frye 得 到 的 . 

然而 , 迄今 为 止 还 没有 人 对 n > 6 找到 Euler 猜想 的 反例 . 

[2] 1998 年 , R. L. Ekl 对 等 舌 和 的 Euler 猜想 给 出 了 如 下 的 进一步 推广 

推广 的 Euler 猜想 : 当 m +n < 上 时 , 如 下 的 (k, m,n) 不 定 方程 

人 十 后 十 … 十 Qh 起 十 振 十 … 十 护 
没有 解 , 其 中 诸 个 ai 不 必 互 不 相同 , 诸 个 bj 也 不 必 互 不 相同 . 
记 


Ak = min(m+n—h), 

其 中 的 最 小 值 取 饥 上 述 方程 的 所 有 的 解 . 则 该 猜想 说 的 是 Ak > 0. 到 目前 为 止 , 对 
此 猜想 还 不 知道 有 任何 反例 存在 . 

[3] 对 于 相等 个 数 的 等 寒 和 有 如 下 的 问题 : 对 任意 的 正 整数 m > 2,s > 2, 方程 


有 解 吗 ? 
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现在 已 知 , 当 2< s < 4, m =2 以 及 s =5,6, m = 3 时 该 方程 有 参数 解 . 其 他 
情形 还 不 知道 是 否 有 非 平 凡 解 存在 . 

国 与 等 晨 和 有 关 的 各 种 其 他 问题 (如 Tarry- Escott 问题 等 ) 的 历史 以 及 相关 
结果 还 可 以 参见 加 拿 大 数学 家 R. K. Guy 的 名 著 Unsolved Problems in Number 
Theory 第 2 版 中 的 问题 Di( 该 书 第 2 版 有 中 译本 :《 数 论 中 未 解决 的 问题 》, 张 明 
莹 译 , 北京 , 科学 出 版 社 , 2003 年 ). 


第 14 章 


关于 二 次 域 类 数 的 Gauss 猜想 

14.7 节 最 后 提 到 的 总 共 恰 有 9 个 虚 二 次 域 是 单 域 这 一 结果 是 著名 的 Gauss 
类 数 猜想 的 一 部 分 .Gauss 类 数 猜想 是 在 他 于 1801 年 出 版 的 名 著 Disquisitiones 
arithmeticae303 节 中 提出 的 一 个 猜想 . 用 现代 数论 语言 可 以 将 它 表述 成 下 述 形式 : 

Gauss 类 数 猜想 : 用 h(m) 表示 二 次 域 k(V 元 ) 的 类 数 , m 称 为 二 次 域 的 判别 
式 . 则 

[1 mlm h(m) = 十 co. 

[2] 对 每 个 正 整数 7, 使 得 h(m) = r(-m e Z+) 成 立 的 虚 二 次 域 (Vm) 只 有 有 
限 多 个 ; 

例如 , 类 数 为 1 的 虚 二 次 域 恰 有 9 个 , 相应 的 判别 式 为 

m= 一 1, 一 2, 一 3, —7, 一 11, 一 19, —43, —67, 一 163; 

类 数 为 2 的 虚 二 次 域 恰 有 18 个 , 其 中 绝对 值 最 大 的 一 个 判别 式 是 m = 一 427; 有 16 个 类 数 
为 1 的 虚 二 次 域 等 等 . 

[3] 类 数 为 1 的 实 二 次 域 有 无 穷 多 个 . 

猜想 [1] 自从 1918 年 以 来 经 过 E. Hecke, M. Deuring, L. J. Mordell, H. Heilbronn 
以 及 E. H. Linfoot 等 多 位 数学 家 的 努力 , 最 终 在 1934 年 完全 解决 

猜想 [2] 中 关于 类 数 为 1 的 结果 首先 由 德国 数学 家 K. Heegner, Math. 2., 56 
(1952), 227-253 给 出 一 个 证 明 , 然而 由 于 在 其 证 明 中 发 现 有 缺陷 ， 数学 家 们 未 对 其 
成 果 予 以 承认 . 1966 年 至 1967 年 间 , 美国 数学 家 H. Stark 和 英国 数学 家 A. Baker 
分 别 用 不 同 的 方法 相互 独立 地 证 明了 关于 类 数 为 1 的 虚 二 次 域 的 Gauss 猜想 ; 1969 
年 , HH. Stark 又 重新 审查 了 K. Heegner1952 年 发 表 的 论文 , 发现 其 中 的 缺陷 是 可 
以 弥补 的 .1971 年 , H. Stark 和 A. Baker 又 相互 独立 地 证 明了 关于 类 数 为 2 的 虚 
二 次 域 的 Gauss 猜想 , 但 是 他 们 的 方法 不 能 推广 用 来 证 明 一 般 情 形 的 虚 二 次 域 的 
Gauss 猜想 . 1975 年 , 美国 数学 家 D. Goldfeld 发 表 了 一 篇 重要 的 论文 , 这 篇 文章 把 
虚 二 次 域 的 Gauss 猜想 [2] 的 解决 转化 为 寻找 有 下 述 性 质 的 椭圆 曲线 : 该 曲线 的 
Hasse-WeilL 一 函数 在 点 s = 1 有 一 个 三 阶 零点 .1983 年 , 经 过 长 达 7 年 的 艰苦 工 
作 , B. Gross 和 D. Zagier 终于 找到 了 这 样 一 条 椭圆 曲线 

—139y? = z3 十 4z2 一 487+80， 
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其 导 子 N = 37 x 139?. 从 而 关于 虚 二 次 域 的 Gauss 猜想 获得 最 终 解决 . 详 言 之 , 他 
们 的 结果 是 下 面 的 定理 . 

定理 (Goldfeld-Gross-Zagier) 对 每 个 = > 0, 存在 一 个 有 实效 算法 的 常数 

C > 0, 使 得 
h(—m) > C (logm)! . 

当然 , 关于 这 个 猜想 还 有 许多 进一步 的 问题 有 待 解决 , 例如 , 上 述 定理 中 h( 一 m) 
的 下 界 中 的 阶 仅 为 lognm 的 寡 次 , 这 与 Siegel - Tatuzawa 定理 中 的 阶 以 及 猜想 的 
阶 都 有 极 大 的 差距 . 其 次 , 对 于 每 个 具体 的 类 数 ~, 定 出 满足 h( 一 m) = 7 的 全 部 虚 
二 次 域 k(V=m), 也 是 一 项 有 待 完成 的 工作 . 

至 于 Gauss 类 数 猜想 中 的 猜想 (3), 也 就 是 通常 所 称 的 关于 实 二 次 域 类 数 的 
Gauss 猜想 , 至 今 尚 没有 任何 实质 性 的 进展 出 现 . 

[4 本 章 注释 的 最 后 一 段 提 到 的 属于 Bir6 的 那个 结果 与 关于 实 二 次 域 的 如 下 
两 个 猜想 有 关 ，1976 年 ,S.Chowla 提出 了 如 下 猜想 : 仅 有 六 个 素数 p = 4N? + 
1((N, p) = (1, 5), (2, 17), (3, 37), (5, 101), (7, 197), (13, 677)) 使 实 二 次 域 e (VF) 
的 类 数 为 1. 1986 年 , H.Yokoi( 横 井 秀夫 ) 提出 了 如 下 猜想 : 仅 有 六 个 素数 g = m2+ 
4((m, g) = (1, 5), (3, 13), (5, 29), (7, 53), (13, 173), (17, 293)) 使 实 二 次 域 @ k(Va) 
的 类 数 为 1. 

1990 年 , 张 明 莞 [Contemporary Math. (Edited by Inst. of Math., Acad. Sinica), 
pp.160-172, Science Press, Beijing, 1990 以 及 Math. Comp. 64 (1995), 1675-1685 等 ] 
对 这 两 个 猜想 得 到 了 与 1966 年 H. M. Stark 关于 类 数 为 1 的 虚 二 次 域 的 Gauss 猜 
想 所 得 到 的 下 界 估计 相 平 行 的 结果 : 

[J 如 果 还 有 第 七 个 形 如 p = 4N? + !1 的 素数 p, 使 得 实 二 次 域 (VB) 的 类 数 
为 1, 那么 必 有 p > exp(8.8 x 107). (2) 如 果 还 有 第 七 个 形 如 g = m? + 4 的 素数 9， 
使 得 实 二 次 域 (Ya) 类 数 为 1, 那么 必 有 g > exp(3.7 x 108). 而 Bir6 则 于 2003 年 
完全 证 明了 这 两 个 猜想 (其 证 明 中 用 到 了 上 述 1995 年 引文 中 给 出 的 数值 下 界 ). 


第 15 章 


有 关 Mersenne 素数 的 一 个 猜想 

E. Lucas 曾 在 写 给 H. W. Lloyd Tanner 的 一 封 信 中 提出 如 下 的 猜想 . 

Lucas 猜想 ，M, = 2? ~- 1 是 素数 的 充分 必要 条 件 是 : 素数 p 有 下 述 形式 之 一 : 

i 2 

尽管 这 个 猜想 已 被 否定 , 但 是 在 1989 年 , P. T. Bateman, J. L. Selfridge 以 及 
S. S. Wagstaff, The New Mersenne Conjecture, Amer. Math. Monthly, 96 (1989), 
125-128 利用 这 个 思想 给 出 了 一 个 新 的 猜想 . 

Lucas_Bateman_Selfridge- Wagstaff 猜想 : 设 p 是 奇 的 正 整 数 , 给 出 下 列 
三 个 命题 
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上 叫 p=2* 土 1 或 者 p= 入 土 3; 
[2] Mp = 2? 一 1 是 一 个 素数 ( 即 Mersenne 素数 ); 


2p+1 
[9] Wo = 一 是 一 个 素数 ( 称 为 Wagstaf 素数 )- 


那么 , 如 果 这 三 个 命题 中 有 任何 两 个 成 立 , 则 第 三 个 命题 也 必定 成 立 . 
已 经 验证 : 此 猜想 对 于 所 有 素数 p < 12 441 900 都 成 立 . 


第 16 章 至 第 18 章 


(1) 这 几 章 里 的 某 些 问题 的 更 为 深入 的 内 容 可 以 参看 以 下 专著 : 
[1] E. C. Titchmarsh, The Theory of the Riemann Zeta-Function, 2"4 ed., New 
York; Clarendon Press, 1987. 
[2] H. M. Edwards, Riemann’s Zeta Function, New York; Dover, 2001. 
(2) 关于 Dirichlet 除数 问题 
设 n 
Dak) = nlgn + (27 — 1)n+ A(n), 
大 一 1 


其 中 7 = im, 人 十 3 下 :富生 过 三 iem) 是 Euler 常数 ”寻求 使 得 上 式 成 立 的 


IA(n)| 的 最 小 上 界 估 计 就 是 著名 的 Dirichlet 除数 问题 . 
目前 已 知 最 好 的 结果 是 , 1993 年 M. N. Huxley, Exponential sums and lattice 
points II, Proc. London Math. Soc., 66 (1993), 279-301 所 得 到 的 结果 
IA(n)| = 0 (n23/73) 
以 及 同一 作者 , Exponential sums and lattice points III, Proc. London Math. Sorc., 
87 (2003), 591-609 所 得 到 的 少许 改进 的 结果 
IA(n)|=O0 (nl31/416) 


第 19 章 
有 关 分 划 的 进一步 的 知识 可 以 参考 下 述 专著 ; 


[1] G. E. Andrews, The Theory of Partitions, Cambridge, England; Cambridge 
University Press, 1998. 


第 20 章 和 第 21 章 
(1) Waring 问题 g(k) 的 历史 与 现状 补充 材料 
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自 9(2) = 4 即 为 著名 的 Lagrange 四 平方 定理 ，g(3) = 9 的 证 明 属于 A. 
Wieferich 和 A. Kempner，Waring 问题 g(4) = 19 已 于 1986 年 获得 解决 ,参见 
R. Balasubramanian, J.-M. Deshouillers & F. Dress, Probleme de Waring pour les 
bicarrés, 1, II CO. R. Acad. Sci. Paris Sér. 1. Math. 303 (1986) 85-88 and 161-163. 
9(5) = 37 则 是 由 陈景润 于 1964 年 证 明 的 . 9(6) = 73 由 5. S. Pillai 于 1940 年 给 出 
证 明 . 

四 对 于 一 般 情形 , Euler 于 1772 年 证 明了 如 下 的 下 界 结果 : 

k 
g(k) > 2k 十 [的 ] 一 2. 
人们 把 如 下 的 猜想 称 为 Euler 猜想 . 
大 
了 Euler 猜想 : g(k) = 2k 十 [的 ] 一 2. 


1936 年 至 1944 年 间 , L. E. Dickson, S. S. Pillai, R. K. Rubugunday 以 及 工 
Niven 等 人 的 独立 工作 产生 了 如 下 的 结果 : 
定理 ” 设 尺 > 6, 定义 诸 数 Xk,YK,Ek 以 及 mk 如 下 : 


© 
| w= [+ 


k 
(0) 当 之 全 时 有 Buler 猜想 成 立 : 
(i) 当 XkYk = 2* 十 1 时 ,有 


-= [1]-: 


( 道 ) 当 XkYk > 2 十 1 时 , 有 
g(k) =2*+ | 的] 十 [的 ] 一 3 


大 

所 以 , 当 > 6 时 , Euler 猜想 是 否 成 立 , 取决 于 不 等 式 &k > (3) 当 n>6 时 
是 否 成 立 . 1989 年 , J.M.Kubina 和 M. C. Wunderlich, Extending Waring’s conjecture 
to 471 000 000, Math，Comp., 55 (1990), 815-820 证 明了 此 不 等 式 对 满足 2 < k < 
471 600 000 的 所 有 正 整数 上 都 成 立 . 1957 年 , K. Mahler, On the Fractional Parts 
of the Powers of a Rational Numbers, II, Mathematika,.4 (1957), 122-124 证 明了 使 
得 该 不 等 式 不 成 立 的 正 整数 至 多 只 有 有 限 多 个 , 然而 他 的 证 明 是 非 实效 的 . 这 个 问 
题 至 今 仍 未 解决 . 


Xs= 
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(2) Waring 问题 G(k) 的 历史 与 现状 补充 材料 
册 关于 G(k) 的 精确 值 , 目前 知之 甚 少 , 只 知道 有 G(2) = 4, G(4) = 16. 
根据 G. H. Hardy 和 J. E. Littlewood 的 一 个 猜想 , 可 以 给 出 G(k) 的 如 下 猜 


Hardy - Littlewood 猜想 : 

(对 于 上 =2m 以 及 m >2, 有 G(k) = 4k; 

人) 对 于 其 他 情形 , 都 有 G(k) < 2K 十 1 

除 个 别 情形 外 , 这 个 猜想 至 今 仍 未 解决 . 

[2] 关于 G(k) 的 上 界 估计 : 

(i) 当 上 较 大 时 , 目前 已 知 最 好 的 上 界 估计 是 1985 年 由 A. A. Kapauy6a, MAH 
CCCP，Cep，mam., 49 (1985), 935-947 用 p - adic 形式 的 Buuorpanos 方 法 得 到 
的 : 

G(k) < 2k(lgk + lglgk + 6), (k > 4000). 

(ii) 当 大 较 小 时 , R. C. Vaughan, Acta Arith., 33 (1977), 231-253; ibid., 162 
(1989), 1-2, 1-71 以 及 R.Balasubramanian 和 C. J. Mozzochi, ibid., 43 (1984), 283- 
285 等 人 的 结果 可 能 获得 较 好 的 上 界 估计 . 


第 22 章 


杰 生 素数 对 的 个 数 的 计算 

按照 目前 数论 专著 通用 的 符号 , 用 rz(z) 表示 满足 p < z 使 p,p 二 2 均 为 素数 
的 挛 生 素数 对 的 个 数 . N. J. A. Sloane, P. Ribenboim, T. R. Nicely, R. P. Brent, P. 
Fry, J. Nesheiwat, B. K. Szymanski 以 及 P. Sebah 等 多 位 数学 家 计算 了 某 个 范围 内 
的 挛 生 素数 对 的 个 数 , 结果 如 下 表 所 示 


n m2(n) n "2(n) n 2(n) 
103 35 108 440 312 1013 15 834 664 872 
104 205 109 3 424 506 1014 135 780 321 665 
105 1 224 1010 27 412 679 1015 1 177 209 242 304 
105 8 169 1011 224 376 048 1016 10 304 195 697 298 
107 58 980 1012 1 870 585 220 


关于 李 生 素数 对 以 及 相关 问题 的 历史 、 进 展 以 及 计算 数论 中 的 基本 方法 介绍 ， 
可 以 参看 以 下 专著 : 

[1] H. Halberstam 和 H. -E. Richert, Sieve Methods, New York; Academic Press, 
1974. 

[2] H. Riesel, Prime Numbers and Computer Methods for Factorization, 2nd ed., 
Boston MA; Birkhiuser, 1994. 
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第 23 章 


(1) 有 关 一 般 形式 的 Kronecker 定理 的 表述 和 证 明 , 可 以 参见 T. M. Apostol. 
Modular Functions and Dirichlet Series in Number Theory, New York; Springer- 
Verlag, 1976. 

(2) 有 关 一 致 分 布 的 理论 , 可 以 参看 L. Kuipers 和 H. Niederreiter 的 专著 Uni- 
form Distribution of Sequences, New York; Wiley, 1974. 
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有 关 数 的 几何 的 基础 知识 以 及 进一步 发 展 , 可 以 参看 下 列 专著 

1] D. Hilbert & S. Cohn-Vossen, Geometri and the Imagination, New York, 
Chelsea, 1999. 

2] J. W. S. Cassels, An Introduction to the Geometry of Numbers, 2nd ed., New 
York, Springer-Verlag, 1997. 

3] J. Hammer, Unsolved Problems Concerning Lattice Points, London Pitman, 
1977. 
4] P. M. Gruber & C. G. Lekkerkerker, Geometry of Numbers, 2nd ed., North- 
Holland, 1987. 

[5] P. Prd5s & P. M. Gruber, J. Hammer, Lattice Points, Longman, 1989. 

6] J. H. Conway & N. J. A. Sloane, Sphere Packings, Lattices and Groups, 2nd 
ed., New York, Springer-Verlag, 1993. 

7] J. Pach & P. K. Agarwal, Combinatorial Geometry, New York, Wiley, 1995. 
8] C. Zong ( 宗 传 明 )& J. Talbot, Sphere Packings, New York, Springer-Verlag, 
1999. 


9] C. D. Olds, A. Lax & G. Davidoff, The Geometry of Numbers, Washington, 
DC., Math. Assoc. Amer., 2000. 


附 录 


(1) 关于 Goldbach 猜想 

出 关 于 Goldbach 猜想 的 验证 的 最 新 结果 是 : 2008 年 7 月 14 日 , Oliveirae Silva 
验证 了 : Goldbach 猜想 对 于 ne < 12 x 1017 均 成 立 . 

(2) 关于 相 邻 素数 的 间隙 

[1 2003 年 3 月 , 在 德国 Oberwolfach 举行 的 一 次 国际 初等 以 及 解析 数论 会 议 
上 , D. A. Goldston 和 C. Yildirim 提交 了 一 篇 论文 , 论文 中 给 出 了 
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liminf Pt Pr = 0 
noo0 lgpn 

的 证 明 . 而 D. Mackenzie(Prime Proof Helps Mathematicians Mind the Gaps, Science 
300, 32, 2003 以 及 Prime-Number Proof’s Leap Falls Short, Science 300, 1066, 2003) 
则 发 现 了 论文 中 的 错误 . 这 一 结论 的 正确 证 明 是 2005 年 由 B. Cipra; K. Devlin; D. 
A, Goldston, S. W. Graham, J. Pintz, C. Yildirim 以 及 Y. Motohashi 等 人 给 出 的 
(参见 American Institute of Mathematics, “Small Gaps between Consecutive Primes: 
Recent Work of D. Goldston and C. Yildirim.”[www.aimath.org/goldston tech/.]; B. 
Cipra, Third Time roves Charm for Prime-Gap Theorem, Science 308, 1238, 2005; K. 
Devlin, Major Advance on the Twin Primes Conjecture, May 24, 2005[http://www. 
maa.org/news/052505twinprimes.html]; D. A. Goldston,; S. W. Graham,; J. Pintz,; 
and C. Y. Yildirim, Small Gaps between Primes or Almost Primes, Jun. 3, 2005[http: 
//www.arxiv.org/abs/math.NT/0506067/]; D. A. Goldston,; Y. Motohashi,; J. Pintz,; 
and C. Y. Yildirim, Small Gaps between Primes Exist, May 14, 2005[http://www.arxiv, 
org/abs/math.NT/0505300/]). 

(3) 关于 Green 和 Tao 的 工作 

附录 中 提 到 的 B. Green 和 工 . Tao( 陶 哲 轩 , 澳大利亚 籍 华裔 数学 家 , 由 于 他 在 调 
和 分 析 等 领域 的 杰出 研究 工作 , 而 获得 2006 年 度 菲 尔 兹 奖 ) 有 关 无 穷 长 的 由 素数 组 
成 的 算术 级 数 的 存在 性 定理 的 工作 请 参见 B. Green 和 T. Tao, The Primes Contain 
Arbitrarily Long Arithmetic Progressions, arXiv: math. NT/0404188 v1 preprint., 
Apr. 8, 2004 [http://arxiv.org/abs/math.NT/0404188]. 不 过 , 他 们 的 证 明 仅 仅 是 存 
在 性 的 而 非 构造 性 的 . 


